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1. Mějme bludǐstě Bn
Z,C na čtvercové mř́ıžce n× n zadané množinou Z dvojic mı́stnost́ı, mezi

kterými je zed’, a množinou C dvojic mı́stnost́ı a čas̊u, ve kterých jsou tyto mı́stnosti
uzavřené. Např. pro bludǐstě na obrázku ńıže, kde šedě vybarvené mı́stnosti jsou uzavřené v
časech, které nejsou dělitelné třemi, je

Z = {{(0, 1), (1, 1)}, {(1, 1), (1, 2)}, {(2, 0), (2, 1)}},

C = {((1, 1), t), ((1, 2), t) | t neńı dělitelné 3}.

(2, 2)(1, 2)(0, 2)

(2, 1)(1, 1)(0, 1)

(2, 0)(1, 0)(0, 0)

Definujme, že mı́stnost je v bludǐsti v čase t dosažitelná právě tehdy, když soused́ı s mı́stnost́ı
dosažitelnou v čase t− 1, neńı mezi nimi zed’ a neńı uzavřená v čase t.

(a) Mějme množinu prvovýrok̊u P = {dtij | 1 ≤ i, j ≤ n, t ∈ N}, kde dtij znač́ı, že mı́stnost
(i, j) je dosažitelná v čase t. Pro obecné bludǐstě Bn

Z,C napǐste teorii Tn
Z,C nad P, která

vyjadřuje pravidla pro dosažitelnost v tomto bludǐsti. (2b)

(b) Napǐste teorii T , která vyjadřuje dosažitelnost pro bludǐstě na obrázku, a nav́ıc obsahuje
informaci, že mı́stnost (0,0) je dosažitelná v čase t = 0. Stač́ı explicitně vypsat axiomy
pro dosažitelnost mı́stnost́ı (0,0), (0,1) a (1,1) pro časy 0 ≤ t ≤ 6. Zapǐste teorii T v
množinové reprezentaci. (2b)

(c) Dokažte pomoćı rezoluce, že T `R d611, tj. že mı́stnost (1, 1) je dosažitelná v čase t = 6.
Nápověda: Promyslete si, jak do mı́stnosti doj́ıt. (4b)

(d) Je teorie T z (b) kompletńı? Pokud ne, napǐste nějakou jej́ı jednoduchou kompletńı
extenzi. (2b)

2. Necht’ T = {¬(∃x)R(x), (∃x)(∀y)(P (x, y)→ P (y, x)), (∀x)((∃y)(P (x, y) ∧ P (y, x))→ R(x)),
(∀x)(∃y)P (x, y)} je teorie jazyka L = 〈P,R〉 bez rovnosti, kde P,R jsou binárńı resp. unárńı
relačńı symboly.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (4b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Má teorie T jednoduchou kompletńı extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T = {ϕ} je teorie jazyka L = 〈P,R〉 s rovnost́ı, kde P , R jsou unárńı relačńı symboly
s axiomem ϕ vyjadřuj́ım, že “P (x) ∨R(x) plat́ı pro právě 3 prvky x.”

(a) Určete izomorfńı spektrum I(T, κ) teorie T pro všechna spočetná κ. (2b)

(b) Nalezněte dvě neekvivalentńı jednoduché kompletńı extenze teorie T nebo zd̊uvodněte,
proč neexistuj́ı. (2b)

(c) Je teorie T otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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