
Cvičeńı z výrokové a predikátové logiky - 11

11. prosince 2019

1. (předchoźı DÚ) Necht’ T ∗ je teorie s axiomy rovnosti. Tablo metodou dokažte, že

(a) T ∗ |= x = y → y = x (symetrie =)

(b) T ∗ |= (x = y ∧ y = z) → x = z (tranzitivita =)

Nápověda: pro (a) v axiomu rovnosti (iii) vezměte x1 = x, x2 = x, y1 = y a y2 = x,
pro (b) vezměte x1 = x, x2 = y, y1 = x a y2 = z.

2. Necht’ L je jazyk s rovnost́ı obsahuj́ıćı binárńı relačńı symbol≤ a T je teorie, jež má nekonečný
model a plat́ı v ńı axiomy pro lineárńı uspořádáńı. Pomoćı věty o kompaktnosti dokažte, že
T má model A s nekonečným klesaj́ıćım řetězcem, tj. v A existuj́ı prvky ci pro i ∈ N s

· · · < cn+1 < cn < · · · < c0.

(Tento př́ıklad ukazuje, že pojem dobrého uspořádáńı neńı definovatelný v jazyce 1. řádu.)

3. Převed’te následuj́ıćı formule do prenexńıho tvaru.

(a) (∀y)((∃x)P (x, y)→ Q(y, z)) ∧ (∃y)((∀x)R(x, y) ∨Q(x, y))

(b) (∃x)R(x, y)↔ (∀y)P (x, y)

(c) ¬((∀x)(∃y)P (x, y)→ (∃x)(∃y)R(x, y)) ∧ (∀x)¬(∃y)Q(x, y)

4. K předchoźım formuĺım nalezněte Skolemovy varianty.

5. Ukažte, že Skolemova varianta nemuśı být ekvivalentńı p̊uvodńı formuli, např. ověřte

(a) |= (∀x)P (x, f(x))→ (∀x)(∃y)P (x, y)

(b) 6|= (∀x)(∃y)P (x, y)→ (∀x)P (x, f(x))

6. Necht’ T ′ je rozš́ı̌reńı teorie T = {(∃y)(x+ y = 0), (x+ y = 0)∧ (x+ z = 0)→ y = z} jazyka
L = 〈+, 0,≤〉 s rovnost́ı o definice < a unárńıho − pomoćı axiomů

−x = y ↔ x+ y = 0

x < y ↔ x ≤ y ∧ ¬(x = y)

Nalezněte formule p̊uvodńıho jazyka L ekvivalentńı v T ′ následuj́ıćım formuĺım.

(a) x+ (−x) = 0

(b) x+ (−y) < x

(c) −(x+ y) < −x

7. Teorie těles T jazyka L = 〈+,−, ·, 0, 1〉 má mezi axiomy jediný axiom ϕ, který neńı otevřený:

x 6= 0 → (∃y)(x · y = 1).

Vı́me, že T |= 0 · y = 0 a T |= (x 6= 0 ∧ x · y = 1 ∧ x · z = 1) → y = z.

(a) Nalezněte Skolemovu variantu ϕS formule ϕ s novým funkčńım symbolem f .

(b) Necht’ T ′ je teorie vzniklá z T nahrazeńım ϕ za ϕS . Je T ′ |= ϕ?

(c) Lze každý model teorie T jednoznačně expandovat na model teorie T ′?

8. Necht’ T je předchoźı teorie. Označme ψ formuli x · y = 1 ∨ (x = 0 ∧ y = 0).

(a) Plat́ı v T podmı́nky existence a jednoznačnosti pro formuli ψ(x, y) a proměnnou y?
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(b) Sestrojte extenzi T ∗ teorie T o definovaný symbol f formuĺı ψ.

(c) Je T ∗ ekvivalentńı teorii T ′ z přechoźıho př́ıkladu?

(d) K následuj́ıćı formuli nalezněte v T ∗ ekvivalentńı formuli p̊uvodńıho jazyka L.

f(x · y) = f(x) · f(y)

9. Sestrojte Herbrandovo univerzum a př́ıklad Herbrandovy struktury pro následuj́ıćı jazyky.

(a) L = 〈P,Q, f, a, b〉, kde P,Q jsou unárńı resp. binárńı relačńı, f je unárńı funkčńı, a, b
jsou konstantńı symboly.

(b) L = 〈P, f, g, a〉, kde P je binárńı relačńı, f, g jsou unárńı funkčńı, a je konstantńı.

10. Sestrojte Herbrand̊uv model pro následuj́ıćı teorie anebo nalezněte nejsplnitelnou konjunkci
základńıch instanćı jej́ıch axiomů. Předpokládejte, že jazyk obsahuje konst. symboly a, b.

(a) T = {¬P (x) ∨Q(f(x), y),¬Q(x, b), P (a)}
(b) T = {¬P (x) ∨Q(f(x), y), Q(x, b), P (a)}
(c) T = {P (x, f(x)),¬P (x, g(x))}
(d) T = {P (x, f(x)),¬P (x, g(x)), P (g(x), f(y))→ P (x, y)}

11. Převed’te následuj́ıćı formule na ekvisplnitelné formule v množinové reprezentaci.

(a) (∀y)(∃x)P (x, y)

(b) ¬(∀y)(∃x)P (x, y)

(c) ¬(∃x)((P (x)→ P (a)) ∧ (P (x)→ P (b)))

(d) (∃x)(∀y)(∃z)(P (x, z) ∧ P (z, y)→ R(x, y))

Poznámka

DÚ: př́ıklad 8 (za 1b, toto je posledńı DÚ). Druhý test se bude psát na cvičeńı 8. ledna.

2


