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1. Uvažme lety a dosažitelnost mezi Prahou, Horńı Lhotou, Londýnem a New Yorkem. Vı́me:

(i) Pokud se z jednoho města dá letět do druhého, dá se letět i nazpátek.

(ii) Let z jednoho města do druhého znamená, že druhé město je z prvńıho dosažitelné.

(iii) Dosažitelnost je transitivńı.

(iv) Z Prahy se dá letět do Horńı Lhoty, Londýna a New Yorku. (O daľśıch letech nev́ıme.)

Rezolućı ve výrokové logice chceme dokázat, že

(v) Z Horńı Lhoty se dá dostat do New Yorku.

Necht’ prvovýroky li,j a di,j pro města i, j ∈ {Praha, Horńı Lhota, Londýn, New York}
označuj́ı, že “Z města i se dá letět do města j”, resp. že “Z města i je město j dosažitelné”.
Označme P = {li,j , di,j | i, j ∈ {Praha, Horńı Lhota, Londýn, New York}}.

(a) Napǐste množiny T1, T2, T3, T4 výrok̊u nad P vyjadřuj́ıćı (po řadě) (i), (ii), (iii), (iv).(2b)

(b) Převodem axiomů teorie T = T1∪T2∪T3∪T4 na CNF a pomoćı výroku dHorniLhota,NewYork

napǐste teorii S v množinové reprezentaci, která je nesplnitelná, právě když T |=
dHorniLhota,NewYork. (2b)

(c) Rezolućı dokažte, že S je nesplnitelná. Zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stromem. (3b)

(d) Je S `LI � ? Odpověd’ zd̊uvodněte. (2b)

(e) Zjistěte, kolik má teorie T jednoduchých kompletńıch extenźı. Napǐste jednu takovou
jednoduchou kompletńı extenzi. (2b)

2. Necht’ T = {(∀x)(P (x) ∨Q(x)), (∃x)(¬Q(x))} je teorie jazyka L = 〈P,Q〉 bez rovnosti, kde
P,Q jsou unárńı relačńı symboly, a označme ϕ sentenci (∀x)P (x).

(a) Sestrojte dokončené tablo z teorie T s položkou Fϕ v kořeni. (3b)

(b) Z nejlevěǰśı bezesporné větve předchoźıho tabla sestrojte kanonický model A teorie T ,
ve kterém ϕ neplat́ı. (2b)

(c) Je ϕ dokazatelná, zamı́tnutelná, nebo nezávislá v T? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

(d) Má teorie T konzervativńı kompletńı extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Necht’ T je teorie v jazyce L = 〈≤, ·, f, g〉 s rovnost́ı, kde ≤ je binárńı relačńı symbol, · je
binárńı funkčńı symbol a f, g jsou unárńı funkčńı symboly, s axiomy

ϕ1 : (∃x)(∀z)(f(z) ≤ x · g(z)),

ϕ2 : (∀x)(∃y)(∀z)(y ≤ z → f(z) ≤ x · g(z)).

(a) Pomoćı skolemizace sestrojte otevřeně axiomatizovanou teorii T ′ (př́ıpadně v širš́ım
jazyce L′) ekvisplnitelnou s T . (2b)

(b) Bud’ A = 〈N+,≤, ·, fA, gA〉, kde ≤ a · maj́ı sv̊uj obvyklý význam na N+, fA(n) = 10n2

a gA(n) = n3 pro všechna n ∈ N+. Nalezněte expanzi A′ struktury A takovou, že
A′ |= T ′. (2b)
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