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1. Jan má dva přátele: Toma, který vždy mluv́ı pravdu, a Filipa, který vždy lže. Řekli o tom,
co dělá o sobotách, toto:

• Tom řekl: “Jan čte knihy nebo se d́ıvá na televizi nebo vař́ı.”

• Tom řekl: “Když Jan nepracuje, ned́ıvá se ani na televizi.”

• Filip řekl: “Jan pracuje.”

• Filip řekl: “Jan nečte knihy a ned́ıvá se na televizi a vař́ı.”

(a) Přeložte výroky Toma a negace výrok̊u Filipa do výrokové teorie T v jazyce L =
〈k, v, t, p〉 (kde výrokové proměnné maj́ı po řadě význam “čte knihy”, “vař́ı”, “d́ıvá se
na televizi” a “pracuje”). (2b)

(b) Pomoćı rezolučńı metody ukažte, že z teorie T vyplývá, že o sobotách “Jan čte knihy”.
Nakreslete rezolučńı strom. (3b)

(c) Najděte množinu všech model̊u teorie T . Axiomatizujte ji pomoćı výroku v CNF a
výroku v DNF. (2b)

(d) Určete počet výrok̊u (až na logickou ekvivalenci) platných v teorii T . (2b)

2. Bud’ T následuj́ıćı teorie v jazyce L = 〈R, f, c, d〉 s rovnost́ı, kde R je binárńı relačńı symbol,
f unárńı funkčńı symbol, a c, d konstantńı symboly:

T = {R(x, x),

R(x, y) ∧R(y, z)→ R(x, z),

R(x, y) ∧R(y, x)→ x = y,

R(f(x), x)}

Označme jako T ′ generálńı uzávěr T . Necht’ ϕ a ψ jsou následuj́ıćı formule:

ϕ = R(c, d) ∧ (∀x)(x = c ∨ x = d),

ψ = (∃x)R(x, f(x)).

(a) Sestrojte tablo d̊ukaz formule ψ z teorie T ′∪{ϕ}. Kromě axiomů rovnosti můžete v tablu
př́ımo použ́ıvat axiom (∀x)(∀y)(x = y → y = x) (což je d̊usledek axiomů rovnosti). (4b)

(b) Ukažte, že ψ neńı d̊usledek teorie T , t́ım že najdete model T , ve kterém ψ neplat́ı. (2b)

(c) Kolik jednoduchých úplných extenźı (až na ekvivalenci) má teorie T ∪{ϕ}? Napǐste dvě
z nich. (3b)

(d) Necht’ S je následuj́ıćı teorie v jazyce L′ = 〈R〉 s rovnost́ı:

S = {R(x, x), R(x, y) ∧R(y, z)→ R(x, z), R(x, y) ∧R(y, x)→ x = y}

Je T konzervativńı extenźı S? Zd̊uvodněte. (2b)

3. Necht’ T je teorie v jazyce L = 〈R〉 s rovnost́ı, kde R je binárńı relačńı symbol, s axiomy

ϕ1 : (∃y)R(y, x),

ϕ2 : (∃z)(R(z, x) ∧R(z, y) ∧ (∀w)(R(w, x) ∧R(w, y)→ R(w, z))).

(a) Pomoćı skolemizace sestrojte otevřeně axiomatizovanou teorii T ′ (př́ıpadně v širš́ım
jazyce L′) ekvisplnitelnou s T . (2b)

(b) Bud’ A = 〈N ∪ {0}, RA〉, kde (n,m) ∈ RA právě když n děĺı m. Nalezněte expanzi A′

L-struktury A do jazyka L′ takovou, že A′ |= T ′. (2b)


