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1. Celá č́ısla postihla záhadná nemoc š́ı̌ŕıćı se (v diskrétńıch kroćıch) dle následuj́ıćıch pravidel
(plat́ıćıch pro všechna č́ısla ve všech kroćıch).

(i) Zdravé č́ıslo onemocńı, právě když je přesně jedno sousedńı č́ıslo nemocné (v předchoźım
čase).

(ii) Nemocné č́ıslo se uzdrav́ı, právě když je předchoźı č́ıslo nemocné (v předchoźım čase).

(iii) V čase 0 bylo nemocné č́ıslo 0, ostatńı č́ısla byla zdravá.

(Sousedńımi č́ısly č́ısla i mysĺıme i− 1 a i + 1, předchoźım č́ıslem mysĺıme i− 1.)

(a) Napǐste teorie T1, T2, T3 vyjadřuj́ıćı (po řadě) tvrzeńı (i), (ii), (iii) nad množinou pr-
vovýrok̊u P = {pti | i ∈ Z, t ∈ N0}, kde prvovýrok pti vyjadřuje, že “č́ıslo i je v čase t
nemocné.” (2b)

(b) Převed’te axiomy z T1, T2, T3 do CNF a napǐste teorii S v množinové reprezentaci, která
je nesplnitelná, právě když T1 ∪ T2 ∪ T3 |= ¬p21, tj. “č́ıslo 1 je zdravé v čase 2”. Pozn:
stač́ı převést jen konkrétńı axiomy z T1, T2, T3, ze kterých plyne ¬p21, a do S uvést jen
př́ıslušné klauzule. (2b)

(c) Rezolućı dokažte, že S je nesplnitelná. Zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stromem. (3b)

(d) Uvažme nyńı teorie T = T1 ∪ T2 ∪ T3 a T ′ = T1 ∪ T ′
2 ∪ T3, kde T ′

2 vyjadřuje (nad P):

(ii′) Nemocné č́ıslo se uzdrav́ı, jestlǐze je předchoźı č́ıslo nemocné (v předchoźım čase).

Je některá z teoríı T , T ′ extenźı druhé teorie? A pokud ano, jde o konzervativńı extenzi?
Uved’te zd̊uvodněńı. (Pozn: neńı nutné psát axiomy teorie T ′

2.) (2b)

(e) Uved’te dvě neekvivalentńı jednoduché kompletńı extenze teorie T ′ anebo ukažte, že
takové extenze neexistuj́ı. (2b)

2. Necht’ T = {¬(∀x)P (x, x), (∀x)¬(∀y)Q(x, y), (∀x)¬(∀y)(¬P (x, x) ∧ (∃z)¬Q(y, z))} je teorie
jazyka L = 〈P,Q〉 bez rovnosti, kde P,Q jsou binárńı relačńı symboly.

(a) Skolemizaćı nalezněte k T ekvisplnitelnou teorii T ′ (nad vhodně rozš́ı̌reným jazykem)
axiomatizovanou pouze univerzálńımi sentencemi. (2b)

(b) Tablo metodou dokažte, že T ′ je nesplnitelná. (3b)

(c) Necht’ T ′′ je teorie tvořená právě otevřenými jádry axiomů teorie T ′. Nalezněte kon-
junkci základńıch instanćı axiomů T ′′, která je nesplnitelná. Nápověda: využijte tablo z
(b). (2b)

(d) Má teorie T jednoduchou kompletńı extenzi? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

3. Bud’ T = {(∀x)(∃y)S(y) = x, S(x) = S(y)→ x = y} teorie v jazyce L = 〈S〉 s rovnost́ı, kde
S je unárńı funkčńı symbol.

(a) Nalezněte extenzi T ′ teorie T o definici nového unárńıho funkčńıho symbolu P takovou,
že T ′ |= S(S(x)) = y ↔ P (P (y)) = x. (2b)

(b) Je teorie T ′ otevřeně axiomatizovatelná? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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