
Zkouška VPL - ṕısemná část

1. Necht’ T = {p, r → p, q ↔ ¬r, s → q} je teorie nad P = {p, q, r, s}.

(a) Pomoćı implikačńıho grafu ukažte, že T je splnitelná. (2b)

(b) Určete všechny modely teorie T a axiomatizujte MP(T ) výrokem v CNF. (2b)

(c) Tablo metodou dokažte, že T |= r → ¬s ∧ p. (2b)

(d) Zjistěte, kolik je navzájem neekvivalentńıch teoríı T ′ nad P′ = {p, q, r} takových, že
teorie T je extenźı T ′. Kolik z nich je kompletńıch? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)

2. Vı́me, že:

(i) Každý zná sám sebe.

(ii) Když člověk studuje na škole, musel se na ni hlásit a ta škola ho přijala.

(iii) Alfons se nehlásil na školu, která přijala někoho, kdo Alfonse zná.

Ukažte rezolućı, že pak:

(iv) Alfons nestuduje na žádné škole.

Konkrétně:

(a) Tvrzeńı (i) až (iv) vyjádřete sentencemi ϕ1 až ϕ4 jazyka L = 〈H,S, P, Z, a〉 bez rovnosti,
kde H, S, P , Z jsou binárńı relačńı symboly a H(x, y), S(x, y) a P (x, y), Z(x, y) po
řadě znač́ı, že “x se hláśı na / studuje / přijala / zná y”, a a je konstantńı symbol
označuj́ıćı Alfonse. (2b)

(b) Pomoćı skolemizace předchoźıch formuĺı nalezněte otevřenou teorii T (př́ıpadně ve
větš́ım jazyce), která je nesplnitelná, právě když {ϕ1, ϕ2, ϕ3} |= ϕ4. Převed’te T do
množinové reprezentace. (2b)

(c) Rezolućı dokažte, že T neńı splnitelná. Rezolučńı zamı́tnut́ı znázorněte rezolučńım stro-
mem. U každého kroku uved’te použitou unifikaci. (3b)

(d) Nalezněte konjunkci základńıch instanćı axiomů teorie T , která je nesplnitelná. (2b).

(e) Je T `LI � ? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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3. Necht’ T je teorie jazyka L = 〈T 〉 s rovnost́ı, kde T je ternárńı relačńı symbol, s axiomy:

T (x, y, z) → x 6= y ∧ y 6= z ∧ x 6= z

T (x, y, z) → T (y, x, z) ∧ T (y, z, x) ∧ T (z, y, x) ∧ T (z, x, y) ∧ T (x, z, y)

x 6= y → (∃z)(T (x, y, z) ∧ (∀u)(T (x, y, u) → u = z))

(Pozn: Pak každý model teorie T tvoř́ı tzv. Steiner̊uv systém trojic, v našem př́ıpadě uspořádaných).
Uvažme model F = 〈{1, 2, . . . , 7}, TF 〉 teorie T na obrázku (tzv. Fanova rovina), kde
každá “př́ımka” reprezentuje trojici prvk̊u, jež jsou v relaci TF v libovolném pořad́ı, tedy
TF = {(2, 4, 6), (6, 2, 4), . . . }.
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(a) Nalezněte co nejmenš́ı množinu parametr̊u A, která v modelu F umožňuje definovat
libovolný jeho prvek (formuĺı jazyka L). Pro každý prvek napǐste př́ıslušnou definuj́ıćı
formuli (s dosazenými parametry). Zd̊uvodněte, proč je A nejmenš́ı možná. (3b)

(b) Jsou teorie T ′ = T ∪ {f(x, y) = z ↔ T (x, y, z)} a T ′′ = T ∪ {f(x, y) = z ↔ T (x, y, z) ∨
(x = y ∧ y = z)}, kde f je nový binárńı funkčńı symbol, (korektńımi) extenzemi teorie
T o definici? Uved’te zd̊uvodněńı. (2b)
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