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Vyhledáváńı vzork̊u.
Vyhledáváńı vzork̊u v textu: Algoritmus Aho-Corasick

Pojmy:
Pracujeme nad danou konečnou abecedou Σ (tj. množina znak̊u).
Σ∗ je množina konečných slov nad Σ (tj. posloupnosti znak̊u ze
Σ).
Délka slova w = x1x2...xn ∈ Σ∗ je length(w) = n, tj. počet
znak̊u
Skládańı slov u = u1...um aw = w1...wn vraćı uw = u1...umw1...wn,
neńı komutativńı
prázdné slovo ϵ, má délku 0, pro ∀w ∈ Σ∗ plat́ı ϵw = wϵ = w
u ∈ Σ∗ je předpona w ∈ Σ∗ pokud ∃z ∈ Σ∗ : uz = w
u ∈ Σ∗ je př́ıpona w ∈ Σ∗ pokud ∃z ∈ Σ∗ : zu = w
pokud z ̸= ϵ, je př́ıpona, resp. předpona vlastńı, jinak nevlastńı

Úloha:
Vstup: abeceda Σ, prohledávané slovo x = x1x2...xn ∈ Σ∗ a
hledané vzorky K = {y1, ..., yk}, kde yp = yp,1...yp,l(p) ∈ Σ∗,
p ∈ {1...k}
Výstup: všechny výskyty vzork̊u z K v x, tj. dvojice ⟨i, p⟩ tž.
yp je př́ıponou x1..xi
l = |K| = ∑k

p=1 l(yp) je velikost množiny vzork̊u
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Naivńı algoritmus.
1 for p := 1 to k do
2 for i := 1 to n− l(p) + 1 do
3 j := 0
4 while j < l(p) and xi+j = yp,j do
5 j := j + 1
6 if j = l(p) then Report(⟨i, p⟩)
Složitost: O(n.l)
Myšlenka AC: Vyrob́ıme speciálńı algoritmus (≈ konečný au-

tomat) pro danou (pevnou) množinu vzork̊u K v čase O(l),
který najde vzorky v textu x v O(n).

Obrázek 1: Celkové schéma algoritmu

Překladač: alg. 2 a 3 - ze vzork̊u do vyhledávaćıho stroje
Interpret vyhledávaćıho stroje: Algoritmus 1 - vstup je popis

stroje a výstup jsou nalezené vzorky
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Obecně: překladač/generátor, použit́ı DSL - Doménově Spe-
cifický jazyk (Domain Specific Language)
Možnosti interpretace: vyhledávaćı stroj (tj. výsledek překladu)

je
1. abstraktńı stroj: a) datová struktura anebo b) (serializovaný)
mezikód, který se interpretuje
2. a) zdroják anebo b) vykonatelný kód, typicky využ́ıvaj́ıćı
runtime-knihovnu implementuj́ıćı specifické operace DSL (zde
např. porovnáńı znak̊u, použit́ı funkćı)

Př́ıklad 1.
Vzorky: K = {ano, no, noha, nes}
Dopředná funkce g (a pomocná funkce o), výstup alg. 2.

Obrázek 2: Dopředná funkce g
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Zpětná funkce f , výstup alg. 3.

Obrázek 3: Přidána zpětná funkce f

Zpětná funkce f tabulkou:

Obrázek 4: Zpětná funkce f tabulkou
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Výstupńı funkce out tabulkou

Obrázek 5: Výstupńı funkce out tabulkou
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Vyhledávaćı stroj je čtveřice M = (Q, g, f, out), kde
Q = {0, ..., q} je množina stav̊u
g : Q × Σ → Q ∪ {⊥} je (dopředná) přechodová funkce, pro
kterou plat́ı ∀x ∈ Σ : g(0, x) ∈ Q, (symbol ⊥ znamená ”nedefi-
nováno”, přechod ze stavu 0 je definován pro všechna ṕısmena)
f : Q → Q je zpětná funkce, pro kterou plat́ı f (0) = 0, (použ́ıvá
se, pokud g vrát́ı ⊥)
out : Q → P (K) je výstupńı funkce, pro daný stav vydá pod-
množinu vzork̊u

Alg. 1: Vyhledávaćı stroj
vstup: x = x1x2...xn ∈ Σ∗, vzorky K = {y1, ..., yj}, M =
(Q, g, f, out)
výstup: dvojice ⟨i, p⟩
1 stav := 0
2 for i := 1 to n do // přes ṕısmena textu
3 while g(stav, xi) = ⊥ do
4 stav := f (stav)
5 stav := g(stav, xi)
6 forall y ∈ out(stav) do
7 Report(⟨i, y⟩)
pozn:

- výstup vraćıme na mı́stě, kde vzorek konč́ı
- pokud je nějaký vzorek př́ıponou jiného, pak potřebujeme vra-
cet několik vzork̊u - proto out vraćı množinu vzork̊u; do stavu
reprezentovaného kratš́ım vzorkem se nemuśıme dostat, proto
vydáváme vzorek i když je vlastńı př́ıponou aktuálńıho stavu
- vzorky vraćıme pouze ve stavech, kam jsme přǐsli pomoćı g
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(ř.6); vzorky vydávané po pr̊uchodu zpětnou funkćı f by se opa-
kovali
- podmı́nky na g a f ve stavu 0 jsou ”zarážky”

Vlastnosti

1. přechodová funkce g: graf funkce g je kromě smyčky ve stavu
0 ohodnocený strom, pro který
- stav 0 je kořen stromu
- každá cesta z kořene je ohodnocena nějakou předponou
nějakého vzorku z K
- každá předpona každého vzorku zK popisuje cestu z kořene
do nějakého (jediného) stavu s; ř́ıkáme, že předpona u repre-
zentuje stav s, speciálně prázdné slovo ϵ reprezentuje stav
0

2. zpětná funkce f : pro každý stav s reprezentovaný slovem u
je f (s) reprezentován nejdeľśı vlastńı př́ıponou u, která je
zároveň předponou nějakého vzorku v K

3. výstupńı funkce: pro každý stav s reprezentovaný u a každý
vzorek y ∈ K plat́ı: y ∈ out(s) právě když y je př́ıponou u.

Správnost:
invariant: Algoritmus procháźı stavy, které reprezentuj́ı nejdeľśı
př́ıponu přečtené části textu, která je zároveň předponou nějakého
vzorku z K a vydává všechny nalezené vzorky

Složitost.
Chceme algoritmus lineárńı v délce vstupu a délce výstupu. Re-
prezentace výstupu: odkazy na vzorky, př́ıpadně. na množiny
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vzork̊u.
Idea: Těžká část je počet použit́ı f (ř. 3, 4). Muśıme je spoč́ıtat
za celý výpočet dohromady (v nejhorš́ım př́ıpadě).
(Pokud odhadneme složitost pro všechna i nejhorš́ım př́ıpadem
O(l), nedostaneme v obecnosti O(n). Metapoznámka: Takto
špatně zvoleným postupem jsme nedokázali, že alg. je pomalý -
pouze takto použitý odhad je nepřesný)
Odhad složitosti pomoćı potenciálu:
Hloubka aktuálńıho stavu je potenciál. Zpracováńı ṕısmena po-
moćı g zvyšuje potenciál, použit́ı f snižuje. Chceme ukázat, že
celkový počet použit́ı funkćı f (a g) je O(n).
(neformálně amortizovaná složitost: v celkovém pr̊uběhu je počet
použit́ı f odhadnutý O(n), tj. amortizovaně O(1) na 1 znak
vstupu)

Tvrzeńı: Počet (#) použit́ı f ≤ n
Dk: n = # použit́ı g z alg. 1
≥ celkový př́ır̊ustek potenciálu // g zvyšuje hloubku nejvýš
o 1, Ve stavu 0 někdy nezvyšuje
= celkový pokles potenciálu + koncová hodnota // poč.
hodnota je 0
≥ celkový pokles potenciálu // koncová hodnota ≥ 0
≥ # použit́ı f každé použit́ı f snižuje hloubku aspoň o 1.

Alg. 2: konstrukce vyhl. stroje (funkce g a pomocná o)
vstup: vzorky K
výstup: stavy Q = {0, ..., q},
přech. fce g : Q× Σ → Q ∪ {⊥},
pomocná výstupńı o : Q → P (K)
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01 procedure Enter(y1...ym) // připojeńı slova yp délky m
02 stav := 0; j := 1
03 while j ≤ m and g(stav, yj) ̸= ⊥ do
04 stav := g(stav, yj) // již známá cesta
05 j + +
06 for p := j to m do // nová větev
07 q + +, Q := Q ∪ {q} //nový stav
08 forall x ∈ Σ do g(q, x) = ⊥ // přechody nedefinovány
(implicitně)
09 g(stav, yp) = q // prodloužeńı větve
10 stav := q // přesun do nového stavu
11 o(stav) := {yp}
11.1 end Enter

12 Q := {0}; q := 0 // init počet stav̊u
13 forall x ∈ Σ do g(0, x) := ⊥
14 for i := 1 to k do Enter(yi) //vložeńı slov
15 forall x ∈ Σ do if g(0, x) = ⊥
16 then g(0, x) := 0 // zarážka v 0

Alg. 3: konstrukce zpětné funkce f a výstupńı out
vstup: stavy Q = {0, ..., q},
přech. fce g : Q× Σ → Q ∪ {⊥},
pomocná výstupńı o : Q → P (K) // z alg. 2
výstup: f : Q → Q
out : Q → P (K)
01 queue := prázdná fronta // init
02 f (0) := 0, out(0) := ∅
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03 forall x ∈ Σ do
04 if (s := g(0, x)) ̸= 0 then //zpracuj potomky kořene
05 f (s) := 0; out(s) := o(s)
06 queue := queue ∪ {s} // na konec fronty
07 while queue neńı prázdná do
08 r := prvńı prvek z queue (a vyřad’ ho)
09 forall x ∈ Σ do
10 if (g(r, x)) ̸= ⊥ then // zpracuje potomky r
11 s := g(r, x); t := f (r)
12 while g(t, x) = ⊥ do t := f (t) // prohĺıž́ı př́ıpony
13 f (s) := g(t, x)
14 out(s) := o(s) ∪ out(f (s))
15 zařad’ s do queue

Tvrzeńı: Výstup alg. 3 vytvoř́ı korektńı vyhledávaćı stroj.
Složitost. Netriviálńı je opět počet přechod̊u f , ř. (12). Pro

každý jednotlivý vzorek bude celkový počet přechod̊u při zpra-
cováváńı stav̊u reprezentovaných předponami vzorku odhadnut
délkou vzorku, podobně jako při interpretaci. Celkový počet je
odhadnut celkovou délkou vzork̊u, tj. O(l), resp. pokud |Σ| ne-
považujeme za konstantu, tak O(l · |Σ|)
pozn:

- Implicitńı (ř́ıdká) reprezentace ⊥ (a g(0, .) = 0): hodnoty ⊥
nejsou v paměti a teda je nemuśıme inicializovat. Klasický ko-
nečný automat (v letńım semestru) reprezentuje g explicitně a
použ́ıvá l·|Σ| buněk. Ř́ıdká reprezentace g potřebujeO(l) buněk.
- strom funkce g je vyhledávaćı datová struktura TRIE (bez op-
timalizaćı), tj. ṕısmenkový strom
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Př́ıklad 2.
Vzorky: K = {he, she, his, hers}
Dopředná funkce g (a pomocná funkce o), výstup alg. 2.

Obrázek 6: Dopředná funkce g
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Stroj AC se zpětnou funkćı f a výstupńı out, výstup alg. 3.

Obrázek 7: Přidána zpětná funkce f a výstupńı out

Zpětná funkce f tabulkou:

Obrázek 8: Zpětná funkce f tabulkou
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Výstupńı funkce out tabulkou (informace neńı explicitně v
obrázku)

Obrázek 9: Výstupńı funkce out tabulkou
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Algoritmus Knuth-Morris-Pratt
- Vyhledáváńı 1 vzorku - zjednodušený alg. Aho-Corasicková
- (trochu) lepš́ı asymp. složitost Θ(n+ l) mı́sto Θ(n+ l · |Σ|)
- graf přechodové funkce g neńı strom, ale řetězec. To umožňuje

stavy reprezentovat počtem přečtených ṕısmen (včetně 0) a použ́ıvat
g pouze implicitně.
- zpětná funkce se zde nazývá prefixová funkce π, je nezávislá

na zpracovávaném ṕısmeně textu.
π(s) je délka nejdeľśı vlastńı př́ıpony slova reprezentovaného

stavem s, která je zároveň předponou vzorku.
π : {1 . . . l} → {0 . . . l − 1}
π(s) = max{k|k < s ∧ σ1 . . . σk je suffix σ1 . . . σs}
- výstupńı funkce ve stavu l hláśı výskyt vzorku, jinde nic
Algoritmus KMP vyhledáváńı

vstup: σ = σ1 . . . σn, K = {y}, prefixová funkce π
01 stav := 0
02 for i := 1 to n do
03 while stav > 0 ∧ ystav+1 ̸= σi
04 do stav := π(stav)
05 if ystav+1 = σi then stav:= stav+1
06 if stav = l then
07 print ”našlo”, i // hláśıme pozici konce vzorku
08 stav := π(stav)
09 end

15



procedura Prefix
vstup: K = {y} // jediný vzorek
výstup: funkce π // prefixová funkce
01 π(1) := 0
02 k := 0
03 for stav := 2 to l do
04 while k > 0 ∧ yk+1 ̸= ystav do k := π(k)
05 if yk+1 = ystav then k := k + 1
06 π(stav) = k
07 return(π)

Algoritmus Rabin-Karp
Idea: Považujeme vzor délky l za l-ciferné č́ıslo (znaky za cifry)

v soustavě se základem a = |Σ|. Hodnoty (tj. signatury) vzoru
(-̊u) a stejně dlouhého úseku vstupu poč́ıtáme modulo zvolené
(prvoč́ıslo) q ∈ N . Pokud se hodnota v charakteristiky vzoru a
hodnota ti charakteristiky podřetězce na pozici i nerovnaj́ı, vzor
se na pozici i určitě nenacháźı.
Výpočet v a t1 pomoćı Hornerova schematu v čase O(l).

v = ((..(τ1 · a + τ2) · a + ...) · a + τl−1) · a + τl

Výpočet ti+1 z ti, přesná hodnota.

ti+1 = a · (ti − al−1 · σi) + σi+l

Ve vzorci je σi vypouštěná prvńı cifra a σi+l přidávaná posledńı
cifra.
- Pokud poč́ıtáme s přesnými č́ısly (bez modulo), tak jejich

délka je O(l) bit̊u (!)
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Volba q: prvoč́ıslo, kde a · q se vejde do registru
⇒ aritmetické operace v čase O(1) mı́sto O(l).

ti+1 = (a · (ti − h · σi) + σi+l) mod q

kde h = al−1 mod q, předpoč́ıtané v čase O(l)
DC: Popǐste upravené rychlé umocňováńı pro výpočet h vO(log l).
- Pozn. Charakteristika vzorku je vypočtena hašovaćı funkćı,

kterou ale nepouž́ıvame pro adresaci v tabulce.
Ale: Porovnáváńı hodnot modulo q zp̊usobuje falešné hity,

když v algoritmu v = ti, ale τ1..τl ̸= σi..σi+l−1

Algoritmus Rabin-Karp( σ {text}, τ {vzor}, a, q)
01 n := délka textu σ
02 l := délka vzorku τ
03 h := al−1 mod q // předvýpočet
04 v := 0, t1 := 0
05 for i := 1 to l do
06 v := (a ∗ v + τi) mod q
07 t1 := (a ∗ t1 + σi) mod q
08 for i := 1 to n− l + 1 do
09 if v = ti then
10 if τ1..τl = σi..σi+l−1 then
11 write ”nalezeno na počátečńı pozici”, i
12 if i < n− l + 1 then
13 ti+1 := (a ∗ (ti − σi ∗ h) + σi+l) mod q
14 end.
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Analýza složitosti:
nejhorš́ı př́ıpad: Θ((n− l + 1) · l)
očekávaná složitost: O(n) +O(l ·#OK) +O(l ·#FAL), kde
#OK je počet nalezených pozic (předpokládejme O(1))
#FAL je počet falešných hit̊u: za předpokladu rovnoměrného
rozložeńı ti je #FAL = O(n/q)
⇒ O(n) +O(l.(1 + n/q))
DC: upravte alg. pro v́ıc vzork̊u, ...
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Toky v śıt́ıch
Def. Śıt’ je S = (G, c, z, s) kde

G = (V,E) je orientovaný graf
c : E → R+

0 kapacity hran
z ∈ V zdroj
s ∈ V , s ̸= z spotřebič (stok)
Kapacita je dodefinována i pro ostatńı dvojice vrchol̊u: c(u, v) =
0, pokud (u, v) ̸∈ E
Značeńı: t(h) = t(u, v) pro h = (u, v), c(h) = c(u, v), n =

|V |, m = |E|
Př́ıklad śıtě:

Obrázek 10: Śıt’: Modrou kapacity, černou tok velikosti 23

Def. Tok t v śıti S = (G, c, z, s) je funkce t : V × V → R,
tž.:
1) (symetrie) t(u, v) = −t(v, u) pro ∀u, v ∈ V a
2) (kapacita) t(u, v) ≤ c(u, v) pro ∀u, v ∈ V a
3) (zachováńı toku) δ(t, u) = 0 pro ∀u ∈ V \ {z, s}
kde δ(t, u) = Σv∈V t(u, v) je divergence funkce t ve vrcholu u
(analogie Kirhoffova zákona pro el. proud)
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Pokud t(u, v) = c(u, v), tak ř́ıkáme, že hrana (u, v) je saturo-
vaná (nasycená).
Def. Velikost toku t je δ(t, z) pro zdroj z, znač́ıme |t|.
Problém: Nalézt v dané śıti tok o maximálńı velikosti, tzv.

maximálńı tok. (Znač́ıme t∗, neńı určen jednoznačně.)
BÚNO,DC: Stač́ı 1 zdroj a 1 spotřebič. Idea: Zavedeme super-

zdroj a superspotřebič.

Def. Řez: v kontextu tok̊u je řez disjunktńı dvojice množin
(X, Y ) taková, že X ∪ Y = V, z ∈ X, s ∈ Y . Kapacita řezu
(X, Y ) je součet kapacit hran jdoućıch přes řez, tj. c(X, Y ) =∑
u∈X,v∈Y

c(u, v). Minimálńı řez je řez s minimálńı kapacitou. Tok

přes řez je součet tok̊u po hranách jdoućıch přes řez, tj. t(X, Y ) =∑
u∈X,v∈Y

t(u, v).

Lemma 1. Pro každý tok t a řez (X, Y ) plat́ı, že tok přes řez
(X, Y ) je roven velikosti toku, tj. t(X, Y ) = |t|.
Dk/DC. Indukćı podle |X| od X = {z}
Důsledek: Dı́ky Lemma 1 a faktu, že t(X, Y ) ≤ c(X, Y ) pro

každý řez (X, Y ) (d̊usledek kapacitńıho omezeńı) plat́ı, že veli-
kost maximálńıho toku je nejvýše rovna kapacitě minimálńıho
řezu. Ukážeme, že plat́ı rovnost.
Reziduálńı kapacita toku t je funkce r : V × V → R defino-

vaná jako r(u, v) = c(u, v)− t(u, v).
Reziduálńı śıt’ R k śıti S a toku t je R = (Gt, r, z, s), kde

orientovaný grafGt = (V,Et) obsahuje právě ty hrany, pro které
r(u, v) > 0, tj. Et = {⟨u, v⟩ ∈ V × V |r(u, v) > 0}. Hodnota
r(u, v) je kapacita hrany v reziduálńım grafu.
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Zlepšuj́ıćı cesta pro t je libovolná cesta P ze z do s v R.
Reziduálńı kapacita cesty P je r(P ) = min{r(u, v)|(u, v) ∈
P}. Velikost toku můžeme zvýšit až o r(P ) zvýšeńım toku na
všech hranách cesty P , přitom při zvýšeńı o r(P ) se aspoň jedna
hrana cesty P nasyt́ı.

Věta (o max. toku a min. řezu). Následuj́ıćı podmı́nky jsou
ekvivalentńı.
1. tok t je maximálńı tok
2. pro t neexistuje zlepšuj́ıćı cesta
3. plat́ı |t| = c(X, Y ) pro nějaký řez (X, Y )
Dk. 1. ⇒ 2.: Předpokládejme, že t je max. tok , ale že existuje

zlepšuj́ıćı cesta P . Potom tok po zlepšeńı je ostře větš́ı než |t| -
spor s předpokladem.
2. ⇒ 3.: Předpokládejme, že v grafu G neńı zlepšuj́ıćı cesta.

Definujme X = {v ∈ V | existuje zlepšuj́ıćı cesta ze z do v} a
Y = V \X . Rozděleńı (X, Y ) je řez, protože z ∈ X triviálně a
s ∈ Y z předpokladu neex. zlepšuj́ıćı cesty. Pro každé u ∈ X a
v ∈ Y plat́ı t(u, v) = c(u, v), jinak hrana (u, v) je v reziduálńım
grafu a v patř́ı do X . Podle Lemma 1 |t| = t(X, Y ) = c(X, Y ).
3. ⇒ 1.: Podle Důsledku plat́ı |t| ≤ c(X, Y ) pro všechny

řezy (X, Y ). Podmı́nka |t| = c(X, Y ) proto implikuje, že t je
maximálńı tok.
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Metoda zlepšuj́ıćı cesty: Ford a Fulkerson
1. Inicializuj tok t na 0
2. while existuje zlepšuj́ıćı cesta P
3. do zlepši t na hranách cesty P o r(P ) od
4. return t

Vlastnosti:
1. ze znalosti maximálńıho toku můžeme v čase O(m) zkon-

struovat minimálńı řez (viz Věta o max. toku a min. řezu)
2. pokud jsou kapacity iracionálńı č́ısla, potom nemuśı im-

plementace metody zlepšuj́ıćı cesty skončit po konečném počtu
krok̊u. Velikost toku konverguje, ale nemuśı konvergovat k veli-
kosti maximálńıho toku. (Neformálně: Použitá strategie výběru
cesty neńı spravedlivá.)
3. pokud jsou kapacity racionálńı č́ısla, tak lze úlohu převést

na ekvivalentńı úlohu s celoč́ıselnými kapacitami
4. pro celoč́ıselné kapacity, každá zlepšuj́ıćı cesta zvýš́ı velikost

toku aspoň o 1. Proto metoda skonč́ı nejvýše po |t∗| kroćıch,
nav́ıc zkonstruovaný maximálńı tok je celoč́ıselný (na každé hraně).
5. algoritmus je generický: zlepšuj́ıćı cestu lze vyb́ırat libovol-

nou strategíı, tj. hledat libovolným algoritmem na prohledáváńı
orientovaných graf̊u (výhoda pro d̊ukaz správnosti, nevýhoda
pro odhad složitosti (a konečnost))
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Př́ıklad śıtě s dlouhým výpočtem, obr. 11 k bodu 4. V lichých
kroćıch voĺıme cestu zuvs, v sudých zvus. Kapacita cesty je
vždy 1. Časová složitost algoritmu v nejhorš́ım př́ıpadě nezáviśı
na velikosti śıtě, ale na velikosti kapacit v śıti. (Problém částečně
zp̊usobuje použitá strategie výběru cesty. Cesta zus neńı vy-
brána.)

Obrázek 11: Śıt’ s dlouhým výpočtem

Tvrzeńı: Zkonstruovaná funkce t je tok.
Dk. Indukćı podle počtu cykl̊u. a) Nulový tok je tok. b) Změna

toku na celé zlepšuj́ıćı cestě P změńı divergenci jen v krajńıch
vrcholech z a s, ve vnitřńıch se neměńı, viz obr. 12. Nový tok je
př́ıpustný, z volby r(P ).

Obrázek 12: Změny na hranách ve vnitřńıch vrcholech
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Tvrzeńı: Pro celoč́ıselné kapacity, časová složitost alg. Ford–
Fulkerson je O(|t∗|.m) (a alg. skonč́ı). Pozn.: Nepolynomiálńı k
velikosti bitového zápisu c.
Parciálńı (částečná) správnost alg. Pokud alg. skonč́ı, nenašla

se zlepšuj́ıćı cesta. Podle Věty je potom zkonstruovaný tok ma-
ximálńı. (+ konečnost ⇒ úplná správnost)

Ideálńı verze zlepšuj́ıćı cesty: Vždy existuje posloupnost nejvýše
m zlepšuj́ıćıch cest, pomoćı kterých lze skonstruovat max. tok.
Strategie volby cesty:
• Maximálńı zlepšeńı (Edmonds a Karp): Najdi zlepšuj́ıćı ces-

tu s maximálńı reziduálńı kapacitou. (Použijeme upravený Dijkstr̊uv
alg.; DC) ; Konkrétńı složitost nerozeb́ıráme, daľśı alg. jsou lepš́ı.
• Implementace s nejkratš́ım zlepšeńım (Edmonds a Karp):

Najdi (a vyber) nejkratš́ı zlepšuj́ıćı cestu, tj. cestu s minimálńım
počtem hran. (Použijeme prohledáváńı do š́ı̌rky.)
Věta: Počet zlepšuj́ıćıch krok̊u při implementaci s nejkratš́ım

zlepšeńım je O(nm). Celkově metoda potřebuje čas O(nm2).
Idea rozboru: Při výběru podle délky zlepšuj́ıćı cesty se délky

cest postupně prodlužuj́ı (dokážeme za chv́ıli u Dinicova alg.).
Proto máme až n fáźı podle délky cesty a v každé fázi potřebujeme
nasytit až m hran. Celkem O(nm) hledáńı nejkratš́ı zlepšuj́ıćı
cesty. Jedno hledáńı prohledáváńım do š́ı̌rky v O(n+m), odtud
celkový čas O(nm2). (Pro husté grafy dostáváme O(n5).)
Daľśı zlepšeńı dostaneme, pokud mı́sto zlepšováńı toku samo-

statně po jedné cestě použijeme všechny nejkratš́ı cesty ”najed-
nou”. To využ́ıvá následuj́ıćı Dinic̊uv alg. se složitost́ı O(n2m)
(a O(n4)), př́ıpadně po daľśı optimalizaci O(n3).

24



Def. Śıt’ S je (pročǐstěná) vrstevnatá, pokud existuje rozklad
množiny jejich vrchol̊u na X0, X1, ..., Xk tak, že
- X0 = {z}
- Xk = {s}
- (u, v) ∈ E(G), u ∈ Xi, v ∈ Xj ⇒ j = i + 1
- z každého vrcholu kromě spotřebiče hrana vycháźı a do každého
vrcholu kromě zdroje hrana vcháźı.
Pozorováńı: Ve vrstevnaté śıti plat́ı ∀v : d(z, v) + d(v, s) =

d(z, s) a ∀(u, v) ∈ E(G) : d(z, u) + d(v, s) + 1 = d(z, s), tj.
každý vrchol a hrana lež́ı na nejkratš́ı cestě ze z do s. Śıt’ splňuj́ıćı
tuto podmı́nku nazveme pročǐstěnou.

Obrázek 13: Vrstevnatá (pročǐstěná) śıt’

Def. Hrana (u, v) v śıti S s tokem t je nasycená, pokud
t(u, v) = c(u, v). Tok v śıti S je blokuj́ıćı, pokud každá ori-
entovaná cesta v S ze zdroje do spotřebiče obsahuje nasycenou
hranu.
Pozn. Ve vrstevnaté śıti nebudeme hledat maximálńı tok, ale

pouze blokuj́ıćı, který zablokuje všechny cesty nejkratš́ı délky.
Značeńı: d(u, v) je délka nejkratš́ı orientované cesty z u do v,

měrená počtem hran.
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Algoritmus Dinic(G,z,s)
1. forall h ∈ E(G) do t(h) := 0; r(h) := c(h) od
2. while ∃ cesta P ze z do s v reziduálńı śıti St

3. do {śıt’ S ′
t vytvoř́ıme z St vynecháńım všech hran, které

nelež́ı na (nějaké) nejkratš́ı orientované cestě ze z do s }
4. S ′

t := St

5. forall v ∈ V do urči d(z, v) // BFS ze z
6. forall v ∈ V do urči d(v, s) // BFS protisměrně z s
7. forall (u, v) ∈ E(S ′

t) do
8. if d(z, u) + 1 + d(v, s) > d(z, s)
9. then vynechej (u, v) z S ′

t // zbylé hrany patř́ı nějaké
min. cestě
10. q := blokuj́ıćı tok v S ′

t

11. forall (u, v) ∈ E(S ′
t) do t(u, v) := t(u, v) + q(u, v) od

12. od
Lemma. Nech St1 a St2 jsou reziduálńı śıtě vytvořené dvěma po

sobě následuj́ıćımi iteracemi Dinicova algoritmu. Potom dSt1(z, s) ≤
dSt2(z, s)− 1.
Dk. Pro cesty obsahuj́ıćı hrany St1 v St2 plat́ı, protože q je

blokuj́ıćı.
Pro cesty obsahuj́ıćı novou hranu přidanou do St2: nová hra-
na (vi, vi−1) vzniká kv̊uli úpravě toku na hraně (vi−1, vi) na
nějaké minimálńı cestě v0, v1...vk. Délka cesty s novou hranou
je dSt1(z, vi) + 1 + dSt1(vi−1, s) = i + 1 + (k − i + 1) = k + 2.
Přitom dSt1(z, vi) ≤ dSt2(z, vi) a dSt1(vi−1, s) ≤ dSt2(vi−1, s).
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Důsledek: Časová složitost Dinicova algoritmu na śıti S s n vr-
choly am hranami jeO(n.f (n,m)), kde f (n,m) je čas potřebný
k nalezeńı blokuj́ıćıho toku ve vrstevnaté śıti.
Dk. Maximálńı délka cesty je n, tj. počet konstruovaných vrs-

tevnatých śıt́ı je nejvýše n a časová složitost zpracováńı jedné
śıtě je f (n,m).

Určeńı blokuj́ıćıho toku ve vrstevnaté śıti
Vstup: vrstevnatá śıt’ S = (G, c, z, s)
Výstup: blokuj́ıćı tok q v śıti S
1. forall (u, v) ∈ E(G)
2. do q(u, v) := 0 od
3. while ∃ cesta P ze zdroje z do s v S
4. do c(P ) := min{c(u, v)|(u, v) ∈ P}
5. forall (u, v) ∈ P do q(u, v) := q(u, v) + c(P ) od
6. S := S − {všechny nasycené hrany cesty P}
7. pročistiŚıt’(S) // uzav́ıráńı hran a vrchol̊u
8. od
Složitost

1) nalezeńı a update cesty trvá O(n)
výběr libovolné hrany při prodlužováńı cesty v pročistěné śıti
(nepotřebuju DFS a backtracking)
2) každý pr̊uchod cyklem (3) nasyt́ı (a uzavře) aspoň 1 hranu
⇒ O(m) pr̊uchod̊u
⇒ složitost nalezeńı blokuj́ıćıho toku ve vrstevnaté śıti jeO(n.m)
⇒ složitost nalezeńı max. toku Dinicovým alg. je O(n2.m)
Pozn/DC. Strategie: Výběr vrcholu s nejmenš́ım př́ıtokem a

propagace změn od něho po vrstvách oběma směry: složitost
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jedné fáze O(n2), celková složitost O(n3)
Rychlá implementace PročistiŚıt’(S):

Idea: kaskádové uzav́ıráńı hran a vrchol̊u nelež́ıćıch na cestě P
ze z do s, tž. c(P ) > 0.
Na každém vrcholu a hraně chceme strávit v pr̊uběhu celého
alg. pro 1 vrstevnatou śıt’ pouze konstantńı čas. Pamatujeme si
vstupńı din(v) a výstupńı dout(v) stupně vrchol̊u pro neuzavřené
vrcholy. Hranu uzav́ırám, pokud se nasyt́ı, a sńıž́ım stupně in-
cidentńıch vrchol̊u. Vrchol uzav́ırám, pokud dout(v) = 0 (nebo
din(v) = 0) a dekrementuju stupeň soused̊u (a započ́ıtám to
hraně). Vrchol i hrana se (otv́ırá a) uzav́ırá 1×, v konstantńım
čase.

Aplikace: Určeńı maximálńıho párováńı v bipartitńım grafu.
Def. Párováńı je množina hran M ⊆ E(G) grafu G, tž.

∀e1, e2 ∈ M : e1 ∩ e2 = ∅.
Maximálńı párováńı je párováńı s maximálńım počtem hran.

Śıt’ pro maximálńı párováńı:

Obrázek 14: Maximálńı párováńı velikosti 3 dvojitou modrou, zlepšuj́ıćı cesta červeně. Kapacity jsou 1

Hrany orientujeme z jedné partity do druhé. Zdroj spoj́ıme s
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každým vrcholem jedné partity, stok s každým vrcholem druhé
partity. Kapacita všech hran je 1.
Maximálńı tok je nejvýš n = |V |, proto složitost Ford-Fulkersonova

alg. je O(nm)

Goldberg̊uv algoritmus (preflow-push)
Def. Předtok (preflow, vlna) je funkce t : V×V → R, splňuj́ıćı

podmı́nku symetrie a kapacity na každé hraně, ale pro každý
vrchol kromě zdroje dovoĺıme přebytek excess : V → R.
∀v ∈ V − {z} : excess(v) ≥ 0, kde excess(v) = ∑

w∈V
t(w, v)

Vrchol v (kromě z a s) s kladným excess(v) se nazývá aktivńı.
Def. Výšková funkce. Nech t je předtok a R reziduálńı graf

pro t. Potom funkce h : V → N je výšková funkce pro t, pokud
1) h(z) = |V |
2) h(s) = 0
3) ∀(u, v) ∈ ER : h(u) ≤ h(v) + 1
Pokud v 3) plat́ı rovnost hrana (u, v) je př́ıpustná.
Idea GA: konstruujeme předtok (ne tok po celých cestách),

přesouváme přebytky vrcholu po hranách s rezervou (,kde hrana
směřuje ”dol̊u”a rozd́ıl výšek vrchol̊u je právě 1).
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Goldberg̊uv algoritmus (generický).
01 h(z) := n // = |V |
02 h(v) := 0 pro v ∈ V − {z}
03 tok hran ze zdroje je rovný kapacitě hrany
04 tok ostatńıch hran je 0
05 while ∃ vrchol s kladným přebytkem, kromě s do
06 v := vrchol s kladným přebytkem, v ̸= s
07 if ∃h = (v, w) s kladnou rezervou & h(v) > h(w)
08 then
09 (v, w) := hrana (z v) s kladnou rezervou
10 a splňuj́ıćı h(v) > h(w)
11 δ := min(excess(v), r(v, w))
12 převedeme přebytek z v do w velikosti δ
13 else h(v) := h(v) + 1
14 endif
15 end.
Tři zp̊usoby vykonáńı těla (zálež́ı na pořad́ı):

1) nasycené převedeńı přebytku: δ je rovno rezervě hrany (v, w) ⇒
nuluje rezervu hrany
2) nenasycené převedeńı přebytku: δ je menš́ı než r(v, w) ⇒
nuluje přebytek vrcholu v
3) zvýšeńı vrcholu v: př́ıkaz h(v) := h(v) + 1
Pozn. Vrcholy mohou vystoupat nad n = h(z), tj. výšku zdro-

je, a tak vrátit přebytek do zdroje.
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Lemma 1. Po inicializaci vždycky plat́ı, že neexistuje hrana
(v, w) taková, že h(v) > h(w) + 1, a rezerva hrany je nenulová.
Dk. Po inicializaci podmı́nka plat́ı, protože každá hrana (v, w)

splňuj́ıćı h(v) > h(w) vede ze zdroje a má nulovou rezervu (tj.
je nasycená).
Vykonáńı těla while hranu s nenulovou rezervou porušuj́ıćı podmı́nku
nevytvoř́ı, protože
a) po zvednut́ı v: v má přebytek (vybráńım), hrana má ne-
nulou rezervu (předpoklad), potom v nezdviháme (spor), ale
přesouváme přebytek. Předpoklad neplat́ı, hrany z v maj́ı nulo-
vou rezervu.
b) po převedeńı přebytku opačnou hranou (w, v), kde r(v, w) =
0, plat́ı h(w) > h(v).

Věta 1. Parciálńı správnost. Pokud Goldberg̊uv alg. skonč́ı,
najde největš́ı tok.
Dk. Pokud while cyklus skonč́ı, potom ∀v ∈ V, v ̸= s má nulový
přebytek, proto je zkonstruovaný předtok taky tok. Ešte chceme:
tok je maximálńı ⇐ neexistuje zlepšuj́ıćı cesta ⇐ ∀ cesta má
nasycenou hranu s nulovou rezervou.
Mějme cestu ze zdroje do spotřebiče. Cesta zač́ına ve výšce n =
h(z) a konč́ı ve výšce 0 = h(s) a má nejvýše n− 1 hran. Proto
existuje hrana klesaj́ıćı aspoň o 2. Podle Lemmy 1 má tato hrana
nulovou rezervu.
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Pozn. Strategie. Algoritmus umožňuje výběr vrcholu a hrany.
...
Strategie je parametr generického algoritmu. Matematicky: funk-
ce: (historie×)stav → V , implementačne: podmı́nka nebo max/min,
v́ıc kritéríı, random.
Čas výpočtu strategie započ́ıtáváme: Chci rychlou funkci výběru:
lze udržovat datovou strukturu.
Postup pro d̊ukaz složitosti: odhadneme postupně max. výšku

vrcholu a teda počet zvednut́ı, počet nasycených a počet nena-
sycených převedeńı.

Lemma 2. Vždy od ukončeńı inicializace, pokud má vrchol v
kladný přebytek, potom z něho vede orientovaná cesta do zdroje,
na které maj́ı všechny hrany kladnou rezervu.
Dk. Nech má v kladný přebytek. Označme A množinu vrchol̊u,
do kterých vede z v orientovaná cesta skládaj́ıćı se z hran s
kladnou rezervou.
Uvažujme hranu (x, y), x ̸∈ A, y ∈ A. Pokud tok hranou (x, y)
je kladný, pak opačná hrana (y, x) má kladnou rezervu a x ∈ A
kv̊uli cestě v...y, x; spor
⇒ tok po hranách z vrchol̊u mimo A do A je nulový
⇒ ∑

v∈A
excess(v) ≤ 0. (1)

V́ıme: v ∈ A, přebytek v je kladný
⇒ v A je vrchol se záporným přebytkem, protože podle (1) je
celkový přebytek A záporný
⇒ zdroj je v A: z je jediný vrchol se záporným přebytkem
⇒ z v do zdroje vede cesta z hran s kladnou rezervou, z definice
A. QED
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Lemma 3. Výška vrcholu neńı nikdy větš́ı než 2n.
Dk. Sporem. Předpokládejme, že zdviháme vrchol nad 2n. Po-
tom je ve výšce 2n a má kladný přebytek. Podle lemmy 2 exis-
tuje cesta z v do z skládaj́ıćı se z hran s kladnou rezervou. Cesta
obsahuje nejvýše n − 1 hran, překonáva spád (aspoň) n, proto
obsahuje hranu (x, y), kde h(x) > h(y)+1 a podle lemmy 1 má
tato hrana nulovou rezervu. Spor.

Lemma 4. Počet zvednut́ı v pr̊uběhu celého algoritmu je nejv́ıc
2n2

Dk. Máme n vrchol̊u, každý zdviháme maximálně 2n-krát.
Lemma 5. Počet nasycených převedeńı přebytku je za celý

výpočet nejv́ıc n.m.
Dk. Nech h = (v, w) je hrana. Součet výšek v a w je medzi
0 a 4n. Pokud dojde k nasycenému převedeńı přebytku, potom
rezerva hrany (v, w) klesne na 0 a plat́ı h(v) = h(w) + 1. (Stav
1)
Abychom mohli znova nasyceně převádět, muśı se zvýšit rezer-
va na nenulovou hodnotu, obr. 15. To nastáva pouze v př́ıpadě
převáděńı přebytku opačnou hranou (w, v). Proto h(w) muśıme
zvýšit aspoň o 2 (Stav 2, dojde k převedeńı opačnou hranou) a
následně zvýšit h(v) aspoň o 2. (Stav 3) Mezi dvěma nasycenými
převedeńımi hranou h = (v, w) se zvýš́ı h(v) + h(w) aspoň o 4.
Proto počet nasycených převedeńı hranou h je nejv́ıc n a celkově
je # ≤ n.m. QED
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Obrázek 15: Zvyšováńı při opakovaném nasyceném převedeńı na hraně (v,w)

Lemma 6. Počet nenasycených převedeńı za celý výpočet je
nejv́ıc 2n2 + 2n2.m.
Dk. (pomoćı potenciálu) Označme S součet výšek vrchol̊u, které
maj́ı kladný přebytek, kromě z a s. Po inicializaci je S = 0,
protože jedině zdroj má nenulovou výšku. Na konci výpočtu je
S = 0, protože ”vnitřńı”vrcholy nemaj́ı přebytek.
Zvýšeńı vrcholu zvýš́ı S o 1. Nasycené převedeńı přebytku hra-
nou (u, v) zvýš́ı S nejv́ıc o h(v) ≤ 2n (pokud v přebytek neměl
a u přebytek z̊ustane).
Celkové zvýšeńı S je nejv́ıc 2n2 + 2n.nm. (1)
Nenasycené převedeńı přebytku hranou (u, v) sńıž́ı S aspoň o 1,
protože výšky se neměńı, sč́ıtanec h(u) vypadne a sč́ıtanec h(v)
se př́ıpadně přidá (pokud nebyl v S). Ale h(u) = h(v)+1, proto
se S sńıž́ı.
Celkový počet nenasycených převedeńı je 2n2+2n2m podle (1).
QED

DC: Ve kterých př́ıpadech zvýšeńı a sńıžeńı potenciálu nedo-
sahuje krajńıch hodnot a jaká heuristika z toho plyne?
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Věta 2. Časová složitost Goldbergova algoritmu je O(n2m).
Dk. Z lemmat 4, 5, 6.

Strategie výběru vrcholu: vždy nejvyšš́ı vrchol s přebytkem⇒
# nenasycených převedeńı je ≤ 8n2√m
Na tomto základě je založen nejlepš́ı známý alg. Goldberg,

Tarjan 1996: O(nm log(n2/m)).
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Tř́ıd́ıćı śıtě
Tř́ıd́ıćı śıt’ je obvod, který má n vstup̊u s hodnotami z nějakého

lineárně uspořádaného typu (tj. každé dvě hodnoty jsou porov-
natelné) a n výstup̊u, na kterých jsou vstupńı hodnoty setř́ıděné.
Tento obvod obsahuje jediný typ hradla - komparátor. To je

hradlo se dvěma vstupy x1 a x2 a dvěma výstupy y1 a y2, pro
které plat́ı y1 = min(x1, x2) a y2 = max(x1, x2).

Formálńı definice śıtě:
- K = {K1, K2, ..., Ks} množina komparátor̊u, s je velikost śıtě
- O = {(k, i), 1 ≤ k ≤ s, 1 ≤ i ≤ 2} je množina výstup̊u hradel
(k je č́ıslo komparátoru a i č́ıslo výstupu)
- I = {(k, i), 1 ≤ k ≤ s, 1 ≤ i ≤ 2} je množina vstup̊u
- C = (K, f ) je tř́ıd́ıćı śıt’, kde f : O → I je částečné prosté
zobrazeńı (výstup lze použ́ıt opakovaně)
Podmı́nka acyklicity śıtě:

Požadujeme, aby orientovaný graf G = (K,E), kde (Ku, Kv) ∈
E, pokud existuj́ı i a j takové, že f (u, i) = (v, j), byl acyklický.
Rozděleńı komparátor̊u do hladin:

Definujme L1 = {Ki, Ki má v G vstupńı stupeň 0} (L1 je ne-
prázdná d́ıky acyklicitě)
Nech jsou definovány L1..Ln a L =

n⋃
i=1

Li ⊂ K,L ̸= K. Potom

definujeme Ln+1 = {Ki, Ki má v G \ L vstupńı stupeň 0}.
Počet hladin se nazývá hloubka śıtě a znač́ı d.

Pozn. Śıt’ spoč́ıtá své výstupy v d (paralelńıch) kroćıch.
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Jiná reprezentace śıtě: (jen pro transpozičńı śıtě)
- ”dráty”vedou ze vstupu xi do výstupu yi a jsou nakresleny
jako př́ımky
- jednotlivé komparátory spojuj́ı př́ıslušné (dva) ”dráty”(vodiče)
- každá tř́ıd́ıćı śıt’ jde takto překreslit
- počtu vstup̊u/výstup̊u (tj. #drát̊u) ř́ıkáme š́ı̌rka śıtě

Transpozičńı śıt’K můžeme zapsat jako množinu hradel. Popis
hradla je (j, p1, p2), 1 ≤ j ≤ d, 1 ≤ p1 < p2 ≤ m, kde d je
hloubka a m š́ı̌rka śıtě K.
Př: S4 = {(1, 1, 2), (1, 3, 4), (2, 1, 3), (2, 2, 4), (3, 2, 3)}

Obrázek 16: Tř́ıd́ıćı śıt’ š́ı̌rky 4 (zkonstruovaná použitou metodou sudá–lichá). Data tečou shora dol̊u.

Souvislosti:
- Hradlové śıtě jako hardwarová reprezentace algoritmů.
- Struktura śıtě je daná: výpočty se lǐśı v datech (ne v ř́ızeńı).

Mergesort implementovaný tř́ıd́ıćı śıt́ı.
Chceme setř́ıdit x1..xn, kde n = 2l.
Realizujeme to tř́ıd́ıćı śıt́ı Sn, která je rekurzivně definována

pomoćı dvou tř́ıd́ıćıch śıt́ı Sn/2 a slučovaćı (slévaćı) śıtě Mn/2

š́ı̌rky n. Rekurze konč́ı pro n = 2.
S1 je prázdná śıt’.
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Sn = Sn/2

∪ {(j, n2 + p1,
n
2 + p2)|(j, p1, p2) ∈ Sn/2}

∪ {(k + j, p1, p2)|(j, p1, p2) ∈ Mn/2}, pro k = d(Sn/2)

Obrázek 17: Tř́ıd́ıćı śıt’

Slučovaćı śıt’ Mn slučuje dvě uspořádané posloupnosti polo-
vičńı délky do jedné uspořádané posloupnosti. Konstruuje se
také rekurzivně pro n > 1, rekurze konč́ı pro n = 1.
M1 je 1 hradlo: {(1, 1, 2)}.

Mn = {(j, 2p1 − 1, 2p2 − 1)|(j, p1, p2) ∈ Mn/2}
∪ {(j, 2p1, 2p2)|(j, p1, p2) ∈ Mn/2}
∪ {(k + 1, 2p, 2p + 1)|1 ≤ p ≤ n− 1}, pro k = d(Mn/2)

Liché členy obou setř́ıděných posloupnost́ı jsou vstupem jedné
kopie Mn/2 s výstupy ci a sudé členy jsou vstupem druhé kopie
Mn/2 s výstupy di. Na konci jsou výstupy obou śıt́ı propojeny
jednou hladinou komparátor̊u, (di =)y2i s y2i+1(= ci+1)
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Obrázek 18: Slučovaćı śıt’

Pro vstup plat́ı: a1 ≤ a2 ≤ ... ≤ an a b1 ≤ b2 ≤ ... ≤ bn
Ind. předp.: c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cn a d1 ≤ d2 ≤ ... ≤ dn
Dokážeme, že: y1 ≤ y2 ≤ ... ≤ y2n
Stač́ı dokázat pro neporovnané výstupy: ci ≤ di a di ≤ ci+2

(DC), ostatńı dva př́ıpady (ci ≤ ci+1 a di ≤ di+1) plynou z ind.
předp.
Ukážeme cp ≤ dp pro lib. p, 1 ≤ p ≤ n.

Nech [c1..cp] = [a1..a2i−1, b1..b2(p−i)−1], (multimnožiny)
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proto cp ∈ {a2i−1, b2(p−i)−1}.
Podobne [d1..dp] = [a2..a2j, b2..b2(p−j)],
proto dp ∈ {a2j, b2(p−j)}.
Rozeberme cp = a2i−1.

(1) i ≤ j: cp = a2i−1 ≤ a2i ≤ a2j ≤ dp.
(2) i > j : p− i < p− j ⇒ p− i + 1 ≤ p− j
b2(p−i)+1 neńı v (1) ⇒ b2(p−i)+1 ≥ cp
cp = a2i−1 ≤ b2(p−i)+1 ≤ b2(p−i+1) ≤ b2(p−j) ≤ dp.
V rozebraném př́ıpadě tvrzeńı plat́ı, ostatńı př́ıpady analogicky.

Hloubka a velikost tř́ıd́ıćı śıtě v závislosti na š́ı̌rce n = 2l.
Slučovaćı śıt’ Mn š́ı̌rky 2n:

hloubka z konstrukce: d(Mn) = d(Mn/2) + 1, d(M1) = 1
hloubka explicitně: d(Mn) = log2 n + 1
velikost z konstrukce: s(Mn) = 2s(Mn/2) + (n− 1), s(M1) = 1
velikost explicitně: s(Mn) = n log2(n) + 1
Tř́ıd́ıćı śıt’ Sn š́ı̌rky n:

hloubka z konstrukce: d(Sn) = d(Sn/2) + d(Mn/2), d(S1) = 0
hloubka explicitně: d(Sn) =

1
2 log2 n(log2 n + 1)

velikost z konstrukce: s(Sn) = 2s(Sn/2) + s(Mn/2)
velikost explicitně: s(Sn) =

n
4 log2 n(log2 n− 1) + (n− 1)

Dolńı odhad složitosti tř́ıděńı pomoćı transpozičńıch śıt́ı.
Transpozičńı śıt’ je śıt’ složená pouze z komparátor̊u (libovolně
umı́stěných)
⇒ Tř́ıd́ıćı śıt’ je speciálńı př́ıpad transpozičńı śıtě.
Lemma 1: Každá transpozičńı śıt’ dává pro vstup x1, ..., xn na

výstupu nějakou permutaci π vstupńıch hodnot, tj. na výstupu
je xπ(1), ..xπ(n).
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Dk: Zřejmý: indukćı podle počtu komparátor̊u. Komparátor pro-
hod́ı nebo neprohod́ı své vstupy.
Df: NechC je transpozičńı śıt’ š́ı̌rky n. Permutace π : {1, 2, .., n} →

{1, 2, .., n} je dosažitelná proC, pokud existuje vstupńı posloup-
nost x1..xn taková, že C vydá xπ(1)..xπ(n).
Lemma 2: Nech C je tř́ıd́ıćı śıt’, potom pro C je dosažitelných

všech n! permutaćı.
Dk: Zřejmý, jsme schopni předložit na vstup inverzńı permutaci
utř́ıděné posloupnosti a korektńı śıt’ ji muśı utř́ıdit.
Lemma 3: Nech C je transpozičńı śıt’ š́ı̌rky n a nech p je počet

dosažitelných permutaćı pro C. Potom p ≤ 2s(C).
Důsledek. Pro tř́ıd́ıćı śıt’ C plat́ı n! ≤ 2s(C) a proto C má

velikost s(C) ∈ Ω(n log n) a hloubku d(C) ∈ Ω(log n).
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Aritmetické obvody / śıtě
Implementace aritmetických operaćı pomoćı boolovských hra-

del (And, Or, Not, Xor, Nand, Nor).
Zde: Sč́ıtáńı

(jednobitová) sč́ıtačka: vstup x, y, z; výstup s, c (suma, carry
- tj. přenos)
s = x⊕ y ⊕ z (2x Xor)
c = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) ∨ (y ∧ z) = majority(x, y, z)

Úloha: seč́ıst dvě č́ısla u =
n−1∑
i=0

ui2
i a v =

n−1∑
i=0

vi2
i, kde ui, vi ∈

{0, 1}, do výsledku s = u + v =
n∑

i=0
si2

i, si ∈ {0, 1}
1. řešeńı: sč́ıtáńı s přenosem:

si = ui ⊕ vi ⊕ ci−1 pro i = 0..n− 1
sn = cn−1

kde c−1, c0, ...cn−1 jsou definovány
c−1 = 0
ci = majority(ui, vi, ci−1)

Hloubka obvodu je Θ(n), t.j. paralelńı čas
velikost obvodu Θ(n)
Ćıl: zlepšit hloubku obvodu: Carry-lookahead alg.

idea: vytvoř́ıme stromovou strukturu mı́sto lineárńı
! problém: nemáme včas vstupńı data, konkrétně carry
řešeńı: (! programátorský i teoretický trik)
budeme poč́ıtat mı́sto hodnot s funkcemi
možný pohled: podmı́něný/odložený výpočet, (implicitńı)

rozbor př́ıpad̊u, např. ve funkcionálńım programováńı
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Funkce pro poč́ıtáńı přenosu má 3 možné výstupy
1. generuje ci pokud ui ∧ vi = 1
2. přenáš́ı ci−1 pokud ui ⊕ vi = 1
3. shazuje ci pokud ui = 0 ∧ vi = 0

DC: skládáńı funkćı pomoćı tabulky 3× 3
Formálně zavedeme pomocné proměnné

gi = ui ∧ vi // generuje
pi = ui ⊕ vi // přenáš́ı
Vyjádř́ıme ci a si pomoćı gi a pi:

ci = gi ∨ (pi ∧ ci−1) pro i = 0..n− 1
s0 = p0, si = pi ⊕ ci−1 pro i = 1..n− 1, sn = cn−1

Zavedeme operátor skládáńı ◦ : hodnotám (g1, p1) a (g2, p2)
přǐrazuje
(g1, p1) ◦ (g2, p2) = (g1 ∨ (p1 ∧ g2), p1 ∧ p2)
Splněné gi znamená generováńı carry, splněné pi přenášeńı

carry, nesplněné ani gi, ani pi shozeńı carry.
Lemma: funkce ◦ je asociativńı, tj. ((g1, p1)◦(g2, p2))◦(g3, p3) =

(g1, p1) ◦ ((g2, p2) ◦ (g3, p3)).
Dk:

LS = ((g1, p1) ◦ (g2, p2)) ◦ (g3, p3)
= (g1 ∨ (p1 ∧ g2), p1 ∧ p2) ◦ (g3, p3)
= (g1 ∨ (p1 ∧ g2) ∨ ((p1 ∧ p2) ∧ g3), (p1 ∧ p2) ∧ p3)

= (g1 ∨ (p1 ∧ (g2 ∨ (p2 ∧ g3))), p1 ∧ (p2 ∧ p3))

= (g1, p1) ◦ (g2 ∨ (p2 ∧ g3), p2 ∧ p3)

= (g1, p1) ◦ ((g2, p2) ◦ (g3, p3)) QED.

Pozn. Funkce ◦ neńı komutativńı.
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Lemma 2: Výpočet carry. Pokud zavedeme
(G0, P0) = (g0, p0)
(Gi, Pi) = (gi, pi) ◦ (Gi−1, Pi−1) pro i = 1..n− 1
potom ci = Gi pro i = 0..n− 1
Dk: indukćı: i = 0

c0 = g0 ∨ (p0 ∧ c−1) = g0 ∨ (p0 ∧ 0) = g0 ∨ 0 = g0 = G0

pokud plat́ı lemma pro 0..i− 1, potom pro i máme

(Gi, Pi) = (gi, pi) ◦ (Gi−1, Pi−1)

= (gi, pi) ◦ (ci−1, Pi−1)

= (gi ∨ (pi ∧ ci−1), pi ∧ Pi−1)

= (ci, pi ∧ Pi−1) QED.

Poč́ıtáme ve dvou fáźıch. Výpočty operátorem ◦ uzávorkujeme
do vyváženého stromu, konkrétně výpočet (Gn−1, Pn−1).
Levý a pravý operand každého výskytu ◦ můžeme poč́ıtat

paralelně, protože na sobě nezáviśı. Hloubka stromu, tj. počet
úrovńı je ⌈log2 n⌉. T́ım źıskáme mezivýsledky velikosti 2i, po
i-té úrovni.
Ve druhé fázi spoč́ıtáme všechny ci z mezivýsledk̊u1, v počtu

úrovńı ⌈log2 n⌉, a použijeme je pro určeńı si.
Pokud je n = 2l, pak před i-tým krokem druhé fáze jsou

spoč́ıtány cj pro j = k · 2l−i.
1analogie ”kapitánskemu kroku”
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• Sč́ıtaćı śıt’. Data tečou zdola nahoru, nižš́ı bity vpravo, vyšš́ı
vlevo. Dole mimo śıt’ je preprocesing, který vytvoř́ı funkce. Hradla
pro funkci ◦ slučuj́ı vždy navazuj́ıćı hodnoty. Na konci mimo śıt’

je postprocesing, který použije spoč́ıtané carry.

Obrázek 19: Sč́ıtaćı śıt’ š́ı̌rky 8

Obrázek 20: Slučovaćı hradlo. Poč́ıtá (g1 ∨ (g2 ∧ p1), p1 ∧ p2) z (g1, p1) a (g2, p2)
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Rychlá (Diskrétńı) Fourierova transformace
FFT - Fast Fourier Transform
Motivace: rychlé násobeńı polynomů.
A(x) = ∑n−1

j=0 ajx
j

B(x) =
n−1∑
j=0

bjx
j

C(x) = A(x) ·B(x) = ∑2n−2
j=0 cjx

j, kde cj =
∑j
k=0 akbj−k

A(x), B(x) → C(x) = A(x) ·B(x)
↓FFT ↑FFT−1

bodova repr. bodova repr.
A(x), B(x) → C(x)

př́ımé násobeńı v horńı části: O(n2)
násobeńı po složkách (v bodech) v dolńı části: O(n)

Df. Vektor koeficient̊u c = (c0, c1, ..., c2n−2) je konvoluce vek-
tor̊u a = (a0, a1, ..., an−1) a b = (b0, b1, ..., bn−1).
Vyhodnoceńı polynomu v bodě x0: Hornerovo schéma
A(x0) = a0 + x0.(a1 + x0.(a2 + ... + x0.(an−2 + x0.an−1)...))
Časová složitost vyhodnoceńı A(x0): O(n), pro 2n bod̊u cel-

kem O(n2)
(Násobeńı polynomů pomoćı metody rozděl a panuj:O(nlog2 3)

)
Ale: FFT (a FFT−1) v Θ(n log n)
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- vhodně vybereme body, ve kterých se budou polynomy vy-
hodnocovat: komplexńı odmocniny 1
- využ́ıvame rozděl a panuj

Obrázek 21: Jednotková kružnice a odmocniny z 1

Komplexńı odmocniny 1: ω8 =
8
√
1, ω8

8 = 1

Obrázek 22: Odmocnina ω8 a jej́ı mocniny
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komplexńı n-té odmocniny z 1: kořeny polynomu xn − 1

počet kořen̊u: n, hodnoty e2πi
k
n pro k = 0, . . . , n− 1,

kde eiu = cos(u) + i · sin(u)
Hodnotu ωn = e2π

i
n nazveme základńı (primitivńı) n-tý kořen

1, ostatńı kořeny jsou jeho mocniny. Až n-tá mocnina primi-
tivńıho kořene dá 1, nikoli nižš́ı mocniny.
Pozn. Chceme n = 2l, kv̊uli metodě rozděl a panuj.

Plat́ı:
ωdk
dn = ωk

n : LS = (e2π
i
dn)dk = (e2π

i
n)k = PS

ωn/2
n = ω2 = −1

(ω
k+n

2
n )2 = (ωk

n)
2 : LS = ω2k+n

n = ω2k
n · ωn

n = ω2k
n = (ωk

n)
2 = PS

⇒ druhé mocniny všech n r̊uzných n-tých odmocnin 1 tvoř́ı
(pouze) n

2 r̊uzných n
2 -tých odmocnin 1

⇒ rekurzivně volané podproblémy vyhodnocujme v polovičńım
počtě bod̊u
Pro n ≥ 1 a k ≥ 0, n ̸ |k plat́ı:
∑n−1
j=0 (ω

k
n)

j = 0, LS = (ωkn)
n−1

ωkn−1
= (ωnn)

k−1
ωkn−1

= 1k−1
ωkn−1

= 0 = PS

a pro k, kde n|k: ∑n−1
j=0 (ω

k
n)

j = ∑n−1
j=0 1 = n
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- vyhodnocujeme polynom A(x) = a0 + a1x + a2x
2 + . . . +

an−1x
n−1 v bodech ω0

n, ω
1
n, ω

2
n, . . . , ω

n−1
n

- zápis pomoćı Vandermondovy matice Fn: rozměry n×n, na
mı́stě (i, j) je (ωi

n)
j (tj. i-tý kořen v j-té mocnině), i, j = 0..n−1

(v řádćıch jsou body, tj. r̊uzné kořeny, ve sloupćıch jsou mocniny
0..n− 1)



1 1 1 . . . 1
1 ω1 ω2 . . . ωn−1

1 ω2 ω4 . . . ω2n−2

... ...

1 ωn−1 ω2n−2 . . . ω(n−1)2





a0
a1
a2
...

an−1


=



A(ω0)
A(ω1)
A(ω2)

...
A(ωn−1)



Df: Tato lineárńı transformace vektoru (a0, a1 . . . an−1)
na (A(ω0), A(ω1) . . . A(ωn−1)) se nazývá Diskrétńı Fourierova
Transformace (DFT)
- matice Fn má inverzi (uhádnut́ım, bez motivace, vhledu a

odvozeńı):

(F−1
n )ij =

ω−ij

n , tj. inverzńı matice má (až na koef. 1/n) stejný
tvar jako Fn pro DFT, ale od základńıho kořene ω−1 = ωn−1

T: Fn a F−1
n jsou inverzńı. Dk:

(Fn · F−1
n )ij =

n−1∑
k=0

ωik · ω
−kj

n

=
1

n

n−1∑
k=0

ωk(i−j)

=


1 pro i = j
0 jinak
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Důsl: Inverzńı DFT dokážeme spoč́ıtat ve stejném čase jako
(dopřednou) DFT.
metoda FFT (Rychlá DFT): předpokládáme n = 2l

k polynomuA(x) = a0+a1x+a2x
2+. . .+an−1x

n−1 vytvoř́ıme
dva nové polynomy B(x) a C(x):
B(x) = a0 + a2x + a4x

2 + . . . + an−2x
n/2−1 (sudé koefs.)

C(x) = a1 + a3x + a5x
2 + . . . + an−1x

n/2−1 (liché koefs.)
Plat́ı: A(x) = B(x2) + x · C(x2), (1), proto problém vyhod-

noceńı A(x) v bodech ω0
n, ω

1
n . . . ω

n−1
n se redukuje na

1) vyhodnoceńı polynomů B(x) a C(x) stupně n/2 v bodech
(ω0

n)
2, (ω1

n)
2 . . . (ωn−1

n )2 - pouze n/2 r̊uzných bod̊u
2) výpočet hodnot polynomu A(x) z mezivýsledk̊u podle (1)
Algoritmus: rekurzivńı FFT(a)

01 n :=length(a);
02 if n = 1 then return(a);

03 ωn := e2π
i
n ; ω := 1; – prim. kořen a akum.

05 b := (a0, a2 . . . an−2); – vektor b
06 c := (a1, a3 . . . an−1); – vektor c
07 u := rekurzivńı FFT(b);
08 v := rekurzivńı FFT(c);
09 for k := 0 to n/2− 1 do
10 yk := uk + ω · vk;
11 yk+n/2 := uk − ω · vk; – společné podvýrazy uk a vk
12 ω := ω · ωn; – ω je akt. kořen
13 od
14 return(y);
15 end

50



Zd̊uvodněńı, že vydané y je DFT vstupu a:
- koncový př́ıpad: pro vektor délky 1: vraćıme y0 = a0:

y0 = a0 · ω0
1 = a0 · 1 = a0.

- spoč́ıtańı hodnot v rekurzi: pro k = 0, 1 . . . n/2− 1:
z rekurze máme:
uk = B(ωk

n/2) = B(ω2k
n ) a

vk = C(ωk
n/2) = C(ω2k

n )
- odvod́ıme yk pro k = 0, 1 . . . n/2− 1:

yk = uk + ωk
nvk = B(ω2k

n ) + ωk
nC(ω2k

n ) = A(ωk
n).

- odvod́ıme yk+n/2 pro k = 0, 1 . . . n/2− 1:

yk+n/2 = uk − ωk
nvk − ωk

n = ωk+n/2
n

= uk + ωk+n/2
n vk

= B(ω2k
n ) + ωk+n/2

n C(ω2k
n ) ωn

n = 1
= A(ωk+n/2

n ), QED.
Složitost:

režie: Θ(n) v každém rek. voláńı (kde n je akt. velikost dat)
rekurzivńı vztah: T (n) = 2T (n/2)+Θ(n) ⇒ T (n) = O(n log n).
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Př́ıklad DFT a IDFT:
n=4, x=(1 0 3 2)

(1 0 3 2)
(1 3) (0 2)
1 3 0 2
1 3 0 2
(4 -2) (2 -2) /·(1 i | -1 -i)

(4+2 -2-2i 4-2 -2+2i)
(6 -2-2i 2 -2+2i) DFT
(6 2) (-2-2i -2+2i) zkouška s IDFT
6 2 -2-2i -2+2i
(8 4) (-4 -4i) /·(1 -i | -1 i)

(8-4 4+(-i)(-4i) 8+4 4-(-i)(-4i))
(4 0 12 8) /·1/4=1/n
(1 0 3 2) OK

DC: FFT pro n = 8, x = (abcdadcb) symbolicky, a, b, c, d ∈
R.
nápověda: ω8 = (1 + i)/

√
2 a proto: (1− i)ω8 =

√
2 (obrázek)

Pozn. Řádky Vandermondovy matice kromě i-tého a (n− i)-
tého jsou navzájem (jako vektory) nezávislé.
Existuj́ı a použ́ıvaj́ı se i jiné transformace: kośınová (v Rn), wa-
veletová ...
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Butterfly operace. Data tečou zleva doprava. Každý vstup
použ́ıvá 2x. Druhý (dolńı) vstup se násob́ı př́ıslušnou mocninou
kořene (a primitivńı odmocniny jsou r̊uzné pro r̊uzné úrovně).

Obrázek 23: Butterfly operace.

Śıt’ pro DFT š́ı̌rky 8. Č́ısla určuj́ı mocninu primitivńı odmoc-
niny (př́ıslušné úrovně) použitou v hradle.

Obrázek 24: Śıt’ pro DFT

Převod rekurze na iteraci. (”programátorský trik” z dyn. prog.):
+ menš́ı režie
+ menš́ı pamět’ (vzhledem k tabelaci z DP): použité hodnoty se
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přeṕı̌sou
- složitěǰśı, tj. pracněǰśı (deľśı) program
Idea: přeuspořádáńı vstupńıch koeficient̊u, podle reverzńıho

bitového zápisu
(a0, a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7)

(a0, a2, a4, a6) (a1, a3, a5, a7)
(a0, a4) (a2, a6) (a1, a5) (a3, a7)

a0 a4 a2 a6 a1 a5 a3 a7

Obrázek 25: Přeuspořádáńı koeficient̊u pro nerekurzivńı výpočet

alg: iterativńı FFT(a) – pseudokód
01 n := length(a);
02 for k := 0 to n− 1 do A[revn(k)] := ak; – přeusporádáńı
03 for s := 1 to log n do – pro úrovně
04 for k := 0 to n− 1 step 2s do
05 skombinuj dvě 2s−1-prvkové DFT
06 v A[k..k + 2s−1 − 1] a A[k + 2s−1..k + 2s − 1]
07 do 2s-prvkové DFT v A[k..k + 2s − 1]
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Aplikace FFT
- konvoluce polynomů
- analýza signál̊u, spektrálńı
- zpracováńı obrazu a videa (pomoćı kośınové transformace):
analýza, komprese (JPEG, MPEG), syntéza (v 2D) (B)
- násobeńı dlouhých č́ısel (A)
ad (A): idea: (binárńı dlouhé) č́ıslo rozděĺıme na skupiny k

cifer a chápeme jako hodnotu polynomu v bodě 2k.
Součin č́ısel źıskáme jako hodnotu součinu odpov́ıdaj́ıćıch poly-
nomů v bodě 2k.
- hrubý odhad složitosti: O(n log2 n), je lepš́ı než O(nlog2 3) z
”rozděl a panuj”.
Poč́ıtáńı FFT v zbytkových okruźıchZn: operace +, -, * poč́ıtané

modulo n; pro vhodné n, obvykle prvoč́ıslo. Výhoda: vZn poč́ıtame
beze ztráty přesnosti (a zaokrouhlovaćıch chyb)
např. 28 = 256 ≡ −1 (mod 257)
⇒ 216 ≡ 1 (mod 257)
⇒ 2 = 16

√
1 v Z257 , tj. 2 je primitivńı ω16 v Z257

ad (B): Kośınová transformace pro n/2+ 1 bod̊u: lze spoč́ıtat
pomoćı FFT na n bodech.
Necht’ a = (a0, a1, ..., an−1). Označme c∗ komplexně sdružené
č́ıslo: re(c)− im(c).
Pokud ai = an−i

∗ a a0, an/2 ∈ R, potom DFT(a) ∈ Rn (a
naopak). (Př. n = 8: (a, b, c, d, e, d∗, c∗, b∗))
Zd̊uvodněńı: imaginárńı složky ”združených” řádk̊u i a n− i se
při sč́ıtáńı vyruš́ı (ve stejných mocninách)
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Převoditelnost problémů, tř́ıdy P, NP a NPÚ
Motivace: Kromě složitosti konkrétńıch algoritmů nás zaj́ımá

složitost problém̊u v̊uči určité tř́ıdě algoritmů. (Např. rozlǐsujeme
sekvenčńı výpočet a paralelńı výpočet.)
Zde rozlǐsujeme: deterministický a nedeterministický algorit-

mus

Odhad složitosti problému:
horńı odhad s.p. je složitost nejlepš́ıho algoritmu (z dané tř́ıdy

alg.), který problém řeš́ı.
dolńı odhad s.p. je odvozený z nějakých typických vlastnost́ı

zadáńı problému. (viz. dolńı odhad tř́ıděńıO(n log n), př. hledáńı
dosažitelných vrchol̊u: O(n2) - počet hran)

Rozhodovaćı problém: odpověd’ alg. je ANO/NE. Např.
1) Lze graf G obarvit k barvami?
2) Existuje v grafu G klika velikosti aspoň k?
3) Existuje vG řešeńı pro obchodńıho cestuj́ıćıcho menš́ı/rovno

než p (práh). (Optimalizačńı problém ”přeformulovaný”na roz-
hodovaćı)
4) (SAT) Je formule φ výrokové logiky v CNF splnitelná? Tj.

existuje ohodnoceńı výr. prom. z φ, při kterém je φ pravdivá.
Def: Instance je konkrétńı zadáńı problému.
Př: Instance pro 1) je nějaká dvojice (G, k), pro 4) formule φ.

Nedeterministický algoritmus (pro rozhodovaćı problémy): Al-
goritmus může vykonat nedeterministické kroky. Pokud aspoň
jedna z větv́ı odpov́ı ANO, celý nedet. algoritmus odpov́ı ANO.
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Př. ad 2) Alg. si nedeterministicky vybere k r̊uzných vrchol̊u
a ověř́ı (v čase O(k2)), že tvoř́ı kliku. (Ale: Pro pevné k je
deterministický alg. polynomiálńı: k vnořených for-cykl̊u.)

Tř́ıdy problémů P, NP, NP-úplné
Tř́ıda P (nebo PTIME): tř́ıda (rozhodovaćıch) problémů řeši-

telných sekvenčńımi deterministickými algoritmy v polynomiálńım
čase (tj. časová složitost je O(nk) - jsou efektivně řešitelné).

Tř́ıda NP (nebo NPTIME): tř́ıda (rozhodovaćıch) problémů
řešitelných sekvenčńımi nedeterministickými algoritmy v poly-
nomiálńım čase.

Tř́ıda NP-úplných problémů (NPÚ, NP-complete): Problém
A je NPÚ, pokud 1) je z NP a 2) je NP-těžký, tj. každý problém
z NP je na A polynomiálně převeditelný.

Důsl.:
1) Problémy z NPÚ jsou nejtěžš́ı problémy v NP (!),
2) NP-úplné problémy jsou navzájem polynomiálně převoditelné
3) NPÚ ⊆ NP
4) P ⊆ NP , ale nev́ı se, zda P = NP , tj. zda problémy z NP

jsou polynomiálně deterministicky řešitelné. (Považuje se to za
nepravděpodobné.)

! Ve tř́ıdě NP jsou problémy, které je možné ověřit v poly-
nomiálńım čase. Tj. pokud někdo tvrd́ı, že x je řešeńı instan-
ce problému (tzv. svědek ), jsme to schopni v polynomiálńım
čase oveřit (odpadá nedeterminizmus, protože testujeme jedno
řešeńı).
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Pozn.: Svědka máme pouze pro instance s odpověd́ı ANO, tj.
situace je vzhledem k ANO a NE nesymetrická.
Prvńı NP-úplný problém źıskáme z definice (na konkrétńım te-

oretickém modelu výpočtu: Turing̊uv stroj, RAM stroj) - přednáška
ze Složitosti.
Daľśı NP-úplné problémy: polynomiálńım převodem z již známých

NPÚ problémů. (Pomoćı Pznamy ≤p Pnovy pro Pnovy ∈ NP )

Pozn.: Sekvenčńı simulace nedeterministického výpočtu je možná
(např. backtrackingem), ale větve/možnosti se procházej́ı sek-
venčně a jejich čas zpracováńı se sč́ıtá.

Polynomiálńı a nepolynomiálńı složitost. (opakováńı)
Pokud si kouṕıme 1000× rychleǰśı poč́ıtač, pak u algoritmu

složitosti O(n3) můžeme ve stejném čase zpracovat data 10×
větš́ı ( 3

√
1000 = 10) než předt́ım. V obecnosti několikanásobně

větš́ı.
U algoritmu exponenciálńı složitosti O(2n) můžeme zpracovat

data o log2 1000 ≈ 10 větš́ı. V obecnosti k velikosti vstupńıch
dat přič́ıtáme konstantu.

Reklamńı vložka: constraint programming - programováńı s
omezuj́ıćımi podmı́nkami: Zadám obory hodnot proměnných (kli-
ka: k proměných pro vrcholy G) a podmı́nky na proměnné (kli-
ka: k vybraných vrchol̊u tvoř́ı úplný graf; a hrany grafu G jako
podmı́nky na hodnoty proměnných v relaci). Potom chytré a
optimalizované2 algoritmy hledaj́ı možné řešeńı (př́ıpadně op-
timálńı řešeńı pro optimalizačńı úlohy).

2Efektivńı, ve smyslu optimalizované, ne v dř́ıve použitém smyslu polynomiálńı
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Převoditelnost, formálně.
Problém P je transformace vstupńıch dat (nad abecedou Σ)

na výstupńı data (nad Θ).
fP : Σ∗ → Θ∗

Př. Násobeńı: Σ = {0, 1, ∗}, Θ = {0, 1}

Def. Nech f1 : Σ∗
1 → Θ∗

1, resp. f2 : Σ∗
2 → Θ∗

2 je formalizace
P1, resp. P2. Problém P1 je převoditelný na problém P2, ṕı̌seme
P1 ≤ P2, pokud existuje g : Σ∗

1 → Σ∗
2 a h : Θ∗

2 → Θ∗
1 (!) tak, že

∀x ∈ Σ∗
1 : f1(x) = h(f2(g(x))).

Pozn. Definice je obecná, na funkce g a h můžeme (a budeme)
klást daľśı podmı́nky.
Př. P ≤ P . (g a h jsou identity)
Př. Problém hledáńı kostry je převeditelný na problém hledáńı

minimálńı kostry.

Omeźıme se na rozhodovaćı problémy: P je formalizován funkćı
f : Σ∗ → {ANO,NE}
Pokud f považujeme za charakteristickou funkci χP , potom pro-
blém P ⊆ Σ∗. (Pro syntakticky nesprávné vstupy je odpověd’

NE.)
Pro rozhodovaćı problémy: P1 ≤ P2, pokud existuje g(x), tž.

x je řešeńı P1, právě když g(x) je řešeńı P2.
Odpověd’ pro P1 na x źıskáme složeńım g a odpovědi P2 na

g(x). Tj. χP1(x) = χP2(g(x)), a taky x ∈ P1 ≡ g(x) ∈ P2

Pozn. Funkce g je z celé Σ∗
1 do části Σ∗

2. Pro druhý směr
převodu - P2 ≤ P1 - obvykle potřebujeme jinou funkci.
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Polynomiálńı převoditelnost
P1 ≤p P2 : P1 je polynomiálně převoditelný na P2, pokud P1

je převoditelný na P2 a g(x) má polynomiálńı složitost.
Důsl.: Nech P1 ≤p P2.
a) Pokud pro P1 neexistuje polynomiálńı algoritmus, potom

neexistuje ani pro P2. (Dk: Sporem.)
b) Pokud pro P2 existuje polynomiálńı algoritmus, potom exis-

tuje i pro P1.
c) Relace ≤p je tranzitivńı. Z toho:

d) Pokud P1 je NPÚ a P2 je z NP, pak P2 je NPÚ.

Pozn.: Připomı́nám, že velikost vstup̊u měř́ıme v bitech. Např.
testováńı prvoč́ıselnosti n procházeńım do odmocniny je polyno-
miálńı v̊uči n, ale exponenciálńı v̊uči délce bitového zápisu n.

Ukážeme, že problém Splnitelnosti formuĺı výrokové logiky v
konjunktivńı normálńı formě (SAT) je polynomiálně převoditelný
na problém Kliky (CLIQUE).

Problém SAT: SATisfiability - Splnitelnost.
Syntax (zápis): Formule výrokové logiky jsou:

1. xi, tj. atomické formule

2. (A).(B)

3. (A) + (B)

4. (A)

pro formule A, B.
Konvence: Nadbytečné závorky můžeme vypustit.
Př. (x1) + ((x2).(x3)) zkrát́ıme na x1 + (x2.x3)
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Sémantika (význam):
Pravdivostńı ohodnoceńı v: výrokové proměnné → {True, Fal-
se}.
Pravdivostńı funkce ϕv: formule → {True, False}.
Funkce ϕv je definovaná rekurzivńı indukćı podle struktury

(zápisu) formule:

1. ϕv(xi) = v(xi)

2. ϕv(A.B) = ϕv(A) ∧ ϕv(B)

3. ϕv(A +B) = ϕv(A) ∨ ϕv(B)

4. ϕv(A) = ¬ϕv(A)

FormuleA je splnitelná, pokud existuje ϕv, tž. ϕv(A) = True.
Př. (x1.x1) je nesplnitelná
Př. (x1 + x2).(x2 + x3).(x3 + x1) je splnitelná, pro v(x1) =

v(x2) = v(x3) = T
Pozn.: ! Rozlǐsujte:

znaky . + x jsou formálńı zápisy
∨,∧,¬ jsou boolovské funkce

Testováńı splnitelnosti:
pro m proměnných, 2m pravdivostńıch ohodnoceńı.
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Konjunktivńı normálńı forma (KNF):
A je zápis F1.F2 . . . Fp, kde
Fi je zápis Li,1 + Li,2 + . . . + Li,qi – klauzule
Li,j je ve tvaru xk anebo xk – literál
Pro zápis KNF uvažujeme, že nejvyšš́ı prioritu má negace, pak

disjunkce a nejnižš́ı konjunkce. Následně nepotřebujeme závorky.
Proměnné č́ıslujeme binárně: x1011 .
Problém P1 (SAT): {zápis(A) | A je splnitelná a A je v KNF}.

Problém kliky. Graf G = (V,E), k-klika je úplný podgraf G
na k vrcholech.
Problém P2 (KLIKA): {zápis(G,k) | v grafu G existuje k-

klika}.

Tvrzeńı: SAT ∈ NP a KLIKA ∈ NP .
Dk.: Př́ımočaře: Návrhem nějakého sekvenčńıho nedeterminis-
tického polynomiálńıho algoritmu.
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Převod SAT (P1) na KLIKA (P2)
Konstrukce: Mějme formuli A ve tvaru:

A je F1.F2 . . . Fp, kde
Fi je Li,1 + Li,2 + . . . + Li,qi – klauzule
Li,j je ve tvaru xk anebo xk – literál

Vytvoř́ıme vrcholy: V = {⟨i, j⟩|1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ qi}.
Vrcholy odpov́ıdaj́ı literál̊um Li,j.

Hrany: (⟨i1, j1⟩, ⟨i2, j2⟩) ∈ E iff
i1 ̸= i2 ∧ Li1,j1 a Li2,j2 nejsou vzájemnou negaćı (tj. mohou být
současně pravdivé).
Problém P2 je ((V,E), p), tj. velikost hledané kliky je p.

Chceme: 1) Důkaz, že odpověd’ ANO se zachováva. 2) Převod
je polynomiálńı: lehké, např. O(n4).

Tvrzeńı: A je splnitelná iff v grafu (V,E) existuje p-klika.

Dk: "=>": Pro pravdivé ohodnoceńı, v každé klauzuli je prav-
divý aspoň jeden literál Li,j. Potom odpov́ıdaj́ıćı vrchol ⟨i, j⟩
patř́ı do p-kliky, protože dva takové vrcholy jsou spojeny hra-
nou a vrchol̊u je celkem p.

"<=": p-klika urč́ı ohodnoceńı některých literál̊u (tj. proměnných
v nich). Ohodnoceńı je konzistentńı, protože pokud se nějaké
proměnné přǐrazuje hodnota opakovaně, tak vždy stejná. Formu-
le je při zkonstruovaném ohodnoceńı pravdivá, protože v každé
klauzuli byl vybrán a je splněn aspoň jeden literál. Zbylé (ne-
určené) proměnné můžeme ohodnotit libovolně.
Důsl.: Pokud je SAT ∈ NPÚ, potom KLIKA ∈ NPÚ.
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Prvńı NP-úplný problém potřebujeme źıskat př́ımo z definice.
(Cookova věta: SAT je NP-úplný. Použ́ıvá se i problém kach-
ličkováńı.) Idea: Poṕı̌seme podmı́nky (ve formě CNF pro SAT,
nebo pro kachličkováńı) na správnou simulaci Turingova stroje
a jejich splněńı znamená úspěšný výpočet a teda odpověd’ ANO
pro danou instanci. Podmı́nky zahrnuj́ı okrajové podmı́nky (na
vstupu je daná instance a na výstupu je ANO) a podmı́nky na
správnost simulace jednotlivých krok̊u, které jsou lokálńı.
Daľśı NPÚ problémy:
Barveńı: Pro daný graf G = (V,E) a č́ıslo k ∈ N , existuje

obarveńı G pomoćı (nejvýše) k barev? (Obarveńı je zobrazeńı
c : V → C, tž. ∀(u, v) ∈ E je c(u) ̸= c(v), tj. sousedńı vrcholy
jsou obarveny r̊uzně. Počet barev je |C|.) (Taky NPÚ: barveńı
grafu 3 barvami, tj. pro pevné k = 3.)
3-SAT: jako SAT, ale každá klauzule má nejvýše 3 literály.

(Pro převod ”z”problému chceme co nejomezeněǰśı zadáńı.)
Autotest: Plat́ı SAT ≤p 3-SAT a 3-SAT ≤p SAT. Který převod
je triviálńı?
HAM: Existuje v daném (neorientovaném neohodnoceném)

grafuGHamiltonovská kružnice, tj. kružnice procházej́ıćı všechny
vrcholy?
TSP (Traveling Salesman Problem), Problém obchodńıho ces-

tuj́ıćıho (POC): Naj́ıt kružnici kratš́ı než k přes všechny vrcholy
v ohodnoceném grafu G.
Pozn.: Obvykle se mı́sto rozhodovaćıho problému TSP řeš́ı opti-
malizačńı formulace, tj. najděte nejkratš́ı hamiltonovskou kružnici
v G.
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Nezávislá množina: Pro daný graf G a č́ıslo k, obsahuje G k
navzájem izolovaných vrchol̊u?
Autotest: Převed’te Nezávislou množinu z a na problém KLIKA.
Vrcholové pokryt́ı: Existuje pro dané k a G = (V,E) množina

vrchol̊u S ⊆ V , |S| ≤ k, tž. každá hrana má aspoň jeden vrchol
v S (tj. (∀E)S ∩ E ̸= ∅)?
Problém batohu: Pro danou množinu S předmět̊u, celoč́ıselnou

váhovou funkci w : S → N , ziskovou funkci b : S → N , limitńı
váhu W ∈ N a požadovaný zisk B ∈ N určete, zda existu-
je podmnožina S ′ ⊆ S, tž. ∑

x∈S
w(x) ≤ W ∧ ∑

x∈S
b(x) ≥ B.

(Použ́ıvaj́ı se i jiné formulace, i optimalizačńı.)
Pozn. Algoritmus pomoćı dynamického programováńı je poly-
nomiálńı k hodnotě B (časově i pamět’ově, tj. k unárńı repre-
zentaci B), ne k počtu bit̊u B (a xi).

Suma podmnožiny: Pro danou množinu S č́ısel z N a č́ıslo B,
existuje podmnožina S ′ ⊆ S, tž. ∑

x∈S′
x = B?

Rozděleńı: Pro danou množinu S č́ısel z N , existuje podm-
nožina S ′ ⊆ S, tž. ∑

x∈S′
x = ∑

x∈S\S′
x?

Plat́ı: Rozděleńı ≤p Suma podmnožiny.
Idea: Voĺıme B = 1

2
∑

x∈S
x. (Instantńı autotest: Co když ∑

x∈S
je

liché?)
Plat́ı: Suma podmnožiny ≤p Rozděleńı.

Idea: Nech M = ∑
x∈S x. Přidáme prvky Z −B a Z − (M −B)

pro velké Z, např. Z = 2M .
DC: Najděte jiný převod.

Cvičeńı:
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DC 1: Pro 2-SAT navrhněte polynomiálńı algoritmus.
DC 2: Dokažte: SAT ≤p 3-SAT.
DC 3: Pro splnitelnost formule v Disjunktivńı NF navrhněte

polynomiálńı alg.
DC 4: Co můžete ř́ıct o převodu CNF na DNF, ve světle mi-

nulého př́ıkladu a znalost́ı o SAT?
DC 5: Barveńı grafu 2 barvami je polynomiálńı. Dokažte. (Tj.

jiná formulace: Je graf bipartitńı?)
DC 6: Převést HAM na SAT.
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Závěrečné poznámky: Co s t́ım?
- převoditelnost se použ́ıvá k dolńımu odhadu složitosti pro-

blémů (ale: pro polynomiálńı algoritmy je polynomiálńı převoditelnost
”hrubá”)
- složitost, se kterou pracujeme, je složitost v nejhorš́ım př́ıpadě.

Očekávaná složitost (složitost v pr̊uměrném př́ıpadě) algoritmu
může být polynomiálńı.
- instance je ”malá”a př́ımočarý prohledávaćı algoritmus najde

řešeńı (na dostupném hardwaru)
- algoritmy pro speciálńı data (např. rovinné grafy vs.obecné)
- algoritmy pro přibližné řešeńı
- algoritmy pro pravděpodobnost́ı řešeńı
-- trade-off (u pravděp. alg.): rychlost za kvalitu/správnost
- heuristiky (obecné i doménové) a metastrategie (např. re-

start, lokálńı vylepšováńı, neúplné prohledáváńı, ...)
- anytime algoritmy (typicky pro optimalizaci): Lze kdykoli

prerušit (po nějaké minimálńı době běhu); č́ım déle poč́ıtá, t́ım
lepš́ı výsledky poskytne. Např. prohledáváme stavový prostor
řešeńı od nejslibněǰśıch část́ı.
- aplikace (Faktorizace č́ısla): kryptografie (metoda RSA)

- úlohy z praxe jsou někdy strukturovány a tuto strukturu lze
využ́ıt (vs. náhodná testovaćı data)
-- fázový přechod: u 3-SAT jsou (náhodné) problémy s málo

klauzulemi anebo s mnoha klauzulemi obvykle lehce rozhodnu-
telné. Těžké př́ıpady jsou typicky okolo určitého poměru počtu
proměnných k počtu klauzuĺı. (Zd̊uvodněńı.)
- SAT solvery: univerzálńı reprezentace v CNF, použitelná pro
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r̊uzné problémy. Následně: pokrok v technologii solver̊u je široce
použitelný. (A ”programováńı”v CNF je podobné jako: hradlové
śıtě, výroková logika.)
Př. reprezentace: xa,h,t pokud (doménová) proměnná a má hod-
notu h v čase t.
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Aproximačńı algoritmy
Pro NP-úplné problémy chceme v polynomiálńım čase ”aspoň”

přibližné řešeńı, ale dostatečně přesné.
Předpokládejme, že pracujeme na optimalizačńıch problémech,

kde každé řešeńı má kladnou cenu a chceme naj́ıt skoro optimálńı
řešeńı (maximum anebo minimum).
Př:

- naj́ıt maximálńı kliku
- naj́ıt obarveńı s minimálńım počtem barev
- naj́ıt nejkratš́ı cestu pro obchodńıho cestuj́ıćıho
- naj́ıt největš́ı součet podmnožiny nepřevyšuj́ıćı dané b

Df. Poměrová chyba. Nech C∗ je (neznámá) cena optimálńıho
řešeńı. Aproximačńı algoritmus pro problém má poměrovou chy-
bu ρ(n), pokud pro každý vstup velikosti n cena C řešeńı vy-
daného aproximačńım algoritmem splňuje max( C

C∗ ,
C∗

C ) ≤ ρ(n)
Df. Analogicky, algoritmus má relativńı chybu ϵ(n), pokud

|C−C∗|
|C∗| ≤ ϵ(n)

Plat́ı: ϵ(n) ≤ ρ(n) − 1, pro maximalizačńı problémy ϵ(n) =
(ρ(n)− 1)/ρ(n).
Pokud je chyba algoritmu pevná, tj. nezávislá na n, ṕı̌seme ρ

a ϵ.
- Idea: Chceme aproximačńı algoritmy, které dosahuj́ı postupně

menš́ı poměrovou (anebo relativńı) chybu při použit́ı v́ıce času.
(Uživatel si urč́ı požadovanou přesnost vs. anytime algoritmy)

69



Df. Aproximačńı schéma pro optimalizačńı problém je apro-
ximačńı algoritmus, který dostáva instanci problému a ϵ > 0, a
pro každé pevné ϵ algoritmus poč́ıtá s relativńı chybou ϵ. Apro-
ximačńı schéma je polynomiálńı, pokud pro pevné ϵ > 0 algo-
ritmus bež́ı v polynomiálńım čase vzhledem k velikosti vstupu
n.
Df. Aproximačńı schéma je úplně polynomiálńı, pokud je

časová složitost polynomiálńı v 1/ϵ a n, kde n je velikost vstupu
a ϵ je relativńı chyba.

Ukážeme si:
- aproximačńı algoritmus pro vrcholové pokryt́ı s poměrovou chy-
bou 2
- aproximačńı algoritmus pro problém obchodńıho cestuj́ıćıho s
trojúhelńıkovou nerovnost́ı s poměrovou chybou 2 (opak.)
- neexistenci polynomiálńıho aproximačńıho algoritmu pro obecný
problém obchodńıho cestuj́ıćıho (bez trojúhelńıkové nerovnosti)
- (úplné) polynomiálńı aproximačńı schéma pro problém součtu
podmnožiny
Př. Schéma polynomiálńıch algoritmů, které pro pevné k řeš́ı

problém k-kliky na daném grafu G.
- Generuj k vložených cykl̊u přes vrcholy, ve vnitřńım otestuj,
zda jsou vrcholy r̊uzné a tvoř́ı k-kliku. (neoptimalizované)
- Pro pevné k je algoritmus polynomiálńı (O(nk)), ale obecně
pro parametrem dané k je úloha NP-úplná.

70



Df. Vrcholové pokryt́ı grafu G = (V,E) je podmnožina V ′ ⊆
V taková, že pro každou hranu (u, v) ∈ E plat́ı {u, v}∩V ′ ̸= ∅
(tj. u ∈ V ′ anebo v ∈ V ′). Velikost vrcholového pokryt́ı je |V ′|.
Problém vrcholového pokryt́ı je naj́ıt pro daný neorientovaný

graf vrcholové pokryt́ı minimálńı velikosti. (!)
T. Problém vrcholového pokryt́ı je NP-úplný.
Aproximačńı algoritmus pro vrcholové pokryt́ı s poměrovou

chybou 2.
vstup: G = (V,E)
1 C := ∅
2 E ′ := E
3 while E ′ ̸= ∅ do
4 zvol lib. hranu (u, v) ∈ E ′

5 C := C ∪ {u, v} ; přidáme oba vrcholy hrany
6 vypust’ z E ′ všechny hrany incidentńı s u anebo s v
7 od
8 return(C)

- C je vrcholové pokryt́ı, protože každá hrana E je pokrytá
- chceme ukázat, že algoritmus má poměrovou chybu 2:
uvažujme všechny hrany zvolené na řádku 4, označ́ıme jako A ⊆
E. Žádné dvě hrany A nesd́ılej́ı vrchol, protože hrany incidentńı
s vybranou hranou jsou vypuštěny na ř. 6.
Z toho plyne, že |C| = 2|A|. Aby jsme pokryly hrany |A|, potom
každé vrcholové pokryt́ı, včetně optimálńıho pokryt́ı C∗, muśı
zahrnout aspoň jeden vrchol každé hrany A. Protože hrany A
nesd́ılej́ı vrcholy, plat́ı |A| ≤ |C∗| a odtud |C| ≤ 2|C∗| QED.
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DC: Hladový algoritmus (jako heuristika) vyb́ıraj́ıćı vrchol
s největš́ım stupněm (k nepokrytému zbytku grafu) nezaruč́ı
poměrovou chybu 2.

Problém obchodńıho cestuj́ıćıho (POC)
Je daný neorientovaný grafG = (V,E) a nezáporná celoč́ıselná

cena c(u, v) pro každou hranu (u, v) ∈ E. Hledáme hamiltonov-
ský cyklus s nejmenš́ı cenou.
Trojúhelńıková nerovnost: funkce c splňuje trojúhelńıkovou

nerovnost, pokud pro každé vrcholy u, v, w ∈ V plat́ı c(u,w) ≤
c(u, v) + c(v, w).
Algoritmus přibližného řešeńı problému obchodńıho cestuj́ıćıho

s trojúhelńıkovou nerovnost́ı v polynomiálńım čase s poměrovou
chybou 2:
1 zvoĺıme vrchol r ∈ V
2 najdeme minimálńı kostru v G s cenou C
3 nech L je seznam vrchol̊u v pořad́ı preorder při procházeńı
kostry z vrcholu r
4 return(hamiltonovský cyklusH , který procháźı vrcholy v pořad́ı
daném L)

Idea dk: ... |x| označuje cenu x
- nějaká kostra K je obsažena v H∗, proto |K∗| ≤ |K| ≤ |H∗|
- úplná cesta se zaznamenáváńım vrchol̊u v pre- i post-order je
2-krát deľśı jako ”nosná” kostra: |Hup| ≤ 2|K∗|
- vypouštěńım vrchol̊u z úplné cesty cenu cesty zmenšujeme,
protože plat́ı trojúhelńıková nerovnost: |H| ≤ |Hup|
- souhrnem: |H| ≤ |Hup| ≤ 2|K∗| ≤ 2|H∗|
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Pozn. Źıskaná kružnice je horńı odhad optima, který můžeme
(heuristicky) vylepšovat lokálně: odstraněńı kř́ıžeńı, přeuspořádáńı
k-tic vrchol̊u ...
Trojúhelńıková nerovnost je podstatná:
V: Pokud P ̸= NP a ρ ≥ 1, potom neexistuje polynomiálńı

aproximačńı algoritmus pro problém obchodńıho cestuj́ıćıho s
poměrovou chybou ρ.
Dk: Sporem. Ukážeme, že pokud existuje algoritmus A z věty,

potom se dá použ́ıt na polynomiálńı řešeńı problému hamilto-
novské kružnice, který je NPÚ.
NechG = (V,E) je instanćı problému hamiltonovské kružnice.

Transformujeme G na instanci POC takto: G′ = (V,E ′) je
úplný graf na V , tj. E ′ = {(u, v)|u, v ∈ V ∧ u ̸= v}, kde

c(u, v) =


1 pokud (u, v) ∈ E
ρ · |V | + 1 jinak

- vytvořeńı G′ a c je polynomiálńı v |V | a |E|.
Uvažujme o instanci POC (G′, c). Pokud p̊uvodńıGmá hamilto-
novský cyklus H , potom všechny hrany H maj́ı cenu 1 a (G′, c)
obsahuje cyklus ceny |V |. Pokud G nemá hamiltonovský cyklus,
potom každý cyklus v G′ obsahuje hranu mimo E a cena cyklu
bude aspoň (ρ · |V | + 1) + (|V | − 1) > ρ · |V |.
Protože hrany mimo E jsou drahé, je veliký rozd́ıl mezi cenou

hamiltonovského cyklu vG (cena |V |) a libovolného jiného cyklu
(cena aspoň ρ · |V |)
Aproximačńı algoritmus Amuśı vrátit (v polynomiálńım čase)

hamiltonovský cyklus, pokud vG existuje, protože při požadované
chybě ρ nemá jinou možnost.
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Pokud hamiltonovský cyklus neexistuje, algoritmus vráti cyk-
lus ceny aspoň ρ·|V |. Teda, pomoćıA jsme polynomiálně vyřešili
problém hamiltonovské kružnice. Spor. QED.

Úplné polynomiálńı aproximačńı schéma pro součet
podmnožiny
Problém: (S, t), kde S je {a1, a2..an}, množina kladných při-

rozených č́ısel a t je kladné přirozené č́ıslo.
Rozhodovaćı verze: ex. podmnožina S ′ ⊆ S, tž. ∑

ai∈S′ ai = t.
Optimalizačńı verze: hledáme podmnožinu S ′ ⊆ S, které součet

je co největš́ı, ale nepřevyšuj́ıćı t.

Značeńı: S.+ .x = {s+ x, s ∈ S} pro množinu S i seznam S
Algoritmus: SoučetPodmnožinyPřesně(S,t)

1 n := |S|;
2 L0 := ⟨0⟩ // seznamy
3 for i := 1 to n do
4 Li := mergeList(Li−1, Li−1. + .ai)
5 vypust’ z Li všechny prvky větš́ı než t
6 return(maximum z Ln)

Procedura mergeList slouč́ı uspořádané seznamy do uspořádaného
seznamu
- délka Li je až 2

i, tj. alg. je exponenciálńı (v obecnosti)
Aproximačńı schéma:

idea: každý seznam Li po vytvořeńı ”zkrát́ıme”. Použ́ıváme pa-
rametr δ, 0 < δ < 1. Zkrátit seznam L znamená vypustit co
nejv́ıc prvk̊u z L tak, že pro každý vypuštěný prvek y z̊ustal v
seznamu L prvek z ≤ y takový, že y−z

y ≤ δ, tj. (1−δ)y ≤ z ≤ y.
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Prvek z je reprezentant y s ”dostatečně malou chybou”a muśı
být, kv̊uli správnosti, menš́ı než y.
Algoritmus: součetPodmnožinyAprox(S,t, ϵ)
1 n := |S|
2 L0 := ⟨0⟩
3 for i := 1 to n do
4 Li := mergeList(Li−1, Li−1. + .ai)
5 Li := zkrat’ (Li, ϵ/n)
6 odstraň z Li všechny prvky větš́ı než t
7 nech z je největš́ı hodnota v Ln

8 return z

- prvky Li jsou součty podmnožin
- chceme: C∗(1− ϵ) ≤ C pro cenu C nalezeného a C∗ optimálńı
řešeńı.
- v každém kroku zavád́ıme chybu ϵ/n, indukćı podle i lze dokázat,
že pro každý prvek y∗ ≤ t z nezkrácené verze existuje z ∈ Li,
tž. (1 − ϵ/n)ny∗ ≤ z ≤ y∗, protože 1 − ϵ ≤ (1 − ϵ/n)n ⇒
(1− ϵ)y∗ ≤ z
- nav́ıc, z se nezahod́ı v kroku 6, protože z ≤ y∗ ≤ t
- schéma je úplně polynomiálńı:
Idea: relativńı chyba ϵ/n rozsah 1..t rozděĺı na polynomiálńı
počet úsek̊u, v každém je ≤ 2 reprezentant̊u.
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Pravděpodobnostńı algoritmy. Test prvoč́ıselnosti.
Pravděpodobnost́ı alg. dělá (na rozd́ıl od deterministického

alg.) náhodné kroky, typicky využ́ıvá náhodný anebo (kv̊uli opa-
kovatelnosti) pseudonáhodný generátor.
Dva výpočty pravděpodobnost́ıho alg. na stejných datech maj́ı
(obvykle) r̊uzný pr̊uběh.
Zde zmı́ńıme pravd. alg. typu Las Vegas a typu Monte Carlo.

Alg. typu Las Vegas.
Vždy dávaj́ı správný výsledek, náhodnost ovlivňuje (pouze) do-
bu běhu.

Př́ıklad: Randomizace Quicksortu (při výběru pivota).
Výhody:
1) dává dobrý pr̊uměrný čas (tj. O(n log n)) pro všechny data
- žádný vstup neńı apriori špatný (pro každý deterministický
výběr pivota existuj́ı apriori špatné vstupy)
2) lze spustit paralelně v několika kopíıch a výsledek vźıt z kopie,
která skonč́ı nejdř́ıv (pro deterministickou verzi nemá takový
postup smysl)

Alg. typu Monte Carlo.
Náhodnost ovlivňuje dobu běhu i správnost výsledku: Alg. může
udělat chybu, ale pouze jednostranně (u odpověd́ı ANO/NE) a
s omezenou pravděpodobnost́ı.
Č́ım déle běž́ı, t́ım přesněǰśı výsledky dává.
Př́ıklad: Rabin-Miller̊uv algoritmus na testováńı prvoč́ıselnosti.
Úloha: pro zadané přirozené č́ıslo n (rychle) rozhodnout, zda

je n prvoč́ıslo.
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Aplikace: např. pro RSA potřebujeme (nová, velká) prvoč́ısla.
(Hustota prvoč́ısel, ...)
Věta (malá Fermatova): Pro prvoč́ıslo p a č́ıslo a, a < p,

které jsou vzájemně nesoudělné, plat́ı ap−1 ≡ 1 (mod p).
Použit́ı F.V.: testováńı prvoč́ıselnosti.

Idea: Pokud pro nějaké č́ıslo a neńı splněn závěr F.V., pak p
neńı prvoč́ıslo (určitě!). Č́ıslo a je svědek složenosti p.
Tvrzeńı F.V. v opačném směru plat́ı často, ale ne vždy. (Např.

pro pevné a = 2, často plat́ı: Pokud je

a(n−1) ≡ 1 (mod n) (A)

, pak n je prvoč́ıslo. Nejmenš́ı ”falešně pozitivńı”n je 341.)

Problém 1: nemáme kvantitativńı odhad, jak často test selže.
Problém 2: pro některá (složená) č́ısla n (tzv. Carmichaelova
č́ısla) plat́ı (A) pro všechna a < n nesoudělná s n.
Tvrzeńı: Test složenosti č́ısla ∈ NP. (Svědek: rozklad)
Tvrzeńı: Test prvoč́ıselnosti ∈ NP. (Nebudeme potřebovat;

jiný ověřovaćı alg.)
Od r. 2002: Test prvoč́ıselnosti ∈ P. (A test složenosti ∈ P.)

Pozn. Situace, že máme nedet. alg. (tj. ověřováńı svědka) pro
problém M i pro doplňkový problém k M, neńı obvyklá.
Ale: Pro nalezeńı rozkladu (faktorizace) č́ısla n neńı znám po-

lynomiálńı algoritmus. (Náročnost faktorizace se využ́ıvá v alg.
RSA)
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Označ́ıme T množinu všech dvojich přirozených č́ısel (k, n),
takových, že k < n a plat́ı jedna z podmı́nek:
a) kn−1 ̸≡ 1 (mod n)
b) existuje i takové, že m = n−1

2i
je celé č́ıslo a plat́ı 1 <

nsd(km−1 − 1, n) < n. ; nsd - největš́ı společný dělitel
Vysvětleńı: Ad a) n porušuje podmı́nku malé Fermatovy věty

pro prvoč́ısla, ad b) analyzujeme opakovaně druhé odmocniny
z kn−1 pro zvyšuj́ıćı se i dokud km ≡ 1 mod n; pokud x2 ≡
1 mod n, pak x2−1 ≡ (x+1)(x−1) ≡ 0 mod n, pro n prvoč́ıslo
nutně x ≡ ±1 mod n, pro n složené můžeme dostat netriviálńı
dělitele n (a k je svědek složenosti).
T.1: Č́ıslo n je složené právě tehdy, pokud existuje k < n

takové, že (k, n) ∈ T .
T.2: Nech je č́ıslo n složené. Pak existuje aspoň n−1

2 č́ısel k < n
takových, že (k, n) ∈ T .

Alg: Rabin-Miller̊uv test.
Vstup: n testované č́ıslo, m ∈ N lib.

begin

for i := 1 to m do

k[i] := Random(1,n-1);

if T(k[i],n) then "n je složené"; konec fi

od

"n je prvočı́slo"

end.

Pravděpodobnost chyby:
Pokud alg. tvrd́ı, že n je složené, je to vždy správně (některé ki
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je ”svědek”).
Pokud alg. rozhodne, že n je prvoč́ıslo, pak se může jednat o
chybu. V př́ıpadě chyby všechny vybrané ki byly ”ne-svědci”pro
n, a to se může stát podle T.2 s pravděpodobnost́ı P (chyba) ≤
(1/2)m, pro nezávislé výběry č́ısel ki.
Složitost alg.: Polynomiálńı k log n, tj. počtu bit̊u n. (Důkaz

složitosti testu (k, n) ∈ T je netriviálńı a využ́ıvá znalosti z
teorie č́ısel.)
Vlastnosti alg.:

Zvyšováńım počtu iteraćı (tj. počtu testovaných ki) lze dostat
libovolně malou (předem zvolenou) pravděpodobnost chyby.
Jednotlivé testy (pro r̊uzné ki) lze provádět paralelně.
Poznámka: podobný princip ”svědk̊u neshody”byl použit při

vyhledáváńı vzork̊u – alg. Rabin-Karp.
Q: Jak by se choval alg. typu Las Vegas pro testovańı pr-

voč́ıselnosti?
A: Odpovědi ”ano”(určitě), ”ne”(určitě), ”nev́ım”(zř́ıdka).
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Kryptografie

Komunikuj́ı účastńıci Alice (A) a Bob (B). Každý vykonává
svou část protokolu.

(Motivačńı) Př́ıklad. Komutuj́ıćı šifry.
Použ́ıváme šifrovaćı funkci e() - encryption, a dešifrovaćı funkci
d() - decryption.
e() : {0..K} → {0..N}, d() : {0..N} → {0..K}
d() je zleva inverzńı k e() : ∀m : d(e(m)) = m.

Alice má (své tajné) eA() a dA(), Bob má eB() a dB().
Šifry jsou komutuj́ıćı: eA(eB(m)) = eB(eA(m)).

Protokol přenosu zprávy m:

1. Alice šifruje m a pośılá Bobovi eA(m).

2. Bob šifruje (svou šifrou) a pośılá Alici eB(eA(m)).

3. Alice dešifruje dA(eB(eA(m))) = dA(eA(eB(m))) = eB(m).

4. Bob dešifruje dB(eB(m)) = m

Při každém posláńı byla zpráva m šifrována aspoň jedńım
kĺıčem.
Pozn.: Zpráva m může být kĺıč pro daľśı komunikaci (session).
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Kryptografie s veřejným kĺıčem (asymetrická šifra)
- podporuje také digitálńı podpis

• Každý účastńık má sv̊uj veřejný kĺıč PX (public) a soukromý
kĺıč SX (secret)

• SX zná pouze X, veřejný kĺıč PX je poskytnut každému,
může být ve veřejném seznamu

• Kĺıče PX a SX specifikuj́ı funkce na množině D všech zpráv
(konečné posloupnosti bit̊u) - prosté a na, tj. permutace na
D.
Pozn.: Prakticky - Blokové použit́ı, r̊uzné implementace f :
Cipheri = f (Key, P laini, {Cipheri−1|Plaini−1|i})
Výhoda: stejný blok se na r̊uzných mı́stech kóduje r̊uzně.

• Funkce PX() a SX() jsou efektivně vyč́ıslitelné, pokud známe
př́ıslušný kĺıč.

• Plat́ı: ∀M ∈ D : PX(SX(M)) = M ∧SX(PX(M)) = M , tj.
funkce jsou vzájemně inverzńı pro lib. M (message).

• Bezpečnost šifry je zaručena, pokud nikdo kromě X neńı
schopen spoč́ıtat SX(M) pro lib.M v rozumném čase. Proto
požadujeme:
1) soukromý kĺıč SX vlastńı pouze X (a chráńı ho)
2) funkce SX() nesmı́ být efektivně vyč́ıslitelná na základě
znalosti PX (a funkce PX()) - těžká část návrhu.

Ve skutečnosti jsou algoritmy funkćı známé, tj. veřejné, a pouze
kĺıče se taj́ı.
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Posláńı zprávy M od B (Bob) pro A (Alice), odposloucháva
E (Eva, eavesdropper).

1. Bob źıská veřejný kĺıč Alice PA (od Alice, z ”webu”nebo od
Certifikačńı Autority)

2. Bob spoč́ıta zašifrovaný text C = PA(M) a pošle ho Alici

3. Alice použije na C (od kohokoli) SA a źıská M = SA(C).

Protože Eva nemá kĺıč SA, neumı́ spoč́ıtat M z C.
Pozn.: Bob potřebuje vědět, že kĺıč PA je Alice.
Pojmy: zpráva - plaintext, zašifrovaný text - ciphertext

Posláńı autentizované a podepsané (nezašifrované) zprávy M ′

od A pro B.

1. Alice spoč́ıtá digitálńı podpis s = SA(M
′)

2. Alice pošle Bobovi zprávu a podpis: (M ′, s) - zpráva (zde)
neńı šifrována

3. Bob źıská PA a ověř́ı M ′ = PA(s). (Zpráva obsahuje jméno
Alice, aby Bob věděl, který kĺıč PA použ́ıt.)

4. Pokud zpráva souhlaśı, Bob v́ı, že zpráva je od Alice a nebyla
cestou změněna.

Praktické pozn.: V kroku 2 se zprávy taky šifruj́ı, tj. metody se
kombinuj́ı.
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Hybridńı šifrováńı.
Asymetrické šifry jsou pomalé, symetrické šifry jsou rychleǰśı.

Symetrická šifra použ́ıvá stejný kĺıčK pro šifrováńı i dešifrováńı,
např. AES (a prolomený DES).
Pro symetrickou šifru plat́ı C = K(M) a M = K(C) pro lib.
zprávu M a kĺıč K. Kĺıč K je krátký, stovky až tiśıce bit̊u.
Mı́sto (náročného) šifrováńı C = PA(M) Bob poč́ıtá C ′ =

K(M) a K ′ = PA(K) a pośılá (C ′, K ′). Alice dešifruje kĺıč
K = SA(K

′) = SA(PA(K)), a pak dešifruje M = K(C) (a
spoč́ıtá a skontroluje otisk).
KĺıčK se vygeneruje jednorázově pro posláńı zprávy nebo pro

session. Jsou i jiné protokoly pro předáńı kĺıče nebo zajǐstěńı sho-
dy na kĺıči (např. Diffie-Hellman-Merkle), které můžeme kombi-
novat s popsanými algoritmy.
Hybridńı autentizace.
Pro dlouhou zprávu je náročné poč́ıtat digitálńı podpis s =

SA(M
′). Mı́sto celé zprávyM ′ se podepisuje pouze otisk, źıskaný

(veřejnou, jednocestnou - one-way) hašovaćı funkćı h (např. MD5,
SHA-1, SHA-2 atd.), která má následuj́ıćı vlastnosti:

1. pro dlouhou zprávu M lze h(M) spoč́ıtat rychle. Typicky
je h(M) krátký (128 - 512-bitový) otisk (fingerprint) zprávy
M .

2. je výpočetně náročné naj́ıt dvě zprávyM aM ′, aby h(M) =
h(M ′), tzv. kolize. (A tedy pro danou M naj́ıt M ′.)
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Protokol posláńı podepsané a šifrované zprávy M od A k B
(Vše v jednom).

1. Alice źıská Bob̊uv kĺıč PB.

2. Alice generuje symetrický kĺıč K, poč́ıtá C = K(M) a
zašifruje kĺıč pomoćı PB(K).

3. Alice poč́ıtá otisk h(M) a z něj digitálńı podpis s = SA(h(M)).

4. Pośıla Bobovi: (od : A,C, PB(K), s).

5. Bob přečte od : A, a źıská PA.

6. Bob spoč́ıtá kĺıč K = SB(PB(K)) a dešifruje M = K(C).
Dešifrovat K dokáže pouze vlastńık SB.

7. Bob spoč́ıtá otisk h(M) a porovná s dešifrovaným podpisem
A: PA(s) = PA(SA(h(M)) = h(M). Podepsat h(M) dokáže
pouze vlastńık SA, zjistit h(M) kdokoli (odposlechnut́ım a
použit́ım veřejného PA na s).

8. Pokud dojde k neshodě spoč́ıtaného otisku a dešifrovaného
podpisu, pak podpis neńıA anebo došlo (úmyslně nebo neúmyslně)
ke změně zprávy M . Je těžké podvrhnout zprávu M ′, pro-
tože je těžké naj́ıt (vhodnou) zprávu se stejným otiskem jako
M .
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Certifikačńı autority.
Při źıskáváńı kĺıče potřebuje Bob vědět, že kĺıč PA patř́ı Alici

(a nejde o podvrh).
Jedno z řešeńı (základńıch, v principu použ́ıvaných):

• Existuje certifikačńı autorita Z, jej́ıž veřejný kĺıč je známý
(přǐsel s instalaćı, lze ho ověřit na webu).

• Alice źıská (bezpečnou cestou) od autority Z podepsaný cer-
tifikát pro zprávu C=”Alicin veřejný kĺıč je PA”, tj. dvojici
(C, SZ(C)).

• Tuto dvojici připoj́ı Alice ke každé podepisované zprávě, Bob
(a každý vlastńık PZ) si může ověřit, že C bylo vydáno au-
toritou Z a kĺıč PA patř́ı Alici.
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Def.: Největš́ı společný dělitel č́ısel a a b je nejmenš́ı kladné
č́ıslo z množiny {ax + by|x, y ∈ Z}, znač́ıme nsd(a, b).
Technika: Rozš́ı̌rený Euklid̊uv algoritmus

Vstup: a ≥ 0, b ≥ 0
Výstup: d = nsd(a, b), x, y : d = ax + by
Alg:

Rozšı́řenýEuklid(a,b)

if b=0

then return (a,1,0)

(d’,x’,y’) := Rozšı́řenýEuklid(b, a mod b)

(d, x, y ) := (d’, y’, x’ - (a div b)*y’)

return (d,x,y)

Správnost:
Pro výsledek rekurze plat́ı: d′ = bx′ + (a mod b)y′

Dále plat́ı: d = nsd(a, b) = d′

Chceme x a y, tž. d = ax + by (1).

Úpravou dostaneme:
d = d′ = bx′ + (a mod b)y′

= bx′ + (a− ⌊a/b⌋ · b)y′
= ay′ + b(x′ − ⌊a/b⌋y′)
Proto volba x = y′ a y = x′ − ⌊a/b⌋y′ zaručuje splněńı (1).

Použit́ı: pro poč́ıtáńı inverzńıch prvk̊u v Zn

Tvrzeńı: Pro n-bitová č́ısla potřebuje Rozš́ı̌renýEuklidO(n3)
bitových operaćı.
Idea dk.: Nejmenš́ı č́ısla (tj. nejhorš́ı př́ıpad) při daném počtu
krok̊u jsou Fibonacciho č́ısla.
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Kongruence a okruhy zbytkových tř́ıd.
Pro pevné m definujeme relaci kongruence modulo m takto:

a ≡ b (mod m) =def m|(a− b) .
Faktorová množina Zm = Z/ ≡ (mod m) zbytkových tř́ıd

modulom s prvky ⟨a⟩m může být ztotožněna s množinou {0..m-
1}. Operace sč́ıtáńı a násobeńı jsou definovány
⟨a⟩m+ ⟨b⟩m = ⟨a+ b⟩m a ⟨a⟩m · ⟨b⟩m = ⟨a · b⟩m a ⟨0⟩m je nulou
a ⟨1⟩m je jedničkou.
Multiplikativńı inverzńı prvek k a v Zm je x, značený ⟨a⟩−1

m ,
tž. a · x ≡ 1 (mod m), pokud a a m jsou nesoudělné.

Výpočet multiplikativńıho inverzńıho prvku x = ⟨a⟩−1
n po-

moćı Rozšı́řenýEuklid(a,n) pro nesoudělné a, n . Voláńı
vrát́ı (1, x, y), tž. 1 = a · x + n · y, tj. a · x ≡ 1 (mod n).

Def.: Eulerova funkce ϕ(n) je pro n > 1 počet kladných
celých č́ısel menš́ıch než n, nesoudělných s n.
Věta: Pokud n je prvoč́ıslo, pak ϕ(n) = n−1. Pokud n = pq,

kde p a q jsou r̊uzná prvoč́ısla, pak ϕ(n) = (p− 1)(q − 1).
Věta (Eulerova): Pro a, n nesoudělné, tj. nsd(a, n) = 1, plat́ı

aϕ(n) ≡ 1 (mod n). (bez dk.)
Důsl.: Pokud nsd(a, n) = 1, potom multiplikativńı inverzńı

prvek ⟨a⟩−1
n =

〈
aϕ(n)−1

〉
n
.

Věta (malá Fermatova): Pro prvoč́ıslo p a č́ıslo a, a < p,
které jsou vzájemně nesoudělné, plat́ı ap−1 ≡ 1 (mod p).
Důsledek Eulerovy věty, pro prvoč́ıslo p je ϕ(p) = p− 1 .
Použit́ı: testováńı prvoč́ıselnosti.
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RSA šifra (Rivest, Shamir, Adelman)

1. Vyber dvě velká prvoč́ısla p a q (každé má stovky bit̊u)

2. Spoč́ıtej n = pq. Spoč́ıtej r = ϕ(n) = (p− 1)(q − 1)

3. Vyber malé liché č́ıslo e, nesoudělné s r, tj. s (p− 1)(q− 1).

4. Spoč́ıtej multiplikativńı inverzńı prvek d k e modulo r.

5. Zveřejni (e, n) jako veřejný RSA kĺıč a uschovej (d, n) jako
soukromý RSA kĺıč.

Věta (korektnost RSA): Funkce P (M) = M e (mod n) a
S(M) = Md (mod n) definuj́ı dvojici inverzńıch transformaćı
na Zn = {0, 1, . . . , n− 1}.
Důkaz: Pro všechny M ∈ Zn plat́ı: P (S(M)) = S(P (M)) =

M ed (mod n).
Protože e a d jsou inverzńı prvky modulo r, můžeme upravovat
(pro vhodné c)
M ed (mod n) ≡ M 1+cr (mod n)
≡ M ·M c·ϕ(n) (mod n)
≡ M · 1 (mod n)
≡ M (mod n). Q.E.D

Pozn.: Nalezeńı velkých prvoč́ısel pomoćı pravděpodobnostńıho
algoritmu je samostatně.
Při př́ıpravě kĺıč̊u a v d̊ukazu se použ́ıvá i ( mod n) i ( mod r).
Pro RSA si kĺıče P a S můžete připravit sami a nechat si P

u Certifikačńı Autority pouze podepsat.
Zprávu děĺıme na bloky dovolené velikosti (podle počtu bit̊u

n) a použijeme blokový mod přenosu.
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Př́ıklad (ověřeno):
Voĺıme p = 47, q = 71.
Spoč́ıtáme n = 3337, r = (p− 1)(q − 1) = 3220.
Voĺıme e = 79, spoč́ıtáme d = ⟨79⟩−1

3220 = 1019.
Kĺıč P je (79, 3337).
Bob pośılá M = 688.
P (M) = ⟨M e⟩n =

〈
68879

〉
3337

= 1570 = C
My dešifrujeme:
S(C) =

〈
Cd

〉
n
=

〈
15701019

〉
3337

= 688 = M

89



Proč je RSA bezpečná?
Na základě (e, n) neńı (zat́ım) nikdo schopen rychle spoč́ıtat d,
aniž by znal rozklad n = p · q a teda ϕ(n) = (p − 1)(q − 1).
Faktorizace velkých č́ısel je výpočetně těžký problém.
Pozn.: Jsou i jiné (vhodné) těžké problémy, např. diskrétńı

logaritmus (v Zn), na kterých jsou založené kryptografické algo-
ritmy.

Jak je RSA rychlá?
Použijeme rychlé umocňováńı, umocni(a,b,n) poč́ıtá (ab mod
n).

umocni(a,b,n) =

if b==1

then a

else if sude(b)

then umocni((a*a) mod n, b div 2,n)

else (a*umocni(a,b-1,n)) mod n

Počet bit̊u předávaných č́ısel je t = ⌈log(n)⌉ a po násobeńı po-
každé operace modulo č́ısla zkrát́ı. Pro t bitová č́ısla potřebujeme
O(t) aritmetických operaćı na (nejvýše) 2t-bitových č́ıslech, jed-
notlivé aritmetické operace potřebuj́ı O(t2) bitových operaćı,
máme celkem O(t3) bitových operaćı.
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Konvexńı obal, v rovině
Df. Množina bod̊u A ∈ Rn je konvexńı iff (právě když) pro

∀a, b ∈ A a ∀t, 0 ≤ t ≤ 1, plat́ı ta + (1− t)b ∈ A.
Konvexńı obal množiny A je pr̊unik všech konvexńıch množin

v Rn, které obsahuj́ı A. (!Nekonstruktivńı def.)
Pozn. Konvexńı obal je dobře definovaný, protože pr̊unik lib.

systému konvexńıch množin je konvexńı a celý prostor Rn je
konvexńı.

Úloha: naj́ıt konvexńı obal konečné množiny A v R2.
Vstup: a1, a2 . . . an jsou prvky množiny A, seřazené vzestupně
podle x-ové souřadnice
Výstup: body na hranici konvexńıho obalu, procházené po směru
hodinových ručiček (Posloupnost bod̊u určuje konvexńı obal.)
Ukážeme si lineárńı algoritmus pro konstrukci konvexńıho oba-

lu (za předpokladu uspořádaného vstupu).
Použitý obecný princip: zametáńı roviny př́ımkou.
Idea alg.: Tvoř́ıme konvexńı obaly množin Ai = {a1 . . . ai}.

Pro A3 máme trojúhelńık a1, a2, a3 anebo a1, a3, a2.
Krok od Ai−1 k Ai: označme konv. obal Ai−1 jako b1, b2, ...bk.
Bod ai−1 lež́ı na hranici Ai−1, protože má maximálńı x-ovou
souřadnici ⇒ BÚNO ai−1 = b1
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Obrázek 26: Přidáváńı ai ke konvexńımu obalu. Bod b1 se vypoušt́ı.

Předpokládejme, že zkonstruujeme polopř́ımky aib1, aib2, ..., aibk.
Jejich směrnice (úhel s osou x) postupně klesá, roste, klesá.
Hledáme br a bs s nejmenš́ı, resp. největš́ı směrnićı. Konvexńı
obal Ai je ai, br, br+1, ...bs−1, bs.
Hledáńı r: konstruujeme polopř́ımky z ai do bod̊u b1, b2, ...br, br+1.

Po zjǐstěńı, že směrnice aibr+1 stoupla oproti aibr, v́ıme, že aibr
má minimálńı směrnici.
Hledáńı s: z bodu ai do bod̊u (b1, ) bk, bk−1...bs, bs−1 konstru-

ujeme polopř́ımky. Analogicky, až směrnice aibs−1 klesne oproti
aibs, je bs hledaný bod s maximálńı směrnićı aibs.
Složitost alg.: Lineárńı k n (počtu bod̊uA), pokud neuvažujeme

úvodńı tř́ıděńı podle x-ových souřadnic.
Bodu ai započ́ıtáme konstrukci polopř́ımek do br, br+1, bs, bs−1

a př́ıpadně aiaj pro j > i. Ostatńı polopř́ımky z ai započ́ıtame
př́ıslušným bod̊um bl, 1 ≤ l < r, s < l ≤ k. Body bl ale vypad-
nou z konvexńıho obalu Ai při přechodu od Ai−1, teda se jim
započ́ıtá ”do”nich vedená př́ımka jedenkrát v pr̊uběhu celého
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algoritmu. Celkem, maximálně 5 př́ımek na bod, QED.

Algoritmus má včetně počátečńıho tř́ıděńı složitostO(n log n),
která nejde zlepšit. Algoritmus hledáńı konvexńıho obalu (včetně
cyklického uspořádáńı) je totiž možné použ́ıt pro tř́ıděńı č́ısel.
Pro r̊uzná reálná č́ısla r1, r2, ..rn uvažujme konvexńı obal množiny

{(r1,−r21), (r2,−r22), ..., (rn,−r2n)}. Funkce y = −x2 je konkávńı,
proto všechny body lež́ı na hranici konvexńıho obalu a při procházeńı
ve směru hodinových ručiček body procháźıme v pořad́ı ros-
toućıch x-ových souřadnic, tj. uspořádaně.
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Dynamické programováńı (přesunuto do ADS1)
DP je metoda pro řešeńı úloh. Podobně jako metoda rozděl a

panuj anebo hladový algoritmus.
DP se použ́ıvá (podobně jako rozděl a panuj) při úlohách, které

můžeme rozdělit na podproblémy, ale ty jsou závislé - sd́ılej́ı
podpodproblémy.
DP se použ́ıvá typicky na optimalizačńı problémy. Řešeńı jsou

ohodnocena a ze všech řešeńı chceme vybrat řešeńı s optimálńı
(minimálńı nebo maximálńı) cenou.

Vývoj algoritmu založeného na DP se typicky skládá z:

• Charakterizace struktury optimálńıho řešeńı

• Rekurzivńı definice ceny optimálńıho řešeńı

• Spoč́ıtáńı ceny optima (obvykle) zdola-nahoru

• Zrekonstruováńı optimálńıho řešeńı ze spoč́ıtaných informaćı,
pokud potřebujeme i řešeńı (nestač́ı cena)

Př́ımé použit́ı rekurze (bez zapamatováńı si mezivýsledk̊u)
nedává efektivńı algoritmus.
- už znáte: (optimálńı) násobeńı obdélńıkových matic, (op-

timálńı) děleńı mnohoúhelńıku na trojúhelńıky, lineárńı poč́ıtáńı
Fibonacciho č́ısel (jedinečná hodnota je optimálńı), Floyd-Warshall̊uv
alg. pro všechny min. cesty v grafu.
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Nutné vlastnosti úloh pro použit́ı DP:
- optimálńı podstruktura
- překrývaj́ıćı se podproblémy
Obecná charakterizace úloh pro DP neńı známá.
Problém má optimálńı podstrukturu , pokud optimálńı

řešeńı problému obsahuje optimálńı řešeńı podproblémů. (Tuto
vlastnost splňuj́ı i úlohy vhodné pro hladové algoritmy) (Bell-
man̊uv Princip optimality.)
Optimálńı podstruktura často ”přirozeně”urč́ı prostor podpro-

blémů. Z řešeńı podproblémů budeme sestavovat řešeńı větš́ıch
problému. Chceme co nejmenš́ı prostor podproblémů.
Důsledek: pro využit́ı v celkovém výsledku si stač́ı pamatovat

hodnotu nejlepš́ıho řešeńı podstruktury (a př́ıpadně jedno řešeńı
pro rekonstrukci)

Překrývaj́ıci se podproblémy. Pokud chceme apliko-
vat DP, počet r̊uzných podproblémů muśı být malý, typicky
polynomiálńı. (Chceme si pamatovat spoč́ıtaná řešeńı.) Pokud
rekurzivńı řešeńı poč́ıtá stejné problémy opakovaně, potom op-
timizačńı problém má překrývaj́ıćı se podproblémy.
Pro porovnáńı, úlohy řešené pomoćı metody rozděl a panuj

typicky generuj́ı stále nové podproblémy (např. použ́ıvaj́ı r̊uzné
části vstupu).
Na rozd́ıl od hladových algoritmů muśıme prohledávat, pro-

tože nelze zaručit, že lokálně nejlepš́ı volba je součásti globálńıho
optima (tj. že lok. opt. řešeńı lze doplnit na optimálńı). Opt.
řešeńı nelze převést na jiné opt.̌r. lokálńımi úpravami, protože
mezi opt. řešeńımi jsou (v obecnosti) ”bariéry”.
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Protipř: Nejdeľśı cesta v grafu. Pokud si pamatuju jen koncové
body, potom neplat́ı princip optimality. Pokud si pamatuju i
vnitřńı body, mám nepolynomiálně mnoho podproblémů (a DP
je nepraktické).
Tabelace (memoization). Použijeme rekurzivńı algoritmus,

ale pamatujeme si výsledky spoč́ıtaných podproblémů v tabulce.
(Potřebujeme poznat všechny možné parametry podproblémů a
určit jejich zobrazeńı do tabulky. Jinak lze použ́ıt hašováńı.)
Tento př́ıstup má výhodu, pokud nebudeme v rekurzi procházet
celý prostor podproblémů a dokážeme ušetřit čas nebo pamět’.
Výpočet zdola nahoru. Naplánujeme poč́ıtáńı hodnot v

tabulce tak, že všechny potřebné podproblémy jsou vždy vyřešeny.
Pokud každý podproblém budeme řešit aspoň jednou, výpočet
zdola nahoru je obvykle efektivněǰśı o multiplikativńı konstantu,
protože má menš́ı režii.
Při některých problémech můžeme řešeńı pr̊uběžně zapomı́nat

(pokud chceme znát pouze cenu), protože je už nebudeme potřebovat.
Pokud si pamatujeme hodnoty řešeńı pro podstruktury, můžeme
zrekonstruovat optimálńı řešeńı (trade-off čas/pamět’) pomoćı
principu optimality.

Problém: Nejdeľśı společná podposloupnost - NSP.
Definice. Pokud máme posloupnost X = ⟨x1, x2, ..., xn⟩, jej́ı

podposloupnost vznikne vypuštěńım některých prvk̊u.
Posloupnost Z je společná podposloupnost X a Y , pokud je

Z podposloupnost X a zároveň Z je podposloupnost Y . Z je
nejdeľśı společná podposloupnost X a Y , pokud je Z společná
podposloupnostX a Y a neexistuje žádna deľśı společná podpo-
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sloupnost. (NSP Z neńı určena jednoznačně, jej́ı délka je určena
jednoznačně.)
Př.: X=ACBA, Y =BDAB, pak Z1=AB, Z2=BA, k=2.
Problém nejdeľśı posloupnosti je dán dvěma posloup-

nostmiX = ⟨x1, x2, ..., xm⟩ a Y = ⟨y1, y2, ..., yn⟩ a ćılem je naj́ıt
(jednu) nejdeľśı společnou podposloupnost Z = ⟨z1, z2, ..., zk⟩
posloupnost́ı X a Y .
Značeńı: Xi je podposloupnost X = ⟨x1, x2, ..., xi⟩ posloup-

nosti X .
Řešeńı hrubou silou: posloupnost délkym má 2m podposloup-

nost́ı.
Věta. Charakterizace struktury optimálńıho řešeńı.

1. Pokud xm = yn, potom zk = xm = yn a Zk−1 je NSP Xm−1

a Yn−1.
2. Pokud xm ̸= yn, potom zk ̸= xm znamená, že Z je NSP Xm−1

a Y .
3. Pokud xm ̸= yn, potom zk ̸= yn znamená, že Z je NSP X a
Yn−1.

Dk.
1. Pokud zk ̸= xm, potom Z můžeme prodloužit, spor. Pokud
Zk−1 neńı nejdeľśı, můžeme ji v Z nahradit deľśı, spor.
2. Pokud zk ̸= xm, potom Z je společná podposloupnost Xm−1

a Y . Pokud existuje W – deľśı společná podposloupnost Xm−1

a Y , je taky společnou podposloupnost́ı X a Y a je deľśı než Z,
spor.
3. Symetricky k 2.
Důsl. Problém má optimálńı podstrukturu.
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Jiný prostor podproblémů (větš́ı :-( ). Podproblémy byly výše
charakterizovány koncemXi a koncem Yj, tj. dvojićı (i, j). Nejdeľśı
podposloupnost můžeme poč́ıtat a rekonstruovat, pokud známe
nejdeľśı společné podposloupnosti Xi′..i a Yj′..j. Podprostor pod-
problémů je charakterizován čtveřicemi (i′, i, j′, j).
Rekurzivńı řešeńı.

Necht’ c[i,j] je délka optimálńı podposloupnosti Xi a Yj. Potom
1. c[i, j] = 0, pokud i = 0 nebo j = 0.
2. c[i, j] = c[i− 1, j − 1] + 1, pokud i, j > 0 a xi = yj.
3. c[i, j] = max(c[i, j − 1], c[i− 1, j], pokud i, j > 0 a xi ̸= yj.
Je pouze Θ(mn) r̊uzných podproblémů, hodnoty můžeme poč́ıtat

zdola nahoru (od menš́ıch problémů k větš́ım), např. po řádćıch
c[]. Výpočet jedné hodnoty potřebuje čas O(1).
Kromě hodnoty můžeme uschovávat (v pomocné tab. b[0..i,0..j])

směr, odkud jsme maximálńı hodnotu použili. ”Diag”pro př́ıpad
2, ”Sloupec”, resp. ”Řádek”pro př́ıpad 3 - prvńı, resp. druhý člen
v max.
Rekonstrukce řešeńı: Podle popis̊u v tabulce b[]. Pokud ta-

bulku b nemáme, rekonstruujeme řešeńı odzadu, podle směru,
ve kterém plat́ı shoda. Tento princip rekonstrukce je použitelný
obecně.
V tomto problému: c[i, j] záviśı pouze na třech sousedńıch

prvćıch ve dvou řádćıch. Pokud chceme pouze hodnotu, pri výpočtu
zdola nahoru si stač́ı pamatovat dva řádky. (DC: ještě lépe, jeden
kratš́ı řádek a dva prvky.) Pro (rychlou) rekonstrukci posloup-
nosti nemáme dost informaćı.
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Jiné úlohy
Klasické:
Bitonická cesta v problému obchodńıho cestuj́ıćıho

Pr̊uchod doprava a doleva. Neposkytuje globálně optimálńı řešeńı,
ale optimum v určité tř́ıdě řešeńı.
Vyrovnaný tisk Optimalizujeme druhé mocniny chyb,

kromě posledńıho řádku.
Optimálńı vyhledávaćı strom Prostor podproblémů je

určen začátkem a koncem uspořádaného úseku. Pamatujeme si
pozici kořene, tj. optimálńı rozděleńı.

I méně klasické:
Hry dvou hráč̊u s úplnou informaćı při acyklickém

grafu tah̊u. Určujeme, zda je pozice vyhraná nebo prohraná (tzv.
minimax). Ve vyhrané pozici si pamatujeme vyhrávaj́ıćı (op-
timálńı) tah.
Existence odvozeńı v bezkontextových gramatikách

Prostor: Z neterminálu N existuje odvozeńı úseku vstupu od i
do j. Boolovské hodnoty: ”Existuje”je lepš́ı než ”neexistuje”.
Součet podmnožiny - přesný i co nejtěsněǰśı. Existence

řešeńı, neńı polynomiálńı.
Hledáńı opt. strategie rozhodováńı v diskrétńı optima-

lizaci pro konečný (i nekonečný) počet krok̊u.

Pozn. Tabelace nemuśı být úplná. V hrách se použ́ıvaj́ı pro sta-
vy (hašovaćı) transpozičńı tabulky, které řeš́ı konflikty přepsáńım;
podle nějaké strategie (např. z̊ustává lepš́ı; větš́ı/pracněǰśı; nověǰśı).
Při optimalizačńıch problémech si můžeme pamatovat min. a

max. odhad řešeńı a postupně upřesňovat. Např. aij = mink(aik+
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akj) (Lazy vyhodnocováńı bool. problémů je speciálńı př́ıpad.
Např. aij =

∨
k(aik ∧ akj))
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