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Kapitola 1

Motivace

Tento text obsahuje pozndmky, které jsem si zpocatku psal jako prednasejici pro sebe, ale
snazil jsem se je rovnou psat i tak, aby pomohly studentiim pfti studiu tohoto pfedmétu.
Pfednaska by se mimo jiné méla pokusit zodpovédét nasledujici otazky:

(I) Co je to algoritmus?
(I) Co v8echno lze pomoci algoritmii spocitat?
(IIT) Dokazi algoritmy vytesit vSsechny tlohy a problémy?
& y vy y yap y
(IV) Jak poznat, Ze pro feSeni zadané tlohy nelze sestrojit zadnym algoritmus?
p p y J y &
(V) Jaké algoritmy jsou ,,rychlé” a jaké problémy jimi mtizeme fesit?
& Y] y Jake p Y]
(VI) Jaky je rozdil mezi ¢asem a prostorem?
(VII) Které problémy jsou lehké a které tézké? A jak je poznat?
p Y] Jakjep
(VIII) Je lépe zkouset nebo byt zkouseny?
P y y
(IX) Jak fesit problémy, pro které nezname zadny ,rychly” algoritmus?
p Y, P y »rychly  alg

Jde o otazky, které se vénuji mezim toho, co je mozné vyfesit pomoci algoritmti, tedy
mezim néstrojt, které pouzivaji ti, kdo se zabyvaji informatikou a tedy i programovanim.
Vyklad za¢neme tou nejzdkladnéjsi otdzkou, tedy co je to algoritmus.
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Kapitola 2

Algoritmy a vypocetni modely

2.1 Churchova-Turingova teze

Intuitivné je algoritmus konec¢nd posloupnost jednoduchych instrukci (ptikazfi, pokyni),
ktera vede k feSeni zadané tlohy. V tomto smyslu se dé vzit jako algoritmus vlastné jakykoli
postup ¢i navod, od Euklidova algoritmu pfes popis cesty ke kamaradovi domt po navod
na pouziti fotoaparatu ¢i kuchafsky recept. Kromé posloupnosti instrukci potfebujeme vsak
pochopitelné i prostfedek, na kterém budeme tuto posloupnost vykonévat, at uz je to nase
hlava, nohy, fotoaparat a ruce ¢i my a kuchyriské vybaveni.

Chceme-li formalizovat pojem algoritmu v matematice, potfebujeme model vypocetniho
prostiedku, ktery by jednak byl dostate¢né obecny, aby obsahl na8i intuitivni pfedstavu algo-
ritmu a jednak dostate¢né jednoduchy, aby se s nim dobfe manipulovalo. Jeden z takovych
modelti jsou Turingovy stroje, které, pfipustime-li platnost Churchovy-Turingovy teze, za-
chycuji pfesné intuitivni pojem algoritmu. Dalsim model, které zde uvadZime bude model
RAM, tedy random access machine, ktery se bliZi redlnému pocitaci tim, Ze p¥ipousti na-
hodny pristup do paméti. Zminime (i kdyZ spiSe jen okrajove), model ¢astecné rekurzivnich
funkci. Tim popiSeme reprezentanty tii paradigmat programovani, zatimco Turingovy stroje
se programuji deklarativnim zptisobem, ¢astecné rekurzivni funkce funkciondlné a RAM im-
perativné.

Vsechny tyto vypocetni modely poskytuji stejné dobré prostfedky a davaji vzniknout
tymz tfidam jazykt a funkci. Ve skutecnosti existuje bezpocet dalsich modela, které jsou s Tu-
ringovymi stroji, RAMem a CRF ekvivalentni, programy ve vyssich programovacich jazycich
jako je C, Pascal, Basic, Java (i kdyZ zde je tfeba mit vzdy na paméti i pocitac, na kterém jsou
tyto programy interpretovany), programy ve funkciondlnich jazycich jako je A-kalkulu (coZ
je teoreticky zaklad v8ech funkciondlnich jazykt, pochdzi od Churche, 1936), Haskell, Lisp,
mezi dal$imi miizeme zminit tfeba skript pro sed. Kterykoli z téchto prosttedkd bychom si
mohli vybrat a vybudovat tutéZ teorii, protoZe vSechny jsou co do vypocetni sily ekvivalentni.
V roce 1936 pravé Church, Turing a Kleene ukazali, Ze Turingovy stroje a A-kalkulus jsou
stejné silné prosttedky jako o néco starsi ¢astecné rekurzivni funkce. Zformulovali souc¢asné
tezi, které se fika Churchova-Turingova, a podle niz pravé Turingovy stroje a jim ekvivalentni
prostfedky zachycuji intuitivni pojem algoritmu.

Teze 2.1.1 (Churchova-Turingova (1936)) Ke kazdému algoritmu v intuitivnim smyslu existuje
Turingiiv stroj, ktery jej implementuje.

Vsimnéme si, Ze tato teze se snaZzi spojit intuici s matematickym pojmem, a proto ji nelze
formélné dokézat, nejde proto o vétu ¢i podobné matematické tvrzeni.
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2.2 Turingovy stroje

Turingovy stroje budou nasim hlavnim modelem, ke kterému se uchylyme vzdy, kdyZz bu-
deme pottebovat fici néco formalnim zptisobem, napiiklad v definicich zdkladnich pojmi

e V2

jak ve vy¢islitelnosti (napf. pojmt rozhodnutelnosti ¢i ¢astecné rozhodnutelnosti, prevodi-
telnosti atd.) tak ve slozitosti (napfiklad v definici zdkladnich tfid sloZitosti, tftid P, NP a
dal$ich). Je proto ptirozené zacit popisem pravé tohoto modelu.

2.2.1 Definice
Definice 2.2.1 (Jednopaskovy deterministicky) Turingav stroj M je pétice
M= (Q,%,6,q0,F),
kde
* Q je kone¢nd mnozina stavi,

* 3 je konec¢nd paskovd abeceda, kterd obsahuje znak A pro prazdné policko,

6: Q%X QxXX{R,N,L}U{Ll}je pfechodova funkce, kde L oznacuje nedefinovany
prechod,

go € Q je pocatecni stav a

F € Q je mnozZina pfijimajicich stavti.

Turingtv stroj (TS) sestava z fidici jednotky, obousmérné potencidlné nekone¢né pdasky a
hlavy pro ¢teni a zapis, ktera se mtize pohybovat po pasce obéma sméry.

Konfigurace TS se sklad4 ze stavu fidici jednotky, slova na pasce (od nejlevéjsiho do nej-
pravéjsiho neprazdného policka) a pozice hlavy na pdasce (v radmci slova na této pasce). Kon-
tigurace TS v sobé tedy zahrnuje vSe, co urcuje aktudlni stav vypoctu TS.

Vypocet zahajuje TS M v pocatecni konfiguraci, tedy v pocate¢nim stavu se vstupnim
slovem zapsanym na pasce a hlavou nad nejlevéjsim symbolem vstupniho slova. Pokud se M
nachézi ve stavu q € Q a pod hlavou je symbol a € ¥, pak krok vypoctu probiha nasledovné.

1. Je-li 6(g,a) = L, vypocet M kondi,

2. Je-llio(g,a) = (q',a’,2),kdeq € Q,a’ € ¥aZ € {L,N, R}, ptejde M do stavu q’, zapiSe na
pozici hlavy symbol a” a pohne hlavou doleva (pokud Z = L), doprava (pokud Z = R),
nebo hlava ztstane stat (pokud Z = N).

Z popisu toho, jak vypada vypocet Turingova stroje, vidime, Ze tabulka pfechodové funkce
je deklarativnim popisem toho, co se ma stat v kazdé konfiguraci. Zptisob programovani Tu-
ringova stroje ma tedy blizko k deklarativnim jazykdm.

TS M pfijima slovo w, pokud vypocet M se vstupem w skonéia M se po ukonceni vypoctu
nachdzi v pfijimajicim stavu. TS M odmita slovo w, pokud vypocet M nad vstupem w skon¢i
a M se po ukonceni vypoctu nenachdzi v pfijimajicim stavu. Fakt, Ze vypocet M nad vstup-
nim slovem w skon¢i, ozna¢ime pomoci M(w) | a fekneme, Ze vypocet konverguje. Fakt, ze
vypocet M nad vstupnim slovem w nikdy neskon¢i, ozna¢ime pomoci M(w) T a fekneme, Ze
vypocet diverguje.



Ptiklad 2.2.2 UkdZeme napiiklad TS, ktery p¥ijima jazyk {0"1" | n > 0}. Rozmysleme si nejprve

algoritmus, ktery by tento jazyk mohl rozpozndvat a kteryj potom budeme implementovat na TS.

1: Je-li vstup prazdny, pfijmi.

Neni-li prvnim znakem vstupu znak 0, odmitni.

Smaz pocatecni znak 0 a odjed hlavou na konec vstupu.
Neni-li poslednim znakem vstupu znak 1, odmitni.
Smaz posledni znak 1 a odjed hlavou na zacatek vstupu.
goto 1

Rozmysleme si nyni, jak tento algoritmus implementovat na TS. Nejprve popiSeme tabulkou pre-
chodovou funkci, potom teprve z ni vycteme, které stavy a znaky pdskové abecedy pottebujeme. Pocd-
tecnim stavem bude qo. Turingiiv stroj bude mit jediny pfijimajici stav q,. Z tohoto stavu nepovedou

.....

ga —q,a,7Z

QO//\ - QI/ /\/N

q0,0 — g2,A,R
g2,0 — g2,0,R
g2, 1 — g2,1,R
qg,/\ - qg,A,L
gs,1 — q4, AL
gs,1 — q4,1,L
41,0 — q4,0,L
gs, A — go, AR

Nyni polozime M = (Q, %, 6,40, F), kde

® Q = {QO/ (h/ ‘72/ q3/ f]4}/
® E = {OI 1/ A}/
* 0 je urcend vyse uvedenou tabulkou.

* F={q}

Uvédomme si, Ze odmitnuti neni ani tak ddno tim, co je napsané v prechodové funkci, jako spis
tim, co v ni napsané neni. Neni-li naptiklad pronim znakem vstupu 0, dojde k odmitnuti proto, Ze
v prechodové funkci 5(qo,1) = L, tedy tento prechod nent definovin.

V uvedeném piikladu jsme tiSe pfedpoklddali, Ze vstupni slovo se skladd pouzez0ala
neobsahuje prazdnd policka. To je nutné proto, abychom poznali konec vstupu. Kdybychom
povolili neomezeny vyskyt prazdnych policek, tak by nami zkonstruovany TS ve skute¢nosti
selhal na slovech typu 0"1"A¥0 pro libovolné k > 0. Ve skutecnosti by ale TS nebyl schopen
podobné ptipady rozpoznat, pokud by neznal dopfedu horni odhad na hodnotu k, protoZe
pokud by precetl nékolik znakti A, nemohl by poznat, je-li uz na konci vstupu, nebo jen jesté
nepfeskocil dostatek vloZenych mezer. Z téchto divodti se hodi pfijmout omezeni, podle néjz
nejsou znaky A soucasti vstupu. Mohli bychom sice pouZivat prazdnych poli¢ek naptiklad
k oddéleni jednotlivych ¢asti vstupu, ale k tomuto t¢elu miZeme klidné pouZit i jiny znak.

Ackoli jsme do formadlni definice nezahrnuli vstupni abecedu, budeme ji presto obcas
vyuZzivat, v naSem piipadé ptjde vétsinou o abecedu bindrni {0, 1}.

U Turingova stroje M nds miiZze jednak zajimat, zda dané slovo w pfijme, tedy zda jeho vy-
pocet nad slovem w skonéi v pfijimajicim stavu. MiiZze nas ale také zajimat, co po (pfipadném)
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ukonceni vypoctu nad slovem w zanecha Turingtiv stroj M na své pdsce. V tomto pripadé se
zajimame o to, jakou funkci M pocita. Kazdy Turingtv stroj pocitd pfirozenym zptisobem
¢astecnou funkci ¢ : ¥* — X" mapujici fetézce na jiné fetézce. Jde o ¢aste¢nou funkci, ne-
bot pro nékteré vstupy se vypocet M nemusi zastavit. Jako dalsi stuperi abstrakce budeme
uvaZzovat nejen jazyky, tedy mnoZiny fetézcfi, ale i mnoziny pfirozenych ¢isel. Zavedeme
si zde tedy i zplisob, jakym mohou Turingovy stroje pocitat pravé funkce nad pfirozenymi
¢isly. Pro kédovani ¢isel do fetézce, ktery mtizeme predat Turingovu stroji jako vstup na jeho
pésku, se zda ptirozené pouzit bindrnitho kédovani.

Definice 2.2.3 Rekneme, Ze TS M poéita (¢aste¢nou) funkci f : N — N, pokud pro x € N
stroj M s ¢islem x zapsanym na vstupu v bindrni soustavell skongi vypocet v konfiguraci se
slovem y zapsanym na pdasce v bindrni soustavé, praveé kdyz f(x) |= y. Pokud hodnota f(x)
neni definovana, pak M bud sviij vypocet neskon¢i, nebo po ukonceni vypoctu neni slovo na
pasce reprezentaci ¢isla v bindrni soustavé. V piipadé funkce vice proménnych pfedpokla-
dame, Ze ¢isla jsou na vstupu oddélend symboly ,#“. O funkci f, pro niZ existuje TS, ktery ji
pocita, fekneme, Ze je turingovsky vycislitelna.

Podobné jako u TS, u ¢astecné funkce f : IN — IN oznacime pomoci f(x) | fakt, Ze hodnota
f(x) je pro x definovédna, pomoci f(x) T ozna¢ime fakt, Zze hodnota f(x) pro x definovana neni.

Uvédomme si, Ze podle definice pocita kazdy TS pro kazdé n néjakou funkci n pro-
ménnych.

Ptiklad 2.2.4 Popiseme TS M, kteryy bude pocitat funkci f(x) = x + 1. Prdce stroje je v tomto
pFipadé jednoduchd a ¥idi se béZznym algoritmem na p¥ictent jednicky k bindrnimu &islu. Pokud je
vstup prazdny, zapise M na vstup 1 a skonci, zde je tieba dodat, Ze v d(le(ﬁnici pocitini funkce jsme
nespecifikovali, jak se md pocitajici Turingiiv stroj zachovat ve chvili, pokud vstup neni syntakticky
spravné zapsany. V tomto piipadé davi smysl uvizit prazdny vstup jako 0 a zapsat misto néj 1. Pokud
by se vsak ve vstupu tveba vyskytoval oddélujici znak ,#", nebude jiz vijsledek specifikovin, lépe feceno,
TS v tom ptipadé nebude mit definovanou pokracujici instrukci a neucini nic. V pfipadé, Ze je vstup
neprazdny, dojede M s hlavou na jeho posledni znak. Poté se vraci s tim, Ze dokud Cte 1, pfepisuje je
na 0 a ve chvili, kdy narazi na 0 nebo A, piepise znak na 1, poté se vriti na zacitek, to jen v pfipade,
kdy necetl A ale 0. Navrat na zacitek neni nutnosti, ale slusnosti, na konci tak bude hlava na pronim
znaku vystupu. Zdpis do instrukci je obsaZen v ndsledujici tabulce.

qa —q,d,Z

go,A — q1,A,N
q0,0 — g2,0,R
go,1 — g2,1,R
g2,0,R
g2, 1, R
gs, A, L
qs,0,L
qi,1,N

q2,0
g2, 1
ga, A
q3, 1
qs, A
q3,0
44,0

© o N O xR W N R

Q4, 1/L
Q4/ O/ L

N

[y
S

INamisto bindrniho kédovani &isla x bychom mohli vyuZit i unarniho kédovani pomoci 17, stejné jako jiné
neZ binarni soustavy, pokud se zajimame jen o feSitelnost, a nikoli o ¢as ¢i potfebny prostor, neni mezi tim
rozdil, nebot mezi riznymi zépisy ¢isel 1ze efektivné, tedy algoritmicky, pfevadét.
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11| g4,1 — q4,1,L
12| g4, A = g1, AR

V této tabulce predpoklidime, Ze qo je pocitecni a q, p¥ijimajici stav, a tedy pokud vydad stroj
spravny vysledek a nedojde k chybé, skonci prici pfijetim, coZ vSak neni pro vypocet funkce nutné.
Instrukce ¢islo 1 odpovidd zapsini ,1” misto prazdného slova a ukonceni price. Instrukce 2 az 6
odpovidaji pohybu hlavy na konec vstupu a piechodem zpét zpoza konce na posledni znak vstupu.
Instrukce 7 odpovidd piepisu 1 na 0 s ndvratem vlevo. Instrukce 8 a 9 ukonci prepis 1 na 0, bud
s ukoncenim price dojde-li na zacdatek vstupu v instrukci 8, kdy prepiSe A na 1 a skonci, nebo s ndvratem
na zacdtek ve zbyvajicich instrukcich, pokud M piepiSe 0 na 1 instrukci 9.

My nadale nebudeme popisovat stroje takto detailné rozepsanim jejich prechodové funkce,
zustaneme obvykle u slovniho popisu toho, jak bude dany Turingtiv stroj postupovat, poz-
déji se budeme i tomuto pfistupu vzdalovat a zistavat na vyssich drovnich popisu algo-
ritmu, to az se sZijeme s Turingovymi stroji natolik, abychom pfijali Churchovu-Turingovu
tezi za vlastni. Ackoli nasim vypocetnim modelem budou Turingovy stroje a RAM, nasim
zajmem jsou spise algoritmy a nikoli konkrétni vypocetni modely. Casto také budeme pou-
zivat pseudokdd odpovidajici spis vyssimu procedurdlnimu jazyku, pficemZ s odkazem na
Churchovu-Turingovu tezi poté prohldsime, Ze takto zapsany algoritmus by bylo 1ze imple-
mentovat na Turingovu stroji.

Néami popsany Turingtv stroj ma fadu variant, které jsou ekvivalentni co do vypocetni
sily. Jde napfiklad o TS s jednosmérné nekone¢nou péaskou; vicepaskovy TS; TS pfipoustéjici
vice hlav na jedné pésce, at uz ¢tecich ¢i zapisovych. Nékteré z téchto variant si probereme
v ramci cviceni. Zvlast vicepaskovy TS budeme v dals$im textu obc¢as vyuZivat. V p¥ipadé vice
pések je obvykle jedna paska urcena jako vstupni a jedna jako vystupni, pficemZ muze jit i
o jednu pasku. Ostatni pasky jsou pracovni. Casto navic plati omezeni, Ze na vstupni pasku
nelze zapisovat, ale 1ze z ni jen ¢ist, podobné na vystupni pasku I1ze ¢asto pouze zapisovat a
1ze se na ni pohybovat jen jednim smérem ve sméru zapisu, tedy doprava. Tato omezeni maji
vyznam zejména v pfipadé, kdy se za¢neme zabyvat omezenym prostorem a zvlasté tim,
kolik pracovniho prostoru potifebujeme ke zpracovani vstupu, v tom piipadé se neziidka
hodinepocitat do tohoto prostoru velikost vstupu a vystupu. Pocet pasek je pochopitelné pro
dany TS pevny a nezavisly na vstupu, stejné tak je pevna naptiklad velikost abecedy. V rdmci
cviceni si ukdZeme, jak prevést libovolny vicepdskovy TS na jednopaskovy TS, ktery pracuje
stejn€, toho, Ze 1ze tento prevod provést vyuZijeme v dalSim textu v né€kterych diikazech a
zejména pfi konstrukci univerzalniho TS.

Casto budeme vyuZivat zejména toho, Ze vicepaskové stroje jsou co do vypocetni sily
ekvivalentni s jednopédskovymi. Zkuste si tfeba rozmyslet, jak by bylo komplikované popsat
jednopdskovy stroj pro s¢itdni dvou bindrnich ¢isel oproti vicepaskovému stroji.

Zadefinujme si model vicepaskového stroje formalnéji.

Definice 2.2.5 k-paskovy deterministicky Turingav stroj M, kde k > 0 je celo¢iselna kon-
stanta, je pétice
M = (Q/ Z]/ 6/ (]0/ F)/

kde
* Q je kone¢nd mnozina stav,
* 3 je konec¢nd paskova abeceda, kterd obsahuje znak A pro prazdné policko,

o 5:QxYF > QXX X{R, N, L}*U{L} je pfechodova funkce, kde L oznacuje nedefinovany
prechod,



* o € Qje pocatecni stav a
* F C Qje mnoZina pfijimajicich stavti.
Vypocet k-paskového TS probiha podobné jako vypocet jednopaskového TS s témito rozdily:
* Na pocatku je vstup napsdn na jedné pasce, ktera je zvolena jako vstupni.
* Na konci je vystup uloZen na jedné pasce, kterd je zvolena jako vystupni.

* Béhem kroku TS precte symboly pod hlavami na v8ech paskach a postupuje podle pii-
slusné instrukce (pokud takové existuje), v tom pfipadé zapiSe vSemi hlavami soucasné
nové symboly a vykona pohyby hlav dané pfechodovou funkci, hlavy se pohybuji ne-
zavisle na sobé rtiznymi sméry.

Poznamka 2.2.6 Casto budeme ¥ikat, Ze jeden TS simuluje prici jiného TS, nap¥iklad univerzdlni
TS miiZe simulovat prdci jiného TS, jehoz kéd dostane na vstupu. Tento pojem nebudeme zavidét prilis
formdlné, nicméné budeme jej pouZivat v ndsledujicim smyslu. Je-li My TS, ktery simuluje TS M,,
pak predpoklidiame, Ze na nékteryich paskdch M, se néjakym zpiisobem postupné objevuje obsah pisek
stroje My a Ze z price M, Ize vycist vijpocet stroje M, pFicemz simulace jednoho kroku stroje My miiZe
vyZadovat provedent nékolika krokii stroje M.

Ponékud slabsim poZadavkem je, Ze k jednomu TS M3 s néjakou vlastnosti (napiiklad k-pdskovému)
zkonstruujeme jing TS My s jinou vlastnosti (naptiklad jednopdskovy), ktery p¥ijima tyz jazyk nebo
pocitd touz funkci, v tom pfipadé nepoZadujeme, aby vijpocet Ms probihal stejné jako vijpocet M,.

Nasledujici tvrzeni, které budeme ¢asto pouZzivat, si ukdZeme v rdmci cviceni.

Véta 2.2.7 Ke kazdému k-paskovému TS M existuje jednopdskovyy TS M’, kteryy simuluje prici M,
prijima tyz jazyk jako M a pocitd touz funkci jako M.

2.2.2 Ko6dovani TS a Godelovo ¢éislo

Nasim dal$im cilem bude dospét k univerzdlnimu Turingovu stroji. Univerzalni Turingtv
stroj (UTS) oc¢ekava na vstupu kéd ¢ili program Turingova stroje M a vstupni slovo w, jeho
vypocet potom simuluje praci stroje M nad slovem w ve smyslu, ktery jsme popsali v po-
zndmce @ UTS sviij vypocet skon¢i, pokud by i M skonéil vypocet a UTS ptijme, pokud
by i M pfijal. To, pro¢ viibec chceme dospét k univerzalnimu TS, ma nékolik dtvodi, za prvé
nas popis vypoctu Turingova stroje v ¢asti 2.2 je jist€ intuitivnim algoritmem, ktery popisuje,
jak simulovat praci TS zadaného jeho pfechodovou funkci. Pokud pfipustime Churchovu-
Turingovu tezi, méli bychom byt schopni takovy algoritmus pfepsat do podoby univerzal-
niho Turingova stroje, jeho konstrukci tedy mtizeme bratjako jakysi test Churchovy-Turingovy
teze. Druhym didvodem je, Ze chceme k Turingovym strojim pfistupovat urcitym zptisobem
uniformé a v fadé diikazti a argumentaci o Turingovych strojich se ndm bude hodit, Ze kazdy
Turingtiv stroj lze zakédovat do podoby ¢itelné univerzalnim Turingovym strojem. V nepo-
sledni fad€ je UTS sam Turingovym strojem a jeho konstrukce souc¢asné poslouZzi jako netrivi-
alni priklad TS, ktery ndm pomtzZe sZit se s modelem Turingovych strojii. Nez vSak budeme
moci popsat samotny UTS, musime néjakym zptisobem zakédovat program Turingova stroje
tak, aby jej byl UTS schopen zpracovat. Nase kédovani ndm posléze umoZzni kazdému TS pfi-
fadit pfirozené ¢islo. Navic, protoZe nami popsany UTS bude vyhovovat témto omezenim,
bude i UTS mit vlastni kéd a bude tedy schopen simulovat i sdm sebe.

Z technickych dtivodi se omezime na stroje, jejichZ vstupni i vystupni abeceda je pouze
dvouprvkova {0, 1}, to proto, Ze vstupni abeceda UTS musi obsahovat symboly vstupni abe-
cedy simulovaného stroje. MiZeme se omezit na libovolné velkou abecedu, volba bindrni
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abecedy je vhodna jednak v tom, Ze je dostate¢né mald, aby se s ni dobfe pracovalo, i do-
statecné velkd, aby do ni bylo 1ze jednoduse zakédovat cokoli. Mohli bychom ve skute¢nosti
uvaZzovat i jednoprvkovou vstupni abecedu, ale pak by popis kédovani byl zbyte¢né kompli-
kovany, protoze vSechno bychom museli rovnou zakédovat do jediného pfirozeného cisla
(to sice nakonec stejné uc¢inime, ale az ve druhém kroku). Na druhou stranu tfi prvky uzjsou
zbytecné moc. VSimnéme si, Ze paskovou abecedu stroje M nijak neomezujeme, jediné, co
vyZadujeme, aby spolu se symboly 0 a 1 vstupni abecedy obsahovala i symbol A prdzdného
policka.

Bez Gijmy na obecnosti budeme navic pfredpokladat, Ze kédovany stroj ma pouze jeden
prijimajici stav, coZ neni v podstaté Zddné omezeni, libovolny TS M 1ze totiZ trividlné pievést
na ekvivalentni TS M’, ktery mé jediny pfijimajici stav, z néjZz nevedou jiz zddné instrukce.
Pokud ma totiz M vice pfijimajicich stav{i, nebo z jeho pfijimajicich stavi vedou néjaké in-
strukce, pfidame k M novy stav g, a instrukce, které ve chvili ukoné¢eného vypoctu v n€kte-
rém z pfijimajicich stavi pfejdou do stavu ;. Pokud naopak TS M nema zadny pfijimajici
stav, pak ni¢emu nevadi, pokud k nému pfidame novy stav, ktery bude pfijimajici, ale ne-
bude do néj mozné prejit pomoci zddné instrukce.

Za podminek, které klademe na Turingtv stroj, staci k jeho popisu vhodnym zptisobem
zakodovat pfechodovou funkci. Dosud jsme uvaZzovali pfechodovou funkci zapsanou v ta-
bulce, coz je vlastné jiz jejim kédem ve vhodné abecedé, zapiSeme-li jednotlivé fadky tabulky
za sebe. Jeden fadek tabulky pfitom odpovidd jedné instrukci. Za¢neme tedy tim, Ze jednot-
livé instrukce zakédujeme v abecedé I' = {0,1,L, N, R, |, #,; } a zapiSeme je za sebe. Ve skutec-
nosti si pro jednu instrukci vystacime s prvni Sestici znakt, znak # posléze pouZijeme k od-
déleni jednotlivych instrukci a znak ; si zde rezervujeme, abychom jej pozdéji mohli pouzit
pro oddéleni kédu stroje od jeho vstupu na vstupni pasce univerzalniho TS. Poté pfevedeme
znaky abecedy I' do binarni abecedy {0, 1}, ¢imZ vznikne fetézec v bindrni abecedé popisujici
pfrechodovou funkci daného Turingova stroje.

Uvazme tedy TS M = (Q, %, 6, 4o, F). Budeme pfedpokladat, ze Q = {40,491, - .-, g,} pro né-
jaké r > 1, kde gy oznacuje pocéatecni stav a g; jediny pfijimajici stav (timto je dané ocislovani
stavil). Podobné budeme pfedpoklddat, ze ¥ = {Xo, X1, Xs, ..., X;} pro néjaké s > 2, kde X,
oznacuje symbol 0, X; oznacuje symbol 1 a X, oznacuje symbol pro prazdné policko, tedy
A, X3, ..., X (pokud s > 2) pak oznacuji dalsi symboly paskové abecedy stroje M. Instrukci
6(qi, X;) = (qr, X1, Z), kde Z € {L, N, R} oznacuje pohyb hlavy, zakédujeme fetézcem:

()sl(7)sl (k) sI(D)1Z

Zde pomoci (x)p oznacujeme zapis ¢isla x v binarni soustavé pomoci symbolti 0 a 1. Necht C;
az C, oznacuji kédy instrukci M, potom kéd stroje M vznikne jejich konkatenaci s pouZitim
oddélovace ,#“, tedy kodem M je fetézec:

C1#Co#.. #C 1 #C),

Znaky abecedy I' zapiSeme v bindrni abecedé kazdy pomoci tif bitti podle nasledujici ta-
bulky:

I [ked T | kod
0 | o000 R | 100
1 |oo1 | | 101
L | o010 # | 110
N | 011 ;|1
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Néhradou znakt v kédu jejich bindrnimi z4pisy dostaneme bindrni fetézec reprezentujici
prechodovou funkci M.
P¥iklad 2.2.8 Uwvazme napiiklad Turingiiv stroj pocitajici funkci f(x) = x + 1 z prikladu .
Zakédujeme-li jeho instrukce do fetézce v abecedé I, dostaneme:

qga —q,a',Z | kod

11 go,A = q1,A,N [ 0|10[1|10|N
2| 90,0 — g2,0,R 0|0|10]|0|R

3| q0,1 = g2,1,R O|1|10|1|R

4| g2,0 — g2,0,R | 10[0]10[0|R
5| g2,1 = g2, 1,R | 10[1]10/1R
6| g2,A — g3,A,L | 10/10[11]10|L
71 g3,1 — q3,0,L 11|1|11|0|L
81| g3,A = q1,1,N | 11[10[1|1|N
9| g5,0 — g4, 1,L | 11]0[100[1|L
10| 4,0 — q4,0,L [ 100|0[100|0IL
11| qu,1 — q4,1,L | 100[1]100/1]L
12| g4, A — g1,A,R | 100/10[1|10|R

Spojenim téchto kodii pomoci oddélovace # ziskdame kod:

Ol10|1110IN#0|0110/0I/R#0|1110|/1|R#10|0[10|0|R#
101111011 IR#10110111110|/L#11|1|1110IL#11|110|1|1|IN #
1110110011IL#100101100|0|L#100111100|11|L#10011011110|R

PrepiSeme-li tento kod do bindrni abecedy podle vijse uvedené tabulky, dostaneme bindrni fetézec ko-
dujici Turingiiv stroj M.

Vsimnéme si, Ze na potadi, v jakém ocislujeme stavy a znaky paskové abecedy ¢i v jakém
zapiSeme instrukce, nijak nezaleZi. Z toho plyne, Ze kazdy TS M miize mit mnoho rtznych
koéd, které jsou zcela ekvivalentni. Ve skute¢nosti pokud si uvédomime, Ze stavim (kromé g,
a gq) ¢i symboltm pédskové abecedy (kromé 0, 1, 1) mtizeme pfifadit libovolnd pfirozena ¢isla
anejen ¢isla z mnoziny {0, 1,...,|Q| — 1} v pfipadé stava ¢i {0, 1, 2, ..., |X| = 1} v pFipadé pas-
kové abecedy, a navic, Ze tato ¢isla mtizeme s pouZzitim uvozujicich 0 zapsat mnoha zptisoby,
ziskdme nekonecné mnoho fetézcti, které koduji tyZz TS. To je naprosto v poradku, podobné
kdyZz v programu v jazyce C pouZzijeme rtizné nadzvy proménnych ¢i funkci, dostaneme rtizné
zdrojové kédy, ttebaZe na programu samotném jsme nic nezmeénili. Zfejmeé ne kazdy bindrni
fetézec kéduje néjaky TS (pocet bithi v syntakticky sprdvném fetézci musi naptiklad byt déli-
telny tfemi), abychom se vyhnuli technickym obtiZim s tim spojenym, budeme pfedpokladat,
Ze pokud bindrni fetézec w nekéduje zadny TS, odpovida w , prazdnému” TS, ktery okamZité
po zahdjeni prace skon¢i se zamitnutim vstupu. K tomu staci, pokud neobsahuje Zadné in-
strukce a pocatecni stav neni soucasné pfijimajicim, coz v nasem pfipadé¢ ani nemftize byt. To
odpovida tomu, Ze pokud univerzalni stroj dostane na vstup Spatné zapsany program Tu-
ringova stroje, odmitne jej jako syntakticky chybny, aniz by odsimuloval jediny krok stroje
na vstupu. Poznat, zda dany fetézec je syntakticky spravnym kédem Turingova stroje, 1ze
pfritom celkem snadno. BliZe si to popiSeme pfi konstrukce univerzalniho Turingova stroje.
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Méjme bindrni fetézec w a pfifadme mu pfirozené ¢islo jehoZ bindrni zapis je 1w. Prazd-
nému fetézci ¢ tak odpovida 1, fetézci 0 odpovida ¢islo 2, fetézci 01 odpovida ¢islo 5 a tak
podobné. Toto pfifazeni je zfejmé vzajemné jednoznacné, tj. kladnému ¢islu jednoznacéné od-
povida fetézec a naopak, dostali jsme tedy ocislovani bindrnich fetézct, i-ty fetézec budeme
oznacovat pomoci w;. Dtivod, pro¢ musime pouzit ¢islo dané 1w a ne pfimo w je ten, Ze na-
priklad 000 je jiny fetézec, nez 0, coZ ndm 1 na zac¢atku umozni rozlisit. Timto jsme nepfifadili
zadny fetézec ¢islu 0, mohli bychom sice odedist jedna od vysledného ¢isla a tim posunout
¢islovani k 0, ale tim bychom ztratili pfimocarost pfevodu. Misto toho budeme uvaZovat, Ze
¢islu 0 odpovida prazdny fetézec. Vznikla nejednoznacnost, totiz Ze nyni prazdnému fetézci
odpovidaji dvé ¢isla 0 a 1, ndm nebude ¢init obtiZe.

Je-li w, kédem TS M, pak e nazveme Godelovym ¢éislem stroje M. ProtoZe jsme piifadili
prazdny stroj i fetézctim, které nekéduji zaddny TS, dostali jsme tak o¢islovani viech Turingo-
vych stroji a naopak kazdému pfirozenému ¢islu jsme pfifadili néjaky Turingtv stroj (tém
¢islam, jimZ odpovidajici fetézec neodpovida syntakticky spravnému kédu TS jsme prifadili
prazdny TS). Stroj s ¢islem 0 budeme také uvaZovat jako prazdny. Turingtiv stroj s Godelo-
vym ¢islem e, tedy s kédem w,, budeme oznacovat pomoci M,. Vime, Ze jeden Turingtv stroj
muZe mit nekone¢né mnoho bindrnich fetézct, kteréd jej koduji, a ma tedy i nekone¢né mnoho
Godelovych ¢isel.

2.2.3 Rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky

Nyni jsme pfipraveni upfesnit to, co minime algoritmicky feSitelnym problémem. Mé&me TS
M, pomoci L(M) oznac¢ime jazyk slov p¥ijimanych M, tj. L(M) obsahuje slovo w pravé tehdy,
kdyz se vypocet M nad w zastavi a M skon¢i v pfijimajicim stavu, tedy ptijme slovo w. Slovo
w do L(M) nepatfi, pokud jej M odmitne, nebo pokud se vypocet M nad w nezastavi.

Jazyk L je rekurzivné spocetnyj (také bychom mohli fici cdstecné rozhodnutelnyj), pokud exis-
tuje TS M, pro n&jz L = L(M). Jazyk L je rekurzivni (také rozhodnutelnyj), pokud existuje TS
M, ktery se vzdy zastavia L = L(M). Ziejmé plati, Ze kazdy rekurzivni jazyk je i rekurzivné
spocetny. Jakykoli rozhodovaci problém se da formulovat jako jazyk fetézcti popisujicich po-
zitivni instance a otdzku, zda dané slovo — instance problému — patfi do tohoto jazyka, tedy
je kladnou instanci daného problému. Pojem rekurzivniho jazyka se tedy podle Churchovy-
Turingovy teze shoduje s tim, co intuitivné povaZujeme za algoritmicky feSitelny rozhodo-
vaci problém. Diky tomu, Ze jsme ocislovali Turingovy stroje, mame rovnou ocislované i re-
kurzivné spocetné jazyky, pomoci L, oznacime jazyk pfijimany strojem M,, tj. L, = L(M,).

Nyni se naskyta pfirozenda otdzka, zda jsou vSechny jazyky rekurzivné spocetné. Odpo-
véd je velmi jednoduchd, neni to mozné proto, Ze rekurzivné spocetnych jazyki je jen spo-
¢etné mnoho, jelikoZ se nam je podaftilo ocislovat pfirozenymi ¢isly, zatimco uz vSech jazykt
nad jednoprvkovou abecedou, tedy podmnozin 1%, je nespocetné mnoho. Kazdy jazyk nad
jednoprvkovou abecedou {1} Ize totiZ jednoznac¢né identifikovat s mnoZzinou pfirozenych ¢i-
sel a téch je nespocetné mnoho. V tomto smyslu je jazykti nad bindrni (i jakoukoli vétsi) abe-
cedou stejné mnozstvi, nebot kazdy jazyk nad bindrni abecedou si vzdjemné jednoznac¢né
odpovida s jazykem nad jednoprvkovou abecedou diky ocislovani fetézcti, které jsme prave
popsali. Z téchto tivah plyne, Ze ve skutecnosti vétsina jazykt rekurzivné spocetnych neni,
tim spiSe to plati o jazycich rekurzivnich, a tedy algoritmicky rozhodnutelnych problémech.
To, Ze vétsina problémt neni algoritmicky rozhodnutelnych, nds ale nemusi vétSinou trapit,
protoZze obvyklé praktické problémy rozhodnutelné jsou.

Nejjednodussi ukazku jazyka, ktery neni rekurzivné spocetny, predstavuje asi diagonalni
jazyk Lpiac, ktery definujeme nasledujicim zptisobem.

Lpiac = {w; € {0, 1}" | w; ¢ L(M;)}
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Dtivod, proc¢ se tomuto jazyku fikd diagonaliza¢ni je ndsledujici, predstavime-li si tabulku,
v niZ sloupce jsou indexovany ¢isly Turingovych stroji a fadky ¢isly fetézctl, dostaneme jazyk
Lpiac jako negaci diagondly této tabulky.

Véta 2.2.9 Jazyk Lpjac neni rekurzioné spocetny.

Dukaz: Sporem pfedpokladejme, Ze existuje Turingtiv stroj M, pro néjz Lpjag = L(M). TS
M ma jisté néjaky kéd a odpovidajici Godelovo &islo e, tedy Lpiag = L(M,). ProtoZze Lpjac =
L(M,), plati, ze w, € Lpjac, pravé kdyz w, € L(M,). Na druhou stranu v8ak podle definice
Lpiac je we € Lpjac ekvivalentni tomu, Zze w, ¢ L(M,). Dohromady dostdvdme, Ze w, € Lpjac,
pravé kdyZz w, ¢ Lpiag, cozZ pochopitelné neni mozné, a dosli jsme tedy ke sporu. Uvedené
ekvivalence miZeme rozepsat nasledujicim zptisobem:

w, € L(M,) © w, € Lpiac © w. € L(M,) ,

kde prvni ekvivalence vyplyva z toho, Ze Lpjac = L(M,) a druhd ekvivalence z definice Lpjac.
Drtikaz je nejjednodussi ukdzkou diagonalizace a je zaloZen na témz principu jako diikaz
toho, Ze redlnych ¢isel neni spocetné mnoho. =

Ackoli definice jazyka Lpjac vypada ponékud umeéle, jiz zanedlouho jej vyuZzijeme pfi
zkoumani jazyka univerzalniho Turingova stroje. K vlastnostem rekurzivnich a rekurzivné
spocetnych jazykti a mnozin se dostaneme pozdéji, ale uz nyni si mtizeme ukazat dvé nejza-
kladngjsi, které budeme casto pouzivat. Obé tvrzeni dohromady jsou jen ¢ésti ekvivalence,
které se i1kd Postova véta. Pomoci L budeme oznatovat dopln&k jazyka L, tedy L = {0, 1}*\ L.

Lemma 2.2.10 Pokud je L rekurzivni jazyk, je rekurzioni i L.

Diikaz: Predpokladejme, Ze L je rekurzivni jazyk, coZ podle definice znamenad, Ze existuje
TS M, ktery se vzdy zastavia L = L(M). Turingfiv stroj M’, ktery piijima jazyk L (4. L = L(M’))
pracuje stejné jako M, jen na zavér neguje odpovéd, tj. M’ vypada stejné jako M jen u néj
prohodime vyznam pfijimajictho a nepftijimajiciho stavu. Pfesnéji, je-li M = (Q, %, 6,90, F),
pak mtizeme polozit M’ = (Q,%,0,40,Q\ F). =

Trochu sloZitéjsi je nasledujici tvrzeni.
Lemma 2.2.11 Jsou-li L i L rekurzivné spocetné jazyky, pak L je rekurzion{ jazyk.

Dukaz : Méjme TS M, a M, takové, ze L = L(M,) a L = L(M,). Sestrojime TS M, ktery se
vzdy zastavi a bude platit, ze L = L(M). Idea prace M je jednoducha — pust M, i M, paralelné
a pockej az jeden z nich skoné{ piijetim, protoze kazdé slovo patii bud do L nebo do L, je
ztejmé, Ze se M zastavit musi. Pokud skon¢i M, a pfijme, M pfijme také. Pokud M, skon¢i
pfijetim, M skon¢i odmitnutim. L(M) je zfejmé rovno L a M se vzdy zastavi. Nejjednodussi
je uvazovat stroj M jako dvoupdskovy, pfi¢emZ na kazdé pasce je simulovan jeden stroj. To
si mtizeme dovolit proto, Ze libovolny k-paskovy TS lze pfevést na ekvivalentni jednopas-
kovy dle véty . Protoze M je stroj, ktery se vZzdy zastavi a pfijimé L, dostdvame, ze L je
rekurzivni jazyk. VSimnéte si, Ze ze téhoz davodu je i L rekurzivni jazyk.

Formalni popis stroje M je pouze technickou zélezitosti, nicméné pro tiplnost si jej uve-
deme. UkdZeme si na tom, jak podobné tipravy Turingova stroje na jiny vypadaji. Pfedpokla-
dejme, ze M, = (Qu, X, 04, 9% Fo = {q°}) a My = (Qu, S, 61, g5, F» = {44}), bez Gjmy na obecnosti
tedy predpokladame, Ze kazdy z téchto strojii ma praveé jeden pfijimajici stav a navic Ze oba
stroje maji shodnou pédskovou abecedu (v opa¢ném piipadé by stacilo uvazit sjednocent je-
jich paskovych abeced). Popiseme M = (Q, %, 0,90, F), kde Q = Q, X Qp U {90,91,92,93} a
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F = {q.}. Pfredpokladejme, ze M ma dvé pasky, pficemz prvni z nich odpovidd M, a druha
My, a popiSme definici pfechodové funkce 0.

Na pocatku své prace musi M okopirovat vstup z prvni pasky, na které jej ocekava, i
na druhou pasku pro stroj M,. K tomu poslouZzi instrukce, ty, které jsou parametrizované
znakem x € 3, pfidame do instrukéni sady ve vSech kopiich pro kazdy znak x zvlast.

5(0]0, X, A) = (5]2, X, X, R/ R)

5(q0,4,4) = (46,90, 4, A, N,N)
0(g2,x,A) = (g2,%,x,R,R)
0(g2,A,A) = (g3,A,A,LL)
0(gs,x,x) = (q3,%,x,LL)
(a5, A, A) = (6,90, A, A, RR)

Dalsi instrukce zabezpecuji paralelni béh stroji M, a M, a jsou odvozené od jejich prechodo-
vych funkdi.

* Pro kaZdou dvojici instrukef 6,(q,, %) = (q,, X', Z4), 06(q0, ¥) = (9,, Y, Zv), kde q,, q; € Qu,
9o, q, € Qu, X, %", Y,y € ¥ aZ,, Zy € {L, N, R}, pfidame instrukci:
6([(111’ qb]’ xl ]/) = ([q;/ %L x,/ }/// Za/ Zb)

* Pro kazdou dvojici instrukei 6,(q,, x) = (95, X', Za), 65(qs, y) = L, kde g4, 9., € Qa, g» € Qb,
x,x',y € ¥aZ, €{L,N,R}, pfiddme instrukci:

L q = 4
6 ar 7 7 -
(14a: 46l . y) {(th,x, y,N,N) jinak

V ptipadé, Ze stroj M, ukondil svou ¢innost, pak jsou dvé moZznosti, bud pfijal, v tom
piipadé vstupni slovo w € L(M,;) = L, a tedy M(w) odmitne, pokud M, slovo w odmitl,
pak w € L, a tedy M(w) pfijme.

* Podobné pro kazdou dvojici instrukci 6,(q., x) = L, 6p(qs,y) = (q,,Y', Zs), kde g, € Q,,
9,9, € Qu, X, Y,y €XaZ, € {L, N, R}, pfidame instrukci:

(‘h;x/]//N/N) qﬂ = q‘i
1 jinak

6([qa, gu], %, y) = {

V piipadé, Ze stroj M, ukondil svou ¢innost, pak jsou dvé moZznosti, bud pfijal, v tom
piipadé vstupni slovo w € L(M,) = L, a tedy M(w) pfijme, pokud M, slovo w odmitl,
pak w ¢ L, a tedy M(w) odmitne.

* A nakonec vyfesime pfipad, kdy by oba stroje skon¢ily soucasné. Pro kaZzdou dvojici
instruket 6,(45, x) = L, 6s(qs, y) = L, kde x,y € ¥ a q, € Q, pfiddme instrukci:

6(1q1,90), %, v) = (91, %, y,N,N)
n
Lemma a dohromady dévaji nasledujici ekvivalenci. K ni se dostaneme jesté
jednou ve verzi pro rekurzivni a rekurzivné spocetné mnoziny.

Véta 2.2.12 (Postova) Jazyk L je rekurzivni tehdy a jen tehdy, kdyZ L i L jsou rekurzivné spocetné
jazyky.

K dal$im vlastnostem rekurzivnich a rekurzivné spocetnych jazykti a mnozin se dosta-
neme pozdeéji.
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2.2.4 Univerzalni Turingav stroj

Vstupem univerzalniho TS, ktery si ozna¢ime jako U, bude dvojice w; x, kde w je k6dem TS M
v bindrni abecedé a x je vstupni bindrni fetézec nad nimz chceme praci M simulovat. Znak
;" z abecedy I' o¢ekava UTS téZ v binarni abecedé, tedy jako ,,111” (viz podsekce ).
UTS bude simulovat praci M ve smyslu, ktery jsme popsali v pozndmce . Zejména tedy
vypocet U(w; x) |, praveé kdyz M(x) | a v tom ptipadé U(w; x) vyda i tyz vysledek, tj. pfijme
pravé kdyz pfijme M(x) a pfipadné na jedné z pasek ponechd kone¢ny stav pasky M po
ukonéeni vypoctu nad x.

UTS popiSeme jako ttipaskovy, protoZe je to technicky jednodussi, neZ popisovat jedno-
paskovy UTS. To si miZeme bez Gjmy na obecnosti dovolit proto, Ze kazdy k-paskovy Tu-
ringtiv stroj lze prevést na jednopéskovy dle véty . Pfi popisu UTS se budeme nadale
odkazovat pfimo na fetézce v abecedé I' misto toho, abychom pracovali s jejich reprezentaci
v bindrnim abecedé&, nutnost precteni tif znakt, aby UTS rozpoznal jeden znak v abecedé I
je snadno feSitelna zaleZzitost, kterou se nebudeme zatéZovat.

Rozdéleni funkci pasek UTS je nasledujici:

1. Vstupni paska. Na vstupni pasce je na poc¢atku uveden kéd simulovaného stroje M a jeho
vstup. Jako oddélovace mezi témito ¢astmi pouZzijeme znak ’;’ z abecedy I'. Na vstupni
pasku béhem vypoctu UTS nezapisuje, pouze ji ¢te a na zavér na ni pfepiSe obsah pasky
stroje M po ukonceni jeho vypoctu.

2. Pracovni paska M. Tato péska je v prabéhu vypoctu vyuZita k uloZeni slova na pracovni
pésce M. Pfipomerime si, Ze paskovou abecedu stroje M jsme nijak neomezovali, jeji
znaky sina tuto zakédujeme v bindrni abecedé stejné, jako je tomu v kédu prechodové
funkce M. At b oznacuje délku nejdelsiho zdpisu znaku paskové abecedy v kédu w Tu-
ringova stroje M (da se tedy s jistou rezervou ¥ici, Ze hodnota b odpovida [log, [X[], kde
¥ je paskova abeceda simulovaného stroje M. Pak tato paska bude rozdélena do bloki
délky b oddélenych symbolem ,, | “. Kazdy blok bude kédovat obsah policka pracovni
pasky stroje M tymz zptisobem, jakym je dany znak zakédovany v kédu w prechodové
funkce stroje M, doplnény nulami na zac¢atku na délku b (jde o bindrné zapsané ¢islo
symbolu, jehoZ hodnotu nuly pfidané na zacatek neméni). Polohu hlavy stroje M si UTS
pamatuje polohou hlavy na této pracovni pasce.

3. Stavovd pdska M. Na této pdasce je uloZen stav, v némz se aktudlné stroj M nachézi. Stav
gi s ¢islem i je zakédovéan jako (i), tedy jako ¢islo i zapsané bindrné. Jde o totéz islo,
které 1ze vycist z prechodové funkce M uloZené v fetézci w na 1. pésce.

Nyni mt@izeme popsat, jak UTS na daném vstupu pracuje.
1. UTS nejprve zkontroluje syntaktickou spravnost vstupu. Konkrétné:

(a) Nalezne oddélujici sttednik, pokud se ve vstupu nenachdzi, skon¢i UTS préci od-
mitnutim.

(b) Soucasné s hledanim stfedniku kontroluje, zda se kéd skladé ze spravné zapsa-
nych kédt jednotlivych instrukci oddélenych znakem ,#“. Pokud tento test kdy-
koli selZze, UTS se zastavi s odmitnutim vstupu. Pfipomerime, Ze kod instrukce musi
mit tvar (i)l(j)sl(k)sl(I)5|Z, kde (t)g 0znacuje bindrni zdpis Cisla t a Z € {L, N, R}.

(c) Soucasné stroj pocita délku nejdelsitho bloku pro zdpis znaku b, to mtize ucinit
tak, Ze pred ¢tenim znaku v kédu instrukce se vrati na zacatek 2. pasky, poté se
¢tenim znaku piSe na 2. pasku znaky 0. Na konci po projiti vSech znakt ztistane
na 2. pasce nejdelsi posloupnost 0.
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(d) Soucasti syntaktické kontroly by mohl byt i test toho, zda se v kédu nenachézeji
dvé instrukce s tymz displejem — tedy vstupni dvojici (stav, znak), tj. test toho, zda
je stroj na vstupu deterministicky. My tento test vynechame, i kdyZ by jej bylo 1ze
jednoduse provést s pomoci nékteré z pracovnich péasek a s vice priichody kédu
w. Chovéani UTS bude takové, ze ve chvili, kdy pro jednu dvojici (stav, znak) jsou
v kédu w zapsany dvé instrukce, pouZije se ta, ktera je zapsand vice vlevo.

2. VSimnéme si, Ze testy z pfedchoziho kroku Ize provést na jeden priichod (kromé pii-
padného testu determinismu) a UTS je skoné¢i na prvnim znaku vstupniho slova x. Nyni
UTS prekéduje vstup x na 2. pasku, tedy pracovni pasku M. Pfi¢emZ znak 0 zapiSe jako
0” a znak 1 jako 0°7'1, mezi kazdé dva takovéto kody znaki zapise UTS oddélovad

| “. To miize udinit proto, Ze v kédovéni abecedy popsaném v sekci odpovida

znaku X, = ‘0’ ¢islo 0 a znaku X; = "1’ ¢islo 1. Pocet znakti b na zapsani jednoho ¢isla
kédujictho znak abecedy je na pocatku uloZzen na 2. pasce ve formé fetézce 0°. Vzdy,
kdyz pottebuje UTS ptiformatovat dalsi blok délky b, formatuje ho na délku totoznou
se sousedicim blokem. To mtiZe ucinit napiiklad tak, Ze si bude oznacovat naposledy

prepsané policko v pfedchozim bloku, tj. miizeme pfepisovat vzdy O na 0" a 1 na 1’

nebo si miiZzeme pamatovat oznacenou ¢islici a psat misto ni na chvili tfeba #, to pokud

nechceme zvétSovat abecedu proti I'. Zapsanou znacku si posouvame spolu s pfipiso-
vanim 0 do nové vytvafeného bloku.

3. Po ptekédovani vstupu se vrati UTS na zacatek 2. pasky.

4. Na 3. pasku zapiSe UTS znak 0, tedy bindrn€ zapsané ¢islo poc¢ate¢niho stavu g stroje
M.

5. Nasleduje simulace jednotlivého kroku stroje M, ktera se opakuje, dokud existuje in-
strukce, kterou lze pouZit na soucasnou konfiguraci. Na zacatku kroku predpokla-
dame, ze hlava na vstupni pasce je na prvnim symbolu kédu stroje M, na 2. péasce,
tedy pracovni pésce M, je hlava na zacatku symbolu, ktery je ¢ten strojem M a na 3.
stavové pasce je hlava na zac¢atku zakédovaného stavu.

(a) Nejprve musi UTS najit instrukci, kterou je mozné pouZzit, to udéla prichodem
kédu w stroje M s tim, Ze u kazdé instrukce se porovnédva vychozi stav se slovem
na stavové pasce a vychozi znak se ¢tenym znakem na pracovni pésce.

(b) Pokud UTS dojde na konec kédu, aniz by nasel vhodnou instrukci, pak simulace
M kondi.

(c) Pokud UTS najde instrukci, pak odsimuluje jeji provedeni, to spoc¢ivéd v nésleduji-
cich krocich.

i. Nejprve UTS zapiSe na stavovou pédsku ¢islo nového stavu.

ii. Dal8im krokem je pfepsani poli¢ka na pracovni pasce, znak zapisuje UTS od-
prava od konce pfislusného bloku 2. pasky, pficemz jej zleva doplni nulami
do délky b.

iii. Zbyva vykonat pohyb stroje M, coZz je uz jednoduchd zdaleZitost, pokud by se
pfi pohybu pfesunul M nad prazdné nenaformétované policko ‘A’ je tieba
je nahradit kédem prazdného policka, protoZe je pevné uréen kéd X, ='A’,
je kédem prazdného policka fetézec ,0°7210”. (Z toho plyne, Ze b musi byt
alespon 2 i tehdy, kdyZz A neni v kédu w zminéno.) To lze na zacatku i na
konci paskového slova ucinit bez dalsitho posunu pasky.
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6. Na konci jesté musi UTS provést tiklid, na vstupni pasku prepiSe obsah pracovni pasky
s pfekédovanim zpét do abecedy {0, 1}, pokud na pracovni pasce jsou i jiné znaky nez 0
a 1, pak UTS skondf, to odpovida tomu, Ze M nesplituje podminku vyZadujici, aby jeho
vystupni abeceda obsahovala jen znaky 0 a 1. Tento krok je vhodny pro situaci, kdy M
provadi néjakou transformaci nebo pocita funkci.

7. Na zavér pfecte UTS stav uloZeny na stavové pasce, pokud je na ni ¢islo 1, coz je ¢islo
pfijimajictho stavu g,, pfejde UTS do pfijimajictho stavu, v opaéném piipadé skonci
Vv jiném neZ pfijimajicim stavu.

Z konstrukce UTS je ziejmé, Ze spliiuje poZadavky na néj kladené. Nejde sice o zcela
formélni popis, protoZe jsme nevypisovali instrukce UTS, ale to neni ani nasim cilem, ndm
tato troveri zcela postaci.

2.2.5 Univerzalni jazyk a problém zastaveni

Univerzalnim jazykem nazveme L, = L(U), kde U oznacuje UTS.
Véta 2.2.13 Univerzilni jazyk L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzioni.

Dikaz: To, Ze L, je rekurzivné spocetny jsme ukézali tim, Ze jsme popsali TS U, ktery jej
prijima. Zbyva tedy ukazat, Ze neni rekurzivni. Intuitivné je tento fakt zfejmy, pokud je vii-
bec néjaky rekurzivné spocetny jazyk nerekurzivni, pak to jisté mZeme fici i o L,, nebot
tento jazyk mda v sobé zakédované vSechny rekurzivné spocetné jazyky. Podle véty
sta¢i ukézat, Ze L, neni rekurzivné spocetny. Budeme postupovat sporem, ptedpokladejme
tedy, Ze existuje TS M, ktery p¥ijima jazyk L,, tedy L, = L(M). Pomoci stroje M zkonstruu-
jeme stroj M’, ktery bude pfijimat diagonaliza¢ni jazyk Lpiag. Z véty 2.2.9 uz vime, e Lpac
neni rekurzivné spocetny a dospéjeme tim tedy ke sporu. M’ se vstupem w bude pracovat
nésledujicim zptisobem:

1. Pokud w nekéduje Turingtiv stroj zptisobem, jaky jsme popsali pti popisu UTS, pak w
odpovidé prdzdnému Turingovu stroji, ktery vzdy odmitne a M’(w) tedy pfijme.

2. Pokud je w syntakticky spravnym kédem Turingova stroje, pak M’ zavolda M(w; w), tedy
Turingtv stroj M, jemuZ na vstup pieda dvojici fetézcti w a w. (Stroji M jsou predény na
vstupu oddélené znakem ,;” v abecedé I', tedy 111 v bindrnim z4pisu.) M’ se zachova
podle M, tedy pfijme, odmitne, nebo se nezastavi podle toho, jak se zachova M.

Neni tézké nahlédnout, Ze takto popsany stroj M’ pfijima jazyk Lpjac, protoze M’ (w) ptijme
pravé kdyz w je validnim kédem TS N a N(w) nepfijme, coz je ekvivalentni tomu, ze U(w; w)
nepfijme a M(w;w) p¥ijme. Fakt, Ze L(M’) = Lpjac, je v8ak ve sporu s tim, Ze Lpjac neni
rekurzivné spocetny. m

Technika, kterou jsme zde pouZili, tedy pfevod problému Lpiac, 0 kterém uz néco vime,
najiny, tedy L,, o kterém chceme néco zjistit, je obvyklou technikou jak v teorii vycislitelnosti,

Problém zastaveni, tedy Halting problém, je asi nejzndméjsim algoritmicky nerozhodnu-
telnym problémem. Instanci problému je dvojice (M, x), kde M je Turingtiv stroj a x je vstupni
slovo. Ptdme se na to, jestli se vypocet M nad vstupem x zastavi, tj. jestli M(x) |. V nasem ko-
dovani lze tento problém zachytit jako otazku néleZeni do nésledujiciho jazyka:

Lyarr = {w; x | w kéduje TS M a M(x) |}
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Pfitom za zdpisem w;x miZeme vnimat jak zdpis kédu v abecedé I', tak jeho bindrni pre-
pis, jak byl popsan v sekci . MozZnosti je vSak pochopitelné vice a nezaleZzi pfili$ na tom,
jak provedeme zakédovéni tohoto problému do jazyka. UkaZeme si, Ze problém zastaveni,
tedyjazyk Luart, je sice rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni. Uvédomme si, Ze tuto praci
jsme jiz ve skute¢nosti ucinili ve vété . Rozdil mezi univerzalnim jazykem a problémem
zastaventi je totiZ jen v jednom detailu. My jsme definovali pfijeti slova Turingovym stro-
jem pomoci pfijimajictho stavu. Pokud bychom definovali pfijeti slova zastavenim, tj. slovo
x by bylo strojem M pfijato, pravé kdyz M(x) |, pak by pojmy univerzélniho jazyka a pro-
blému zastaveni splynuly. Neni tedy pfekvapivé, Ze dikaz véty je analogicky diikazu
véty .

Véta 2.2.14 Problém zastaveni je rekurzivné spocetnyj, ale neni rekurzioni. Presnéji, jazyk Lyarr je
rekurzivné spocetnyj, ale neni rekurzioni.

Dukaz : Fakt, Ze Lyarr je rekurzivné spocetny je ziejmy z existence univerzéalniho Turin-
gova stroje. Slovo w; x patfi do Lyarr, pravé kdyz U(w; x) |, Diagonalizaci ukazeme, ze do-
plnék jazyka Lyarr, tedy Lyarr neni rekurzivné spocetny, ¢imz bude diikaz dokoncen diky
véteé . Predpokladejme pro spor, Ze existuje stroj M, ktery pfijima jazyk Lyarr, tedy
Lyarr = L(M). Nyni definujme jazyk L = {w; € {0,1} | Mi(w;) T}, jde vlastné o diagondlu
Lpart. S pomoci stroje M sestrojime nyni stroj M, (ptijde tedy o e-ty TS) pfijimajici jazyk L.
Po obdrzeni fetézce w;, zkontroluje M,, zda w; je syntakticky spravnym kédem Turingova
stroje a pokud ano, spusti M(w;; w;). Pokud M(w;; w;) pfijme, pak pfijme i M,(w;), v opac-
ném piipadé se M,(w;) zacykli a nezastavi se, tj. M,(w;) T. To u¢ini i v pfipadé, zjisti-li, ze
w; nekéduje syntakticky spravné Turingtiv stroj a odpovida tedy prazdnému TS (to je zde
nutné odlisit jen proto, Ze kdyby w; obsahovalo oddélovac ’;’, pak by w;; w; mohlo odpovidat
vypoctu jiného stroje nad jinym vstupem). Takto zkonstruovany stroj M, ma tu vlastnost, Ze
pfijme sviyj vstup prave kdyz se zastavi. Zfejmé plati, ze L(M,) = L. Nyni se podivejme, jestli
w,, tedy kéd M, patii do L, nebo ne.

1. Pokud w, € L, znamend to, Ze se M,(w,) zastavi a ptijme, protoze L = L(M,), to ale
soucasné znamend, ze M.(w,) T podle definice L, coZ je pochopitelné ve sporu.

2. Nyni pfedpokladejme, ze w, ¢ L, ale podle definice L to znamend, ze M,(w,) |. Podle
toho, jak jsme si popsali M,, znamena to, Ze ptijme slovo w,, z toho dostaneme w, €
L(M,) = L, coZ je v8ak ve sporu s pfedpokladem.

Jazyk L pouZzity v diikazu neni nic jiného nez Lpjac, pokud bychom predpokladali, Ze TS
pfijimaji zastavenim v jakémkoli stavu. =
2.2.6 Cviceni

Konstrukce Turingovych strojt

V nasledujicich cvi¢enich mtiZete pro konstrukci Turingovych stroji pouZzit model k-paskového
stroje, pokud se vam to hodi. Pod , Turingovym strojem, ktery rozpoznava jazyk L,” minime
Turingtiv stroj M, ktery se vzdy zastavi a L = L(M). ,Sestrojte” znamena vcetné instrukci.
,Popiste” znamend popiste praci odpovidajictho Turingova stroje bez rozepisovani instrukci.

1. Sestrojte Turingtiv stroj, ktery rozpoznava jazyk palindromt (pomoci w® ozna¢ujeme
zrcadlové obracené slovo w, tj. napsané pozpatku):

L = {ww® |w € {0, 1}
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. Sestrojte Turingtiv stroj, ktery rozpoznava jazyk

L={a"b"c" | n>0}.

. Sestrojte Turingtiv stroj, ktery po¢itd funkci s¢itani f(x, y) = x + y.

. Popiste, jak by pracovaly Turingovy stroje pocitajici funkce f(x,y) = x - y (ndsobeni),

f(x,y) = x div y (celociselné déleni), f(x, y) = x mod y (zbytek po celo¢iselném délen).

. Popiste, jak by pracoval Turingiv stroj rozpoznévajici jazyk

L = {a'bic*|i= jneboi = k}.

. Popiste, jak by pracoval Turingfiv stroj rozpoznévajici jazyk

L={abc|i= jnebo i = knebo j = k}.

Popiste, jak by pracoval Turingtv stroj, ktery prevadi ¢islo x zakédované undrné, tj.
fetézcem 1%, na ¢islo x zakédované bindrné, tj. (x)p. Rozmyslete si i pfevod opaénym
smerem.

. Popiste Turingtv stroj, ktery pfijimd jazyk

L = {x € {0,1}" | x je bindrni reprezentaci prvocisla}.

. Popiste, jak by pracoval Turingtiv stroj M, ktery ignoruje sviij vstup a béhem své prace

postupné na vystupni pasku zapisuje seznam prvocisel (zakédovanych bindrn€, oddeé-
lenych napfiklad pomoci #), tj. na vystupni pasce se postupné objevuje seznam 2, 3, 5,
7,11,13, ....

Varianty a omezeni modelu Turingova stroje

10.

11.

12.

13.

Ukazte, jak 1ze libovolny Turingtiv stroj M pfevést na stroj M’, ktery pracuje stejn€ a
mé pouze bindrni abecedu, tj. vstupni abecedu {0, 1}, v pracovni je navic jen znak A
prazdného policka.

(A

Ukazte, jak 1ze libovolny Turingtv stroj M rozsitit o préci se zardzkami. Modifikovany
stroj M’ by mél mit v abecedé dva nové znaky, znak pro levou zardzku > a znak pro
pravou zardzku <, pfi své praci potom udrzuje invariant, Ze leva zardzka > je na nejle-
v&jsi pozici, kam se dostala hlava stroje M’, zatimco pravé zardZka < je na nejpravéjsi
pozici, na kterou se dostala béhem vypoctu hlava stroje M’, jinak stroj M’ pracuje stejné
jako M. (Tj. zardzZky v M’ ohranicuji prostor na pdsce skutecné vyuZityy strojem M’ p¥i vijpoctu
nad danym vstupem.)

UkaZte, jak Ize libovolny Turingtiv stroj M s jednou obousmérné potencialné nekonec-
nou paskou prevést na Turingtiv stroj M’, ktery ma pouze jednu jednosmérné (doprava)
potencidlné nekone¢nou pasku. V tomto modelu predpokladdme, Ze na zac¢atku pasky
je znak levé zarazky >, za nim ndasleduje vstup. Hlava M’ je na zac¢dtku na nejlevéjsim
symbolu vstupu. Zarazka béhem vypoctu pomaha M’ poznat, kde je zacatek pasky a
z kterého policka jiz nesmi ucinit krok vlevo.

Ukazte, jak 1ze libovolny Turingtv stroj M s k > 1 paskami pfevést na jednopéskovy
Turingtiv stroj M’. Staci rozmyslet si princip dpravy M na M'. Jde tedy o ndznak ditkazu
vety .
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14. UkaZte, jak lze libovolny (jednopéskovy) Turingtv stroj M prevést na Turing(iv stroj
M, ktery v kazdém kroku provadi jen dvé ze tfi moZnych akci (tj. kazd4 instrukce bud
zméni stav a pozici hlavy, zméni stav a pismeno na pasce, nebo zméni pismeno na pasce
a pozici hlavy, ale neucini vSechny tyto akce najednou).

15. UkaZte, jak 1ze jednopaskovy Turingtiv stroj M pfevést na Turingtiv stroj M’, ktery ve
svych instrukcich vZdy pohne hlavou, tj. v Zddné instrukci neztistane hlava stit na
misté.

16. Rozmyslete si, jakou tfidu jazyktl rozpoznavaji jednopaskové Turingovy stroje, které
nesmi pohybovat hlavou vpravo (tj. hlava mtize ztistat stat nebo se pohnout vlevo).

17. Rozmyslete si, jakou tfidu jazyktl rozpoznavaji jednopaskové Turingovy stroje, které
nesmi pohybovat hlavou vlevo (tj. hlava mtize z{istat stat nebo se pohnout vpravo).

18. Uvazte Turingtv stroj s jednou paskou, ktera je potencidlné nekonec¢nd jen v jednom
sméru (doprava). Uvazme, Ze Turingovu stroji povolime jen dva typy pohybu hlavou: R
a RESET. Pti pohybu R se hlava pohne o jedno poli¢ko doprava, pfi RESET se hlava pte-
sune na zacatek pasky. UkaZzte, Ze takto omezeny Turingtv stroj je ekvivalentni s jed-
nopaskovym Turingovym strojem.

19. UkaZte, Ze Turingtv stroj, ktery mtize na kazdé policko pasky zapsat nejvys jednou
(¢ist ho miize vicekrat), je ekvivalentni s jednopdskovym Turingovym strojem.

20. UkaZzte, Ze pokud jednopaskovému Turingovu stroji zakdZeme pfepisovat policka vstupu,
pak takto omezené stroje rozpoznava praveé reguldrni jazyky.

21. Stroj s vice zasobniky definujeme podobné jako Turingtiv stroj, s tim rozdilem, Ze k pas-
kam pftistupuje jako k zasobnikiéim, tj. jednd se o rozsifeni zasobnikového automatu
o vice zasobniktl. V jednom kroku miiZe stroj pfidat symboly na zdsobniky, odebrat jej
ze zasobniky, nebo je nechat netknuté, na kazdém zdsobniku pracuje nezavisle. V kaz-
dém kroku se rozhoduje na zakladé svého stavu a znakti na vrcholech svych zasobniki.
Tj. instrukce v pfipadé tii zdsobnikt milize vypadat tfeba takto

6(gq,a,b,c) = (¢', PUSH a’, POP,NOP),

tato instrukce v situaci, kdy fidici jednotka je ve stavu g a na vrcholech zdsobnik jsou
symboly a, b a ¢, pfikazuje zménit stav fidici jednotky na g4’, na prvni zasobnik pfipsat
a’, z druhého zasobniku odstranit vrchol zasobniku a tfeti zdsobnik nechat netknuty).
Symbol prazdného zasobniku < na vrcholu zdsobniku znamend, Ze je prazdny a ope-
race POP jej necha netknuty, tento symbol nesmi byt pouzit v operaci PUSH. Na za-
¢atku je vstup v prvnim zdsobniku.

UkaZte, Ze tento model je ekvivalentni s modelem Turingova stroje (tj. mezi obéma mo-
dely lze pfevadét obéma sméry), ptfipustime-li vice neZ jeden zasobnik.

Rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky

22. Ukazte, Ze rekurzivni jazyky jsou uzavieny na operace sjednoceni, prinik, doplnék,
konkatenace (jsou-li L, a Ly jazyky, pak jejich konkatenacti je jazyk L = Ly o Ly = {xy | x €
Ly Ay € Ly}) a hvézdicka (je-li L jazyk, pak jeho uzdvérem na hvézdicku je jazyk L* =
(x93 | (k= 0) A AL, (x; € L))).

23. Ukazte, Ze rekurzivné spocetné jazyky jsou uzavieny na operace sjednoceni, prinik,
konkatenace a hvézdicka, nejsou vSak uzavieny na doplnék.
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Diagonalizace a nerozhodnutelné problémy

24. Pomoci diagonaliza¢niho argumentu ukaZte, Ze nasledujici jazyky nejsou rekurzivné
spocetné:
Li = {wilwsy ¢ L(M)}
Ly = fwilw;¢L(Ma)}

Népovéda: Pfi ditkazu si nevystacite s diagondlou matice, pomoci niz je definovin jazyk Lpjac,
hledejte jinou nekonecnou mnozZinu prokii této matice, kterd by mohla poslouZit podobné jako
diagondla v p¥ipadé Lpjac. U jazyka Ly je tieba vyuZit vlastnosti kédovini, které jsme pouZili pro
Turingovy stroje, rozmyslete si, Ze ke kazdému TS M existuje (v nasem kédovini) ekvivalentni
TS, kteryy ma sudé Godelovo Cislo

25. Definujme problém pouZiti stavu nasledovné:

Pouziri stavu TS

Instance : Kéd Turingova stroje (zapsany bindrné) x, vstupni fetézec y €
{0,1}" a ¢islo stavu 4.

Otazka : Pouzije Turingtv stroj M, pfi vypoctu nad y stav g?

UkaZte, Ze problém Pouziti stavu TS je algoritmicky nerozhodnutelny (tj. odpovidajici
jazyk neni rekurzivni).

2.3 Casteéné rekurzivni funkce

Dalsim vypocetnim modelem, ktery zde zminime, jsou ¢aste¢né rekurzivni funkce. Jejich de-
finice pochazi uz z tficatych let, primitivné rekurzivni funkce pouzil uz Gédel pro dtikaz vét
o nedplnosti, pozdéji byly zavedeny obecné a ¢aste¢né rekurzivni funkce pracemi Herbranda,
Godela a Kleeneho.

2.3.1 Definice

Tridy primitivné a ¢aste¢né rekurzivnich funkci budeme odvozovat ze zakladnich funkci po-
moci odvozovacich pravidel neboli operatorti, oboji hned zavedeme. VSechny funkce uvazo-
vané v této casti jsou funkce definované nad pfirozenymi ¢isly a jejich vystupem jsou opét
pfirozend ¢isla (véetné nuly).

Primitivné rekurzivni funkce

Zavedeme nejprve primitivné rekurzivni funkce. Zékladni funkce, z nichZz bude zaéinat od-
vozovani kazdé funkce maji nasledujici tfi formy.

(I) Konstantni nulovd funkce o(x) = 0. Jde tedy o funkci jedné proménné, ktera pro kazdy
vstup nabyva hodnoty 0.

(II) Funkce ndslednika s(x) = x + 1. Jde tedy opét o funkci jedné proménné, ktera nabyva
hodnoty o jedna vy$3i, nez je ¢islo na vstupu.

(ITI) Projekce I,i (x1,...,%,) = xj. Jde o funkci n proménnych, kterd vraci hodnotu j-tého pa-
rametru, kde 1 < j < njsou libovolna ptirozena ¢isla.
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OkamZzité vidime, Ze zdkladnich funkci je nekone¢né mnoho, a to diky funkcim IZZ. Ze
zéakladnich funkci budeme ostatni funkce odvozovat pomoci nasledujicich operatort.

(IV) Substituce. Je-li f funkce m proménnych a g1, gs, ..., gm jsou funkce n proménnych, pak
operator S} ptifadi funkci f a funkcim gy, o, ..., g funkci i na n proménnych, pro
kterou plati:

h(x1,...,x,) = f(gl(xl,xg,...,xn),...,gm(xl,xz,...,xn))

(V) Primitivni rekurze. Nechtn > 2, pak funkcin—1 proménnych f a funkci n+1 proménnych
g piifadi operator primitivni rekurze R, (f, g) funkci & na n proménnych, pro niz plati:

f(xo,x3, ..., Xy) x1=0

h(x1,x0,X3,...,%,) =
PSR g =1L h(xy = 1,x9, ..., Xn), X2, X3, ..., Xn) X1 >0

Odvozeni funkce f je pak kone¢na posloupnost funkci f;, fo,..., fc = f, kde funkce f;,
1 < i < kje bud zdkladni funkce, nebo je odvozena pomoci nékterého operatoru z funkci
{fi 11 <j <i}. Soucasti odvozeni je i informace o tom, které operatory a na které funkce byly
pouZzity.

Funkce je primitivné rekurzioni (PRF), pokud existuje jeji odvozeni ze zédkladnich funkci
pomoci substituce a primitivni rekurze.

Pozndmka 2.3.1 U substituce je okamzité vidét, Ze odpovidd voldni jiz odvozené funkce, tedy podpro-
gramu. Zastavme se vSak u operdtoru primitioni rekurze. Na proni pohled to vypadd, Ze implementace
tohoto operdtoru v procedurdlnim jazyku by vyZadovala pouZiti rekurzivniho voldni, ale ve skutec-
nosti Ize nahlédnout, Ze primitivni rekurze odpovidd pascalovskému cyklu for a naopak i pascalovsky
cyklus for lze prepsat pomoci primitivni rekurze. Pro jednoduchost budeme uvazZovat n = 2, coz je
nejmensi hodnota n, pro kterou ma smysl pouZit operdtor primitivni rekurze R, (f, ). Toto omezent
plyne z poZadavku, Ze funkce f md mit n — 1 proménnijch, pfiemz kazda funkce musi mit alespori
jednu proménnou, proto pomoci primitioni rekurze neni mozné odvodit funkci jedné proménné. Pokud
prece pottebujeme odvodit funkci jedné proménné, neni problém p¥idat pomoct substituce jednu ume-
lou proménnou, kterd nebude vyuZita, to uvidime bud v ramci cviceni nebo dile v nékterijch diikazech.

Uvazme tedy funkce f s jednim parametrem a g s tfemi parametry a necht h = Ry (f, g), tedy
funkce h je odvozena z funkci f a g primitivni rekurzi. MiiZeme tedy psit:

]’l(O,XQ) = f(x2)

h(l,x) = g(0,h(0,x5),x2)
h(2,x2) = g(1,h(1,x2),x2)
h(3,x;) (2,h(2,x3),x2)

h(x1 — 1, XQ) = g(x1 - 2,h(x1 — 2, XQ),XQ)
h(xi,x2) = g(x1—1,h(x; —1,x2),x2)

Je tedy vidét, Ze hodnotu funkce h(x1, x2) Ize spocitat nisledujicim cyklem:
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function h(xy, x5)

1: begin

20 z:= f(x)

3 fory:=0to x; -1
4: do

5: z:=g(y,z,x2)
6: done

7 return z

8: end

Neni ani téZké nahlédnout, Ze naopak cyklus tohoto typu lze piepsat pomoci primitioni rekurze.
To ndm naddle velmi uSeti nase fivahy, protoZe ndm to dovoli uvazovat pomoci prostiedkil, které jsou
dnes béZnému programdtorovi blizké.

Vétsina béznych funkci je primitivné rekurzivni, nékteré si shrneme do nésledujiciho tvr-
zeni.

Lemma 2.3.2 Nidsledujici funkce jsou primitioné rekurzioni: Konstantac € N, x +y, x - y, x¥, x!,
|x —y|, min{x, y}, max{x, y}, x = y, sign(x) (0 pokud je x = 0, 1, pokud je x > 0), x div y (celociselné
déleni), x mod y (zbytek po celociselném déleni), [log (y)] (pro x > 1, y > 0, pFipady pro x < 1 nebo
y = 0 miiZeme dodefinovat tfeba 0), parita(x) (vraci 1, je-li x liché Cislo, a 0, je-li x sudé ¢islo).

Dtkaz: Dikazy jsou vétsinou jednoduché a n€kterd odvozeni si zkusime probrat na cvi-
eni. m

My si ukdZeme na piiklad odvozeni funkce s¢itani.

Piiklad 2.3.3 UkdzZme si na odvozeni funkce h(a,b) = a + b. Mdme-li k dispozici jen pricitini
jednicky, miiZeme k vypoctu pouZit ndasledujici for cyklus, v némz b-krit pficteme jednicku k a:

function h(a,b)

1: begin

2: z:=b

3: fory:=0toa-1
4: do

5: z:=z+1
6: done

7 return z
8: end

Z poznimky jiz vime, jak takovy cyklus prepsat pomoct primitivni rekurze. Pokud bychom
méli funkce f(b) = ba g(y,z,b) = z + 1, mohli bychom rovnou pouzit h = Ry(f,g). Funkce f
je projekce I3, nebot I; (b) = b je funkci identity. Funkci g Ize napsat pomoci zikladnich funkci jako
g(y,z,b) = s(I3(y, z,b)), tedy ndslednik druhé ze t¥i vstupnich proménnijch.

Takové odvozeni ndm obvykle bude stacit ve chvili, kdy budeme potfebovat odvodit primitivné ¢i
Castecné rekurzivni funkci. Ve skutecnosti nebudeme Casto ani zmiriovat pouZiti projekce, nebot to je
obvykle zcela pfimocaré, podobné misto pouZiti funkce ndslednika s budeme prosté pouzivat pricitani

.....

funkci, napt. ndsobent, vyuZili pfimo scitani a nemuseli je odvozovat znovu.
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Pro diplnost si zde uvedeme i formdlni odvozent, to miiZzeme ve zkratce zapsat jako:
hi=Ro (I, S3(s.13))

Z toho je jiz jasné, jakym zpiisobem dostat posloupnost funkci odvozujici h, ta by tedy vypadala takto
(zde h = f5):

f1=s(x) funkce naslednika (1)
fo =11 (x) projekce (II1)

f3 = I3(x1, X2, x3) projekce (111)
fi=S3(fi, f3) = Axixoxslxs + 1] substituce (IV)

f5 = Ra(fa, f1) primitivni rekurze (V)

. f5(0,%2) = fa(x2) = x2

a fs(x1 +1,x2) = fa(x1, f5(x1,x2),x2) = f5(x1,%x2) + 1

V dalsim textu si vSak vystacime s daleko méné formdlnim p¥istupem a zastavime se obvykle na
vyssi tirovni ve chuili, kdy bude jizZ jasné, jak bychom se tohoto formdlniho odvozeni dobrali.

Nasim cilem je dospét k prostfedku stejné silnému jako Turingtiv stroj, a to primitivneé re-
kurzivni funkce nejsou. Pokusme se zamyslet nad tim, pro¢ tomu tak je. Zptisob, jakym jsme
definovali odvozeni funkce ndm umoZziiuje zapsat odvozeni fetézcem v pevné kone¢né abe-
cedé. Tyto fetézce mtiZeme usporddat a ocislovat podobné, jako jsme to jiz udélali s bindrnimi
fetézci, potazmo s fetézci v abecedé I' v pfipadé Turingovych stroji. Naopak kazdé odvozeni
jednoznacné urcuje primitivné rekurzivni funkci, proto dostaneme ocislovani primitivné re-
kurzivnich funkdi fi, fo, . ... Vzhledem k tomu, Ze uz zédkladnich funkci je nekone¢né mnoho,
i PRF bude nekonec¢né (ale stéle spocetn€) mnoho. Nyni se podivejme na funkci danou na-
sledujicim pfedpisem:

fx) = filx) +1

Ziejmé nemtiZe jit o PRF, protoZe s kazdou PREF se 1isi alespori na jednom vstupu, jmenovité
s x-tou funkci f, se 1isi na vstupu x, jde o podobny diagonaliza¢ni argument jako p¥i definici
jazyka Lpiac a dtikazu toho, Ze tento jazyk neni rekurzivné spocetny Pokud jsme vSak k ¢islu
x schopni efektivné dostat odvozeni funkce f,, coz pfi vhodném kédovéni jist€ mtizeme a po-
kud jsme schopni navic efektivné spocitat hodnotu primitivné rekurzivni funkce f,, coz opét
neni téZké nahlédnout, navic tak definujeme v této chvili na$ vypocetni model (k pfevodu
z PRF/CRF na TS se ale jeété budeme vénovat), tak by bylo ponékud zvlastni, kdybychom
nemohli ur¢it hodnotu f,(x) + 1. Algoritmus pro vypocet by byl prosty: Spocti f.(x) a pFicti
jedna. Navic pokud by mély PRF odpovidat intuitivnimu pojmu algoritmu, tak pro¢ by nas
algoritmus pro vypocet f,(x) + 1 nemél byt intuitivni? Z argumentt v tomto odstavci také
plyne, Ze univerzalni funkce g(x, y) = f.(y) nemtize byt primitivné rekurzivni. To znamena,
ze model PRF je prili$ slaby na to, aby splrioval Churchovu-Turingovu tezi, protoZe v ném
nelze implementovat intuitivni algoritmus pro vypocet hodnoty PRF.

Co ndm pfitom v tuto chvili svazuje ruce, je mozna trochu paradoxné fakt, Ze PRF jsou
vSude definované funkce (zdkladni funkce zfejmé jsou definované vSude a ani substituce ani
primitivni rekurze na tom nemohou nic zménit). Kdybychom meéli dovoleno, aby f, nebyla
pro né&jaké vstupy definovand, nedospéli bychom nutné ke sporu. Napiiklad pokud by z bylo
¢islem funkce f.(x) = f.(x)+1, nemohla by byt hodnote f.(z) definovan4, aby to ddvalo smysl.
Podobné jsme to vidéli jiz dfive u diagonalizace a rozdilu mezi rekurzivnimi a rekurzivné
spocetnymi jazyky. Co ndm navic oproti intuitivhimu pojmu algoritmu chybf, je obecny while
cyklus, primitivni rekurze odpovida pouze for cyklu, u kterého dopfedu vime, kolik smycek
nejvys provede.
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Casteéné rekurzivni funkce

Operiétor, ktery priddme k interpretaci potencidlné neomezeného cyklu while, je operétor
efektivni minimalizace:

(VL) (Efektivni) minimalizace. Je-li f funkce n + 1 proménnych, pak M, (f) urcuje funkci h na
n proménnych, pro kterou plati

h(xy,x2,...,%,) =min{y | f(x1,%2,...,%,y)=0
a(Vz <y)[f(xy,x2,...,%0,2) L]}

Tedy h nabyvé nejmensi hodnoty y, pro niz je f definovdno a rovno 0. Navic pozadu-

jeme, aby pro vSechny hodnoty niz$i nez y byla hodnota f definovdna. Pro operétor
minimalizace budeme pouZivat nésledujici znaceni:

h(xl,xQ,. . .,xn) ~ Ax1Xy ... Xy, [l]/[f(xlrx21' s Xn, ]/) = 0]]

Funkce f je cistecné rekurzioni (CRF), pokud ji Ize odvodit ze zdkladnich funkci pomoci
substituce, primitivni rekurze a minimalizace. Funkce f je obecné rekurzioni (ORF), pokud je
f CREF, kterd je definovana pro vSechny vstupy.

Uvédomme si, ze py[f(x1,x2,...,%,,Yy) = 0] obecné neznamend ,nejmensi ¢islo y, pro
které je f(x1,x2,...,%,,y) = 0”, a to diky druhé podmince v definici minimaliza¢niho ope-
ratoru. Podminka poZzadujici, aby byla hodnota f(xy,xs,...,x,,z) definovdna pro vSechna
z < ¥, je navic velmi dilezitd, protoZe odpovida tomu, co intuitivné povazujeme za efek-
tivni minimalizaci. Pfedstavme si, jak bychom poc¢itali hodnotu funkce h, prosté bychom po-
¢itali hodnoty f(xy,...,x,,0), f(x1,...,%,, 1), ..., aZ bychom nalezli prvni y, pro néz by bylo
f(x1,...,%,,¥) = 0, tento postup mtizeme zachytit pomoci nasledujictho while cyklu:

function h(xy,...,x,)

: begin
y:=0
while f(xy,x9,...,%x,,y) #0
do
y=y+1
done
return y
end

V tomto algoritmu jisté plati, Ze Pokud jedna z hodnot z < y neni definovdna nebo pokud f
je sice definovana vSude, ale nikde nenabyva 0, hodnota funkce & pro dany vstup neni defi-
novéna. Druhy diivod, pro¢ je druhd podminka diilezita, je ten, Ze pokud bychom definovali
funkci h danou minimalizaénim operatorem jako

h(xlleI s /xn) = mln{]/ | f(x1/x2/ e Xy y) l: O}/

nebyly by ¢aste¢né rekurzivni funkce uzaviené na operaci minimalizace. VSimnéme si také,
Ze pokud by funkce f v operatoru minimalizace byla obecn€ rekurzivni, a tedy vSude defi-
novand, pak je pozadavek na definovatelnost splnén automaticky a jde skute¢né o hledéni
nejmensi hodnoty y, pro kterou f(xy, ..., x,, y) nabude hodnoty 0.

25



Na druhou stranu pozdéji ukdZeme, Ze omezena minimalizace je primitivné rekurzivni.
Konkrétné méjme primitivné rekurzivni funkci f na 2 proménnych, potom funkce h defino-
vana jako

h(x,z) = min{y <z| f(x,y) = 0} pokud takové y existuje
Tz jinak

je primitivné rekurzivni. Dtivod je ten, Ze pro vypocet h ndm staci for cyklus, a tedy primitivni
rekurze, nepottebujeme while a minimalizaci. Toto tvrzeni si ukdZeme v o néco obecnéjsi
podobé jako lemma .

Zatimco PRF jsou vSude definované, zavedenim minimalizace jsme tuto vlastnost pro
CRF ztratili, proto jsme zavedli i ORF. Ne kazd4 obecné rekurzivni funkce je viak i primi-
tivné rekurzivni, dtivod jsme vidéli u diskuze o f,(x) + 1, univerzalni funkce pro PRF je sice
totalni, tedy ORF, neni v8ak primitivné rekurzivni. Dalsim zndmym p¥ikladem funkce, ktera
je sice obecné rekurzivni, ale neni primitivné rekurzivni, je Ackermannova funkce. Fakt, Ze je
dand funkce vSude definovana tedy jesté neznamend, Ze se pfi jejim vypoctu obejdeme bez
while cyklu. Podobné kazd4 ORF je i CREF, ale ne kazd4 CRF je viude definovan4, tedy ORF,

napiiklad funkce /\x[yy[s(y) = 0]] je jisté CRF, ktera neni definovand pro 24dné x.
Na zavér této podkapitoly zmitime, Ze odvozovani ¢aste¢né rekurzivni funkce mé blizko
k funkciondlnimu programovani. I kdyz diky tomu, Ze primitivni rekurze odpovida for cyklu

a minimalizace while cyklu, mtZzeme popisovat ¢astecné rekurzivni funkce i imperativnim,
¢i procedurdlnim zptisobem.

2.3.2 Rekurzivni a rekurzivné spocetné predikaty, vlastnosti PRF, ORF a
CRF
Upfesnéme si nejprve samotny pojem predikétu ¢i relace.

Definice 2.3.4 Mnoziné n-tic R € IN”, n > 1 budeme fikat predikit nebo relace a fakt, ze
(x1,...,%;) € Rbudeme téz oznacovat pomoci R(xy, ..., x,). Charakteristickou funkci predikatu
R je funkce xr(x1,...,x,), pro kterou plati, Ze

I R(xy,...,x,)
X1, 0o, Xp) =
Xr(x ) {O jinak

Nyni si mizeme Fici, co minime pojmem rekurzivni ¢i rekurzivné spocetny predikét.

Definice 2.3.5 Predikat (nebo relace) R € IN", n > 1 je primitioné (resp. obecné) rekurzioni pre-
dikit (PRP, ORP), pokud je jeho charakteristickd funkce primitivné (resp. obecné) rekurzivni.
Obecné rekurzivnim predikdttim a relacim budeme téZ fikat rekurzioni.

Predikét (nebo relace) R € IN", n > 1 je rekurzivné spocetny (RSP), pokud existuje funkce n

proménnych fz, pro kterou plati, ze

(V(xs, ..., x) € NY) [fR(xl,...,xn)lc) Rxi,..., %),

to jest, hodnota funkce fz je pro danou n-tici definovanda praveé kdyZ je na ni predikat R spl-
nény. Hodnota funkce v tomto pfipadé neni dtleZita. Takové funkci budeme také fikat ¢as-
te¢nd charakteristicka funkce.

Unérni rekurzivni (resp. rekurzivné spocetny) predikdt A C IN budeme téZ nazyvat re-
kurzivni mnoZinou (resp. rekurzivné spocetnou mnozinou).
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Ziejmé kazdy primitivné rekurzivni predikat je soucasné obecné rekurzivni, a tedy re-
kurzivni, naopak to vSak platit nemusi. Podobné kazdy rekurzivni predikat je i rekurzivné
spocetny, ale naopak to neplati. TotéZ lze pfirozené fici o mnoZzinach. Vétsina obvyklych re-
laci a predikatti je primitivné rekurzivni, at jiz jde o bézné relace jako <, >, = nebo testovani
prvociselnosti predikatem prime(x).

Poznamenejme, Ze jako podminku jsme v operatoru minimalizace, tedy while cyklu, po-
volili pouze test, zda je hodnota vlozené funkce f(x,...,x,) definovdna a rovna 0. Ve sku-
tecnosti je vSak moZno pfipustit libovolny predikét, protoZze v tom piipadé bychom mohli
v operatoru minimalizace pouZit jeho charakteristickou funkci. My tohoto faktu budeme po-
uzivat a v minimalizaci pouZzivat libovolné podminky. Zvlasté pro libovolny obecné rekur-
zivni predikat R(xy, ..., x,, y) budeme pouZivat zapis

UyIRGeL 0, )] = pyl(L = R, 0,)) = 0

Vsimnéme si, Ze je-li R obecné rekurzivni predikat a funkce xr je tedy obecné rekurzivni, je
druhd podminka v definici efektivni minimalizace automaticky splnéna a tento zapis tedy
skute¢né znamend ,,nejmensi y, pro néz je predikat R(xy, ..., x,, y) splnén”. Podobné 1ze mi-
nimalizaci roz$ifit i na podminky, které nejsou nutné obecné rekurzivni, napiiklad test, zda
je dana funkce definovana a jeji hodnota nabyva jakékoli hodnoty, ne nutné 0.

Rekurzivni a rekurzivné spocetné predikdty a mnoziny jsou ve skutec¢nosti jen nové na-
zvy pro ndm jiz zndmé rekurzivni a rekurzivné spocetné jazyky, vzhledem k tomu, Ze jsme
popsali bijekci mezi bindrnimi fetézci a kladnymi ¢isly, odpovidaji si vzdjemné mnoZziny ¢isel
s jazyky jako mnoZinami fetézcti. K tomu, Ze pojmy rekurzivni jazyk a rekurzivni mnozina
jsou ekvivalentni, vSak musime samoziejmé ukazat, Ze CRF a TS jsou stejné silné vypocetni
modely. NeZ se do toho budeme moci pustit, zminime si vSak par jednoduchych vlastnosti
PRF, ORF, CRF, rekurzivnich a rekurzivné spocetnych predikatti. Viechna nasledujici tvr-
zeni 1ze pochopitelné jednoduse zobecnit pro libovolny pocet proménnych, my budeme pro
jednoduchost uvazovat funkce a predikaty co nejmensiho poctu proménnych.

Lemma 2.3.6 (Kone¢ny soucet a soucin) Je-li f PRF dvou proménnyjch (pro jednoduchost), potom
i funkce g(z,x) = Y., f(y,x) (pFicemz g(0,x) = 0) a h(z,x) = I1,., f(y, x) (pFicemzZ h(0,x) = 1)
jsou PRF.

Dikaz : Pfedpokladdame, Ze s¢itani i ndsobeni jsou primitivné rekurzivni operace. Potom
g(z,x) miizeme spocitat nasledujicim cyklem.

function g(z, x)

: begin
soucet := 0
fory:=0to z-1
do
soucet := soucet + f(y,x)
done
return soucet
end

Inicializace nulovou funkci odpovidé situaci, kdy bychom chtéli s¢itat 0 s¢itancti, proto
uré¢ime tuto hodnotu podle definice jako 0. PfepiSeme-li tento cyklus pomoci primitivni re-
kurze ve smyslu pozndmky , muizeme g(z,x) odvodit pomoci primitivni rekurze jako
g = Ry(o, Aabc[b + f(a,c)]).

Odvozeni funkce & je zcela shodné se zdménou s¢itdni za ndsobeni a konstanty 0 za kon-
stantul. =
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Kdybychom chtéli spocitat ¢(z) = )., f(y), kde f je PRF jedné proménné, mohli bychom
postupovat stejn€, ale nemtiZzeme pouZzit pouze primitivni rekurzi, nebot ta jak vime vytvofi
funkci nejméné dvou proménnych a my chceme, aby ¢ méla jednu proménnou. Miizeme vsak
zavést umélou proménnou, jejiZ hodnotu nikde nepouZzijeme, pfesnéji, podle lemmatu
bychom odvodili funkci

g(zx) =) fyx),

kde f'(y,x) = f(y). Poté bychom polozili g(z) ~ ¢’(z,z). Dostaneme tak jednoduchy dtisle-
dek.

Disledek 2.3.7 Je-li f PRF jedné proménné, potom i funkce g(z) = )., f(y) (pFicemz g(0) = 0)
ah(z) = I1,<. f(y) (pficemz h(0) = 1) jsou PRF.

Dalsi uzitecné tvrzeni ndm dé k dispozici podminény piikaz.
Lemma 2.3.8 (Podminény piikaz) Af gi(x),...,8.(x), n > 0 jsou PRF jedné proménné (opét
pro jednoduchost) a necht Ry(x), ..., R, (x) jsou primitivné rekurzivni predikity jedné proménné, pro
néz plati, Ze pro kazdé x € IN je splnén priavé jeden z nich. Potom funkce f definovand ndsledujicim
predpisem je PRF:

fx) =gu(x) & Rux)

Diikaz: Funkci f mtZeme napsat jako

f(x) = 81(%) - xry (%) + 82(X) - ARy (X) + -+ + 8u(¥) - Xw, (),

kde xgr,, XR,, - - - » XR, jsOU primitivné rekurzivni charakteristické funkce primitivné rekurziv-
nich predikatd R; (x), Ra(x), . .., R,(x). ProtoZe soucet i soucin primitivné rekurzivnich funkeci
vede podle lemmatu opét k primitivné rekurzivni funkci, je f primitivné rekurzivni
funkce. m

Lemma nabizi analogii dvou dtleZitych struktur z vyssich programovacich jazyk,
jednak if-then-else v pfipadé n = 2, jednak case (pfipadné switch) pro obecné n > 0. K tomu
uvazme, Ze pokud spliiuji predikéty Ry, ..., R, pfedpoklady lemmatu , pak musi platit,
ze

Ry(x) © =Ry (x) A =Ro(x) A+ A =R, -1 (x),
da se proto Fici, ze R, (x) urcuje vétev else piikazu if, ¢i implicitni (default) vétev ptikazu case
¢i switch.
Lemma 2.3.9 (Omezend kvantifikace) Méjme primitivné rekurzivni predikit P (pro jednoduchost
bindrni), potom Vp(z,x) = (Yy < z)[P(y,x)] a Ep(z,x) = (dy < 2)[P(y, x)| jsou primitivné rekur-
zivni predikaty.

Dikaz: Ozna¢me pomoci xp charakteristickou funkci P, pomoci xy charakteristickou funkci
Vp a pomoci xg charakteristickou funkci Ep. Potom plati:

wzx) = [ xey )

y<z

Xe(z,x) = sign(Z)(p(y,x))

y<z
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Tvrzeni proto plyne pfimo z lemmatu a lemmatu . ]

Situace s neomezenymi kvantifikatory je ponékud komplikovanégjsi a budeme se ji jesté
vénovat v ¢asti o rekurzivnich a rekurzivné spocetnych mnozinach. Pokud je P primitivné
rekurzivni predikat, pak (dy)[P(y)] je rekurzivné spocetny predikat, ktery vsak neni nutné
obecné rekurzivni, (Yy)[P(y)] nemusi byt ani rekurzivné spocetny, ale jde obecné o doplnék
rekurzivné spocetného predikatu (dy)[-P(y)].

Lemma 2.3.10 (Logické spojky) Jsou-li P a R primitivné rekurzivni predikity (pro jednoduchost
undrni), pak i R A P, RV P a =P jsou primitivné rekurzioni predikaty.

Dukaz: Plati:

xear(x) = xp(x) - xr(x)
xevr(x) = sign(xp(x) + xz(x))
X-p(x) = 1= xp(x)

Proto jsou pfislusné charakteristické funkce zfejmé primitivné rekurzivni. m

Zatimco konjunkci a disjunkci bychom mohli pfefikat i pro rekurzivné spocetné predi-
katy, negaci rekurzivné spocetného predikatu je rekurzivné spocetny predikat pravé kdyz
jsou oba rekurzivni. K tomu jesté vratime pozdéji v ¢asti vénované rekurzivnim a rekurzivné
spocetnym mnozinam.

Lemma 2.3.11 (Konec¢nd konjunkce a disjunkce) Je-li P primitivné rekurzivni predikat dvou pro-
ménnych, pak i predikity A(x,z) = A\,. P(x, y) a B(x,z) =\, ., P(x, y) jsou primitioné rekurzioni.

Dukaz: Jisté plati A(x,z) = (Vy < z)[P(x,y)] a B(x,z) = (Ay < 2)[P(x, y)], jde tedy o dtisle-
dek lemmatu @ n

Lemma 2.3.12 (Omezena minimalizace) Je-li P primitivné rekurzivni predikit (pro jednoduchost
bindrni), potom (bindrni) funkce f definovand ndsledujicim zpiisobem je primitioné rekurzioni.

min{y <z | P(x,y)} pokud takové y existuje
z jinak.

ﬂxdz{

Funkci f budeme také oznacovat pomoci f(x,z) = uy < z[P(x, y)].

Dtkaz: Oznaéme si pomoci xp charakteristickou funkci predikatu P, stejné jako predikat
P, je xp primitivné rekurzivni. Uvazme, jak bychom hodnotu funkce f spocitali, nemédme-li
k dispozici cyklus while, mohli bychom pouzit tfeba nasledujici cyklus for:
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function f(x,z)

1: begin
2 u := 0{V u si budeme pamatovat ndvratovou hodnotu}
3: fory:=0to z—1
4: do
5: if P(x,y)
6: then
7 break
8 endif
9: u=u+1
10: done
11: returnu
12: end

Cyklus for odpovida primitivni rekurzi a podminény piikaz if mtizeme pouzit diky lem-
matu P.3.8. Co viak nemame k dispozici, je ptikaz break pro vyskoceni z cyklu ven. Musime
tedy nechat cyklus dobéhnout az do konce, pfi¢emZz kdyZz narazime na hodnotu y, pro kterou
je predikét P(x, y) spInén, musime si ji zapamatovat a dale ji neménit. To mtizeme zabezpecit
nasledujicim cyklem:

function f(x,z)

: begin
u := 0 {V u si budeme pamatovat ndvratovou hodnotu}
fory:=0to z -1
do
if =P(x,u)
then
u :=u+ 1 {Jesté jsme nenasli vhodnou hodnotu}
endif
{Pokud byl splnén predikit P(x, u), nechdme u beze zmeény.}
9: done
10:  returnu
11: end

V cyklu zvySujeme hodnotu u do chvile, kdy neni splnéno P(x, u). Ve chvili, kdy je po-
prvé P(x, u) splnéno, ponechdme u beze zmény a protoze od té doby bude P(x, u) platit stéle,
na konci ztistane 1 nejmensi hodnota, pro kterou bylo P(x, 1) splnéno. Nyni uz ma funkce
reprezentujici t€lo cyklu spravny tvar, ktery odpovida nasledujici funkci:

_u pokud P(x, u)
8Ly, m,x) = {u +1 jinak
Tato funkce je primitivné rekurzivni, podle lemmatu a toho, ze P(x,u) i =P(x, u) jsou
primitivné rekurzivni predikaty, prvni jmenovany dle pfedpokladu, druhy dle lemmatu
Vyslednou funkci f odvodime primitivni rekurzi z nulové funkce a funkce g, tedy f =
Ry(0,g). m

Ve skuteénosti je to zfejmé, protoze bychom mohli ptimo psat g(y, u,x) ~ u + (1 = xp(x,u)).
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Lemmata i2.3.6|, i2.3.d, |2.3.12|, h.3.9|, l2.3.1d a iZ.3.1]J 1ze preformulovat i pro ORF a ORP, pro
CRF a RSP plati rovnéz téméf viechna. Vyjimku tvoti negace predikatu v lemmatu
jak jsme jiz zminili v komentafi za timto tvrzenim.

Na zavér poznamenejme, Ze odvozeni CRF lze zakédovat do bindrniho fetézce, kterému

Z M7z

potom opét jednozna¢né odpovida ¢islo, i CRF lze tedy ocislovat stejné jako Turingovy stroje.
Kédovanim CRF se nebudeme hloubéji zabyvat, je pouze technicky ndro¢né a nep¥inasi ni
myslenkové nového ve chvili, kdy jsme jiz vidéli, jak zakédovat Turingtiv stroj. Ponechdme
tedy na ¢tendfi rozmyslet si, jak by bylo Ize kédovani provést, aby s nim bylo mozno efek-
tivné pracovat. My budeme v dal$im textu prosté pfedpokladat, Ze to 1ze a Ze mdme néjaké
vhodné a pevné kédovani k dispozici. Prozatim nebudeme fixovat zadné o¢islovani CREF,
které by mohlo timto kédovanim vzniknout. Divod je ten, Ze hned v dalsi sekci dospéjeme
k tomu, Ze pojem CRF splyva s pojmem Turingovsky vy<islitelné funkce, posléze ptrevez-
meme ocfslovani Turingovych strojti i pro CRF, abychom mohli vyuZivat toho, Ze e-t4 CRF je
pocitdna e-tym Turingovym strojem M,. Godelovo ¢islo tak bude urcovat algoritmus neza-
visle na modelu, ktery budeme pouzivat.

2.3.3 Ekvivalence CRF a Turingovych strojt

V této sekci probereme jednak ekvivalenci CRF s Turingovsky vy¢islitelnymi funkcemi, dale
ekvivalenci pojmu rekurzivni mnoziny ¢i predikatu s rekurzivnim jazykem a rekurzivné spo-
¢etné mnoziny ¢i predikétu s rekurzivné spocetnym jazykem. Dospéjeme také k univerzalni
CRF a Kleeneho vété o normalni formé.

Véta 2.3.13

1. Je-li h CRF n proménnijch, pak h je Turingovsky vycislitelnd. Presnéji, existuje Turingitv stroj
My, takovyy, Ze pro kaZdou n-tici pFirozenych &isel x1,xo, ..., X, plati

My, ((x1)p#(x2)p# .. . #(x0)p) L& h(xy,x2,...,%,)

a plati-li h(xy,xs,...,x,) L=y, potom vijpocet Turingova stroje My, vydd na vistupu fetézec
(¥)s-

2. Ptevod je navic mozno ucinit efektioné. Jinymi slovy, existuje Turingiiv stroj CRF2TS, ktery
pokud na vstupu dostane kéd CRF h, spocitid Godelovo Cislo e stroje M,, ktery pocitd funkci h.

Diikaz : ProtoZe jsme ptesnéji nespecifikovali kédovani CRF, je zfejmé, Ze nemiizeme de-
tailné dokazat druhy bod znéni véty. Tento diikaz by byl zbyte¢né technicky, a tak ndm bude
stacit, ztistaneme-li na intuitivni tirovni. Pfesné€ji, vzhledem k tomu, Ze dtikaz prvniho bodu
bude konstruktivni, ponechdme jiZ ¢tenéfi k uvaZeni, Ze popsané konstrukce by $lo imple-
mentovat na Turingové stroji. Ani diikaz prvniho bodu v8ak nebudeme provadeét pfilis de-

Tvrzeni ukaZeme indukci podle délky (nebo struktury) odvozeni funkce h. Pfedpokla-
dejme nejprve, Ze h je jedna ze zdkladnich funkci, tento pfipad je sice trividlni, ale my jej
prece jen alespori stru¢né provedeme.

(I) h je konstantni nulovd funkce o(x). TS M, prosté smaze obsah pésky, zapise 0 a skondi.

(I) h je funkce ndslednika s(x). TS M), implementuje p¥icteni jedni¢ky k binarnimu &islu, ta-
kovy stroj byl popsan v pfikladu @

(III) h je projekce I(xi,...,x,). TS M, preskoci j — 1 blokti 0 a 1 oddélenych # spolu s jejich
smazanim. Poté preskodi j-ty blok, ale nechd jej byt. Nasledné M, smaZe nasledujicich
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n — j + 1 blokfi a vrati se na zacatek toho jediného bloku, ktery zbyl. Cisla j a n jsou
soucasti stroje My, proto je mozné je vyuZzivat i ve stavu, coZ usnadniuje pocitani toho,
kolik blokti je tfeba jesté smazat a preskocit.

Ziejmé vSechny zdkladni funkce jsou reprezentovany pomoci konkrétnich TS, které maji kon-
krétni kody a odpovidajici ¢isla, ta je mozno efektivné najit i v pfipadé projekce pro zadané j
a n. Nyni predpokladejme, Ze h bylo odvozeno nékterym odvozovacim pravidlem z jiz d¥ive
odvozenych funkci. Podle indukéniho prepokladu miizeme vzdy pfedpoklddat, Ze pro tyto
dfive odvozené funkce médme jiz zkonstruované Turingovy stroje.

(IV) Funkce h byla odvozena substituci z funkce f na m proménnych a funkci g1, g, . .., gm a1 pro-

meénnych. Pfedpokladejme, Ze jiz mame TS My, M, , M,, ..., M,,, které pocitaji funkce
f, 81,82, --.,9m- PopiSeme préci stroje M, ktery bude pocitat funkci h. Stroj popiSeme
jako ttipaskovy, z véty uz vime, Ze z néj 1ze zkonstruovat jednopéskovy TS, ktery
dela totéZz. Na prvni pasce si nechdme vstup a nebudeme na ni zapisovat, na druhé
pasce budeme postupné simulovat praci stroja My,, ..., M, a na tfeti pasce budeme
na zavér simulovat préci stroje M. Presnéji, prace M), bude vypadat nasledovné.

(@) Proi:=1,...,m provede M), postupné nasledujici kroky:.
i. Okopfiruje vstup na druhou pésku a vrati se na jeji zacatek.
ii. Provede simulaci M, na druhé péasce, M,, je jednopaskovy stroj, proto sis dru-
hou paskou vystaci.
iii. Pokud se M, zastavi a zapiSe na vystup Cislo, pak jej M), ptipiSe na konec
tieti pasky za oddélujici znak #. Pokud se vypocet M, nezastavi, neni hod-
nota gi(x1, ..., x,) definovdna, a tedy neni definovdna ani hodnota h(xy, ..., x,),
v tom piipadé se pfirozené nema zastavit ani M.
iv. Stroj M; smaze obsah druhé pésky.
(b) M, se vrati na zacatek treti pasky.
(c) Na tieti pasce provede M, simulaci stroje M, vstupem je obsah tfeti pasky, coz
jsou hodnoty g1(x1,...,%4), ..., §m(X1, ..., Xn).
(d) Je-li vypocet My konec¢ny, je po jeho ukonceni na tieti pasce uloZena hodnota
funkce h(xy,...,x,) = f(g1(x1, ..., %n), .-, m(x1,...,%y)). To, kde na konec tato
hodnota skon¢i, zavisi na tom, jak je stroj M), pfeveden na jednopéskovy.

(V) Funkce h byla odvozena primitivni rekurzi z funkci f na n — 1 proménnijch a funkce g nan + 1

proménnych. Opét ptedpokladejme, Ze mame jiz sestrojené stroje My a M, které poci-
taji funkce f a g, a popiSme praci stroje M. Bylo by mozné popsat stroj M, s pouzitim
rekurze, kdy by si stroj M udrzoval zasobnik aktiva¢nich zdznamt. Jednodussi vSak
bude uvazit, Ze primitivni rekurze je totéz, co cyklus for. Pfesnéji, ve vys$im programo-
vacim jazyce bychom hodnotu funkce h(x, xs, ..., x,) mohli spocitat timto cyklem:

function h(xy, xo, ..., X,)

begin
z:= f(X2,..., %)
fory:=0to x; -1
do

z:=8(Y,z,X9,...,X,)

done
return z

end
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Tento cyklus jiz jednoduse implementujeme i na TS. Pro tplnost si zde takovy stroj
M), popiSeme, bude mit tfi pasky, opét jiz standardnim zptisobem bychom jej prevedli
na jednopéskovy. Prvni paska obsahuje vstup, na druhé pésce si budeme pamatovat
hodnotu &itace y zapsanou bindrné jako (y)g, na tfeti pasce budeme simulovat stroje
M fa Mg.
(a) M), nejprve okopiruje na tfeti pasku vstup s vyjimkou hodnoty x;.
(b) M, simuluje praci My na tfeti pasce.
(c) My zapiSe na druhou péasku fetézec 0 (tj. y = 0).
(d) Dokud fetézec na druhé pasce kéduje ¢islo mensi nez prvni parametr na prvni
pésce, opakuje M), nasledujici kroky:
i. Pfed slovo na tfeti pasce (tedy hodnotu z pfedchozi smycky z) okopiruje slovo
z druhé pasky (tedy hodnotu &itace y) a oddéli je pomoci "#'.
ii. Na konec tfeti pasky pfikopiruje obsah prvni pasky, vyjma prvni hodnoty x,
tj. prikopiruje parametry x, ..., x,.
iii. Na tfeti pasce simuluje praci M, ktery nechd na tfeti pasce sviij vystup, tedy
hodnotu g(vy, z, x2, X3, ..., Xy).
iv. Ke ¢itaci y na druhé pasce pfricte jednicku.
(e) Na zavér tieti paska obsahuje hodnotu h(x;, ..., x,).

(VI) Funkce h byla odvozena minimalizaci z funkce f na n+ 1 proménnijch. Opét pfedpokladame,
Ze méame jiz sestrojeny stroj M pocitajici funkci f. Jak jsme si jiz fekli, minimalizace
odpovidé nasledujicimu while cyklu:

function h(xy,...,x,)

begin
y:=0
while f(xy,x2,...,%,,y) #0
do
y=y+1
done
return y
end

Neni téZké si pfedstavit, jak bude vypadat stroj My, ktery bude provadét tento while
cyklus. My si jej opét pro tplnost popiSeme, vystaci si dokonce se dvéma péaskami a
jeho prace bude vypadat nésledovné.
(a) Na zacatku ptipiSe M, za vstup #0, tedy hodnotu y = 0.
(b) Dale M), opakuje nésledujici kroky do té doby, neZ simulovany stroj M nevrati 0,.
i. Okopiruje obsah prvni pasky na druhou pasku.
ii. Na druhé pasce simuluje stroj M.

iii. Pokud na zavér prace My bude na druhé pasce jen slovo reprezentujici nulo-
vou hodnotu, pak M, ukonéi opakovani cyklu.

iv. V opacném piipadé M), smaZe obsah druhé pasky a k hodnoté y ulozené za
poslednim oddélovacem # pficte 1.

(c) Nalezena hodnota y je nyni uvedena na prvni pasce jako posledni parametr.
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Konstrukce popsané v dtikazu by Slo implementovat na Turingové stroji, ale tomu se my
vénovat nebudeme. m

Nyni se zaméfime na opacny smér, tedy fakt, Ze kazdé turingovsky vycislitelnd funkce
je CRF. Na vypocet Turingova stroje mtizeme pohliZet jako na posloupnost konfiguraci, pfi-
cemZz vypocet zacind v pocatecni konfiguraci a pfechod z jedné konfigurace do dalsi je jed-
noznacné uréeny prechodovou funkci (v pfipadé deterministickych TS, s nimiz nyni pracu-
jeme). Pfipometime si, Ze konfigurace TS popisuje kompletni stav vypoctu, sklada se ze stavu,
polohy hlavy na pasce a slova na pésce, pfi¢emzZ z celé pasky v kazdém okamZiku staci uvazo-
vatjen jeji kone¢nou ¢ast od nejlevéjsiho k nejpravéjsimu prazdnému policku. Vypocet za¢ind
v pevné dané pocatecni konfiguraci. Z jedné konfigurace pfejde Turingtiv stroj do dalsi na
zéakladé ptechodové funkce, jde o lokdlni a velmi elementarni zménu spocivajici v pfechodu
do nového stavu, zmény jednoho znaku ve slové na pasce a pohybu hlavou o nejvys jedno
policko jednim smérem. Diky tomu i slovo na pdasce se v kazdém kroku prodlouZi o nejvys
jeden znak. Tato lokalita Gpravy a omezenost délky konfigurace dava tusit, Ze k manipulaci
s konfiguracemi a pfechodu pomoci pfechodové funkce by mély stacit omezené cykly, tedy
primitivni rekurze.

Zac¢neme popisem zakédovani konfigurace do ¢isla tak, aby se s nim dobfe pracovalo pro-
sttedky primitivné rekurzivnich funkci. MoZznosti, jak takové kédovani provést, je celd fada,
my navdZeme na to, jakym zptisobem jsme zakédovali pfechodovou funkci Turingova stroje
v sekci . Nejprve zakédujeme konfiguraci fetézcem v abecedé I' = {0,1,L,N,R, |, #,;}.
Necht se Turingtiv stroj M nachazi ve stavu g;, na pasce obsahuje slovo X; X, ... X, a hlava

¢te symbol X, tuto konfiguraci zakédujeme fetézcem:

(0)s#(j1)s#(j2)s# . - #(ji-1)Bl(i)B# . . . #(je)

Tj. za bindrni zapis ¢isla stavu umistime symboly slova na pasce oddélené #, pricemZ pired
¢teny symbol misto # umistime |. Nyni pfevedeme fetézec v abecedé I' na bindrni stejné
jako u pfechodové funkce. S kaZdym bindrnim fetézcem w mame jiZ jednoznacné asocio-
vané &islo, jehoZ binarni zapis je 1w. Oboji je provedeno stejné jako v sekci .

Déle mtizeme postupovat dvéma zptisoby, bud popiSeme primitivné rekurzivni funkci
simulujici jeden krok TS M, kterd na vstupu obdrZi ¢islo odpovidajici kédu konfigurace K; a
vrati ¢islo odpovidajici kédu konfigurace K, kterd z K; vznikne pouzitim pfechodové funkce.
Funkce simulujici jeden krok TS je skute¢né primitivné rekurzivni, nebot jak jsme jiz zminili,
jedna se o lokalni a elementarni zménu fetézce (k manipulaci s fetézci se vak jesté vratime).
ProtoZe dopfedu nevime, jaky pocet kroktt musi TS M uéinit, neZ se na daném vstupu zastavi,
dojde-li k tomu vtibec, najdeme tento pocet krokta pomoci while cyklu, ¢ili minimalizace.

My v8ak budeme postupovat jinak, zakédujeme posloupnost konfiguraci tj. vypocet TS
do binarniho fetézce a popiSeme predikat, ktery otestuje, zda dany fetézec kéduje konver-
gujici vypocet daného stroje. Tato kontrola bude primitivné rekurzivni, while cyklus, ¢ili
minimalizaci, vyuZijeme k nalezeni vhodného fetézce kédujictho vypocet daného TS.

Je-li vypocet tohoto TS M dany konfiguracemi Ky, Ky, . .., K;, potom kédem tohoto vypo-
¢tu bude

Ko; K1; Ka; . . .5 K.

Jde tedy o jednotlivé konfigurace umisténé za sebou a oddélené stiednikem. Jak zminéno,
prevod tohoto fetézce na binarni a posléze na ¢islo 1ze najit v sekci .

Uvédomme si, Ze béZné operace s fetézci reprezentovanymi jim odpovidajicimi ¢isly jsou
primitivné rekurzivni.

Lemma 2.3.14 Funkce pro bézné operace s bindrnimi fetézci jsou primitivné rekurzioni, p¥icemz
uvazujeme, Ze bindrni fetézec w, je pfedin v parametru svym Cislem y. Jde napfiklad o urceni délky
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fetézce, pristup k znaku na zadané pozici, porovndni fetézcii, vybér podietézce, nalezeni podretézce,
nahrada podietézce za jiny, konkatenace a dalsi.

Dtkaz: Dtkaz pouze nazna¢ime, odvozeni vSech operaci zde provadét nebudeme, ¢tenar
si je mtiZe vyzkouset jako cviceni. SloZitost obvyklych fetézcovych operaci je omezena dél-
kou fetézcti a hodnotou dalSich parametrti na vstupu. Neni tedy nijak pfekvapivé, Ze k jejich
implementaci neni tfeba obecného cyklu a vystac¢ime si s for cyklem, podminénym ptika-
zem, volanim podprogramu a zdkladnimi funkcemi, které jsou primitivné rekurzivni podle
lemmatu . Naptiklad délku fetézce w, spoc¢itime pomoci funkce

len(y) = [log, y1.

Pristup ke znaku (0/1) fetézce w, na pozici i mGzeme zrealizovat funkci
znak(y, i) = (y div 2°"W~(F)) mod 2,

zde je potteba si uvédomit, Ze bindrni fetézce ¢teme obvykle zleva do prava, tedy znak na
pozici 0 fetézce w, je na druhém nejvyznamnéjsim bitu ¢isla y hned za tvodni jednickou.
Pokud bychom radéji pracovali pfimo s abecedou I', mtiZeme pfistupovat ke ¢islim znakt

z ni pomoci funkce
znakr(y,i) = 4 - znak(y, 3i) + 2 - znak(y, 3i + 1) + znak(y, 3i + 2).
Ptipojeni znaku b € {0, 1} k fetézci w, bychom zrealizovali pomoci
pridejznak(y,b) = 2+y + b.
Obecnou konkatenaci fetézcti w, a w, bychom mohli provést tfeba pomoci
konkatenace(a,b) = a - 2"V 4 (b = 2len®)),
Pomoci téchto funkei bychom jiZ jednoduse naprogramovali zbylé. m

Nyni jiz mtZeme popsat predikat, ktery ovéfi, zda dany fetézec kéduje vypocet daného
Turingova stroje.

Véta 2.3.15 Definujme predikit T, (e, x1,...,X,,Yy), ktery je splnén, pravé kdyz bindrni fetézec w,
je kédem vypoctu TS M, nad fetézcem (x1)g#(x2)p# . .. #(x,)p, ktery na zavér vydad bindrné zapsané
¢islo. Potom T (e, x1, ..., Xy, Y) je primitioné rekurzioni predikit.

Dikaz: Jde opétjen o ndznak diikazu. Formalni diikaz by byl zbyte¢né technicky kompli-
kovany, pfi¢emZ by nepfinesl myslenkové nic zajimavého, proto vynechdme vSechny tech-
nické detaily a budeme se vénovat pouze myslence dtikazu. Budeme uvazovat pouze pfipad
n = 1 a budeme pro jednoduchost pouzivat znaceni T(e,x,y) = Ti(e, x1,y), zobecnéni pro
libovolné n > 1 je pouze technickou zaleZitosti.

Predikét T'(e, x, y) si rozepiSeme jako konjunkci predikédtt nasledujicim zptisobem:

T(e,x,y) = kodTS(e)A
A pocatecni(kon figurace(y,0), e, x)A
pocet(y)—2

A N nasledujici(kon figurace(y,i), kon figurace(y,i+ 1),e)A
i=0

A koncova(e, kon figurace(y, pocet(y) — 1)) A
A cislo(kon figurace(y, pocet(y) — 1))
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* Predikat kodTS(e) provede syntaktickou kontrolu toho, jestli w, je platnym kédem TS.
Pokud ne, znamena to, Ze nemd smysl pokracovat v dalSich testech. V ¢em spociva
tento test, jsme popsali jiz pfi konstrukci univerzélniho TS, zde bychom pouze museli
naprogramovat syntaktickou analyzu v jazyku PRF.

* Funkce konfigurace(y, i) vyextrahuje z fetézce w, kéd i-té konfigurace a vrati jeho ¢islo,
tedy &islo a, pro néz je w, kédem i-té konfigurace. Pokud tato funkce zjisti, Ze na da-

ném misté neni platny koéd konfigurace, tj. narazi na syntaktickou chybu, vrati ¢islo
prazdného fetézce, tedy 1.

 Predikat pocatecni(a, e, x) otestuje, jestli fetézec w, kéduje konfiguraci a jestli jde o poca-
te¢ni konfiguraci stroje M, pfi vypoctu nad vstupem (x)g.

* Funkce pocet(y) zjisti, kolik je v w, zakédovano konfiguraci.

 Predikatnasledujici(a, b, e) zjisti, jestli fetézce a a b kéduji konfigurace a jestli konfigurace
zakédovana fetézcem wy, ndsleduje po konfiguraci zakédované fetézcem w, ve vypoctu
stroje M,. Tj. jestli existuje odpovidajici instrukce v programu w,, kterd z w, udéla w,.

» Predikat koncova(e, a) otestuje, jestli w, koduje koncovou konfiguraci stroje M,, mus jit
o platnou konfiguraci, z niZ uz nelze dale podle pfechodové funkce stroje M, pokraco-
vat.

* Predikat cislo(a) zkontroluje, jestli konfigurace kédovana pomoci w, mé na pésce bi-
nérni z4pis cisla.
Fakt, Ze tyto funkce a predikéty jsou primitivné rekurzivni, nebudeme déale zkoumat, pro-
toZe jde o technickou zéleZitost. VSe plyne z toho, Ze Vsechny bézné funkce pro manipulaci
s fetézci jsou primitivné rekurzivni dle lemmatu P 3 14, s témito funkcemi uz dokdZeme im-
plementovat vySe uvedené primitivné rekurzivni funkce a predikaty. Kone¢na konjunkce je
primitivné rekurzivni dle lemmatu . |

KdyZ jsme schopni ovéfit, jestli dany fetézec kdduje vypocet Turingova stroje, miiZeme
jiz k zadanému Turingovu stroji najit odpovidajici CRF.

Véta 2.3.16 Je-li funkce f turingovsky vycislitelnd, je f CRF.

Dtkaz : Pro jednoduchost predpokladejme, Ze f je funkci jedné proménné. Je-li f turin-
govsky vydislitelnd, pak podle definice @ existuje stroj M,, ktery ji pocitd. MiiZeme tedy

psat
fx) = Ulpy[T(e,x, y)]),

kde U je funkce, kterd z y vytdhne posledni konfiguraci a z ni ¢islo, které tato konfigurace
reprezentuje. U je zfejmé primitivné rekurzivni funkce, technickymi detaily se opét nebu-
deme zabyvat. Cislo programu e je konstanta, kterou miZzeme do T vloZit pomoci substituce.
n

Nyni mtizeme pouZit nasledujici Gvahu. M&me CRF f, protoZe jde o CRF, existuje podle
véty R.3.13 TS M, ktery f pocita. TS M ma ptifazeno Godelovo ¢islo, oznaéme jej e, které
tedy urcu]e kromé stroje M = M, i funkci f. Oc¢islovani Turingovych stroji mtzeme tedy
vyuZzit i k oc¢islovani CRF. Toto ocislovani CRF se nam bude hodit vic, neZ to, které bychom
dostali zakédovanim odvozeni CRF do fetézce a potazmo &isla, protoZe timto zptisobem ¢&islo
odpovidé skutecné algoritmu a je jiZ jedno, jaky jazyk ¢i vypocetni model (v nasem pfipadé
TS nebo CRF) bychom pouzili k jeho implementaci. Vzhledem k tomu, jak jsme definovali
funkci, kterou M pocits, je zfejmé, ze pro libovolny pocet proménnych n > 0 pocitd TS M
néjakou funkci n proménnych, nasledujici definice tedy dava dobry smysl.
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Definice 2.3.17 Pomoci (pgn), kde e, n € N, ozna¢ime CRF n proménnych, kterou pocita stroj
M,. Pokud n = 1, budeme téz psat ¢,.

To, co jsme vlastné dosud ukézali, je Kleeneho véta o normalni formé.

Véta 2.3.18 (Kleeneho o normdlni formeé) Existuje primitivné rekurzioni funkce U(y) a primi-
tivné rekurzioni predikit T, (e, x1, ..., Xn, Y), pro které plati:

(Vn € N) (Ve € N) [(p§”> (X1, Xn) = (Ll(yy[Tn(e, X1, e, Xn, y)])]

Dtkaz: Dtikaz uz vlastné mame hotovy, viz véta . |

Zajimavym dtsledkem Kleeneho véty o normélni formé je, Ze libovolnou CRF miizeme
odvodit za pomoci jediného minimaliza¢niho operatoru, tedy jediného kroku, ktery neni
primitivné rekurzivni. D4 se to také fici tak, Ze kazdy algoritmus Ize pfepsat za pomocinejvys
jednoho cyklu while. P¥i¢emz fada béznych funkci a algoritm1i je jiz primitivné rekurzivnich,
takZe se obejdeme i bez toho while cyklu, nicméné Kleeneho véta ndm dava uniformni pohled
na viechny CRF (a potazmo vSechny algoritmy, ptipoustime-li Churchovu-Turingovu tezi).

Dalsim disledkem Kleeneho véty o normalni formé je fakt, Ze kazdy rekurzivné spocetny
predikét 1ze napsat za pouziti primitivné rekurzivniho predikatu a existen¢niho kvantifika-

toru. Pfesngji:

Lemma 2.3.19 Predikit R C IN" je rekurzivné spocetny, pravé kdyz existuje primitioné rekurzioni
predikdat P C IN"™, pro néjz plati, Ze R(xy,...,x,) < (Ay)[P(x1,..., %0, y)].

Dikaz : Pfedpokladejme nejprve, Ze R je rekurzivné spocetny predikat. Podle definice to
znamend, Ze existuje CRF <p§”> takova, ze R(xy,...,x,) © gogn) (x1,...,%,) |. Podle Kleeneho
véty o normalni formé dostaneme, Ze

Xr(X1, .o, X)) = goé") ~ ‘L[(yy[Tn(e, Xy, .- ,xn,y)]>.
Z toho plyne, Ze pro kazdy vstup x4, ..., x, plati
Xr(X1, .., x0) Lo py[Tue, x1, ..., %0, y)] L

JelikoZ T, je primitivné rekurzivni predikat a je tedy definovany pro vSechny vstupy, zna-
mena to, Ze minimaliza¢ni operator najde vhodné y pravé kdyz néjaké existuje. Jinymi slovy

Xr(x1, ..., x) e AY)[Ta(e, x1,..., %0, Y)],

staci tedy definovat
P(xy,...,x,,y) =Tu(e,x1,..., %4, Y).

Nyni pfedpoklddejme, ze predikat R(xy,...,x,) = (Ay)[P(xy,...,x,, y)], kde P je primi-
tivné rekurzivni predikat. Z toho plyne, Ze charakteristickd funkce yxp predikatu P je primi-
tivné rekurzivni a funkci f, jejimZ defini¢énim oborem je R, miizeme definovat takto

f(xll e /xn) - #y[)(P(xl/ cee s Xny y) = ]-]/
pfi¢emz opét vyuZivame toho, Ze v piipad€, kdy P je PRP, a tedy xp je PREF, je druhd pod-

minka minimaliza¢niho operdtoru automaticky splnéna, a tak zde minimalizace odpovida
existenénimu kvantifikdtoru. m
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Rozdil mezi rekurzivnim a rekurzivné spocetnym predikatem je tedy mozné zformulovat
i takto: Rekurzivni predikaty jsou ty, které jsou algoritmicky rozhodnutelné, rekurzivné spo-
¢etné predikaty jsou ty, které jsou algoritmicky ovéfitelné, poda-li ndm nékdo certifikat (tedy
y) dokazujici jejich platnost. Tedy u rekurzivné spocetného predikatu nejsme sice obecné
schopni efektivné rozhodnout, jestli plati, ale pokud plati a nékdo nam dé svédka y stvrzu-
jici tento fakt, jsme schopni efektivné ovéfit, Ze jde skutecné o certifikat platnosti. Jak vidime,
mezi tim, co jsme schopni efektivné rozhodnout a ovéfit je rozdil, protoZe naptiklad predi-
kat halting problému je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni. V ¢asti o sloZitosti zjistime,
ze nahradime-li sltivko efektivni souslovim v polynomidlnim case, neni tento rozdil tak snadno
vidét a nikdo jej zatim neumi dokazat. Nejen to, ale pokud misto efektivni pouZijeme v po-
lynomidlnim prostoru, pak mezi ovéfenim a rozhodnutim (v polynomidlnim prostoru) rozdil
neni.

Jako dalsi dtisledek dostaneme existenci univerzalni CRF.

Véta 2.3.20 (O univerzalni funkci) Pro kaZdé piirozené ¢islon > 0 existuje CRF n+1 proménnyjch

(p§”+1)(e, X1,...,%,) takovd, Ze g[)é"“)(e, X1, Xy) = (pf,") (X1,..., %)

Dikaz: Podle Kleeneho véty o normalni formé staci poloZit

o e, x1, e x) = (“(uy[Tn(ef Koo Xy y)])'

Nicméné vzhledem k ekvivalenci CRF a TS bychom také mohli vzit jiz zkonstruovany uni-
verzalni TS a jemu odpovidajici CRF, s pfipadnou tpravou vstupu do vhodného tvaru. m

Jako tomu bylo u Turingovych strojt, i univerzélni funkce pro tfidu CRF je sama CRF.
V komentafi za definici PRF jsme jiz zdtvodnili, Ze to neplati pro tfidu PRF, protoze funkce
univerzalni pro tfidu PRF sama nemftiZe byt PRF, ale protoZe by 8lo o funkci vSude definova-
nou, byla by funkce univerzalni pro tfidu PRF obecné rekurzivni. VSimnéme si dalsiho roz-
dilu, v pfipadé primitivné rekurzivnich funkci mtizeme zakédovat jejich odvozeni a pfifadit
jim pfirozend cisla, protoZe jde o odvozeni bez pouZiti minimalizace. Pokud vSak pouZijeme
minimalizaci, pak otdzka, zda odvozend funkce je obecné nebo primitivné rekurzivni, je al-
goritmicky nerozhodnutelna. Naptiklad rozhodnuti, zda dana CRF f je obecné rekurzivni,
tedy totédlni, odpovida otdzce, zda se dany TS pocitajici My, zastavi na vSech vstupech, coz
je na prvni pohled sloZitéjsi, nez jenom zodpovédét, zda se zastavi na daném vstupu. UzZ to
je pfitom nerozhodnutelné, nebot se jednd o problém zastaveni. Nerozhodnutelnost rozhod-
nuti toho, zda je funkce primitivné rekurzivni funkci vyplyva z Riceovy véty , k niz se
dostaneme pozdé€ji. Z toho plyne, Ze uvazovat cosi jako univerzalni funkci pro t¥tidu ORF
nema moc smysl, protoZe nejsme ani schopni poznat, zda dané odvozeni odvodi obecné re-
kurzivni funkci.

Pozndmka 2.3.21 Univerzilni CRF budeme vyuZivat pomérné casto, piestoZe ji nebudeme zmiriovat
p¥imo. Piijde o situace, kdy jako Gddelovo Cislo funkce (tj. zdrojovy kéd odpovidajiciho programu)
pouZijeme parametr. Nap¥iklad definujme funkci g.(x, y, u) = @.(u)+q@,(u), formdlné p¥i této definici
pouZivdme univerzdlni funkci, kterd ndm umozZni zavolat x-tou a y-tou funkci, spravné bychom tedy
méli psit @o(x, y,u) = gof) (x,u) + gof) (y,u). My vsak budeme pouzivat proniho zdpisu, protoZe je
to jednodussi, ale budeme mit na paméti, Ze ndm tento zdpis umoZriuje pravé existence univerzalni
funkce.

Nasledujici véta ukazuje, Ze je mozné efektivné provést ¢aste¢né dosazeni do funkce a Ze
kéd nové vzniklé funkce 1ze efektivné spocitat.
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Véta 2.3.22 (s-m-n) Pro kazda dvé pfirozend Cisla m,n > 1 existuje prosti PRF s}, jeZ je funkci
m + 1 proménnijch a pro vsechna x, y1, Ya, . . ., Ym plati:

(m)

(m+n)
qDSZ’ (Y 1,Y2wYm)

=Az1zo ... Zu[Qr  (Yiseeos YmsZ1, -0 Zn)]
Diikaz: Neformdlné popiSeme, co bude dé€lat program s = s}'(x, y1, Y2, ..., Ym). Na vstupu
dostane ¢isla zy, . .., z,, poté spusti stroj M, na vstup v1,Y2, ..., Ym, 21,22, .- ., 2y, uvédomme
si, Ze vSechna tato ¢isla zn4, jelikoZ je bud dostane na vstupu M; (v piipade€ zy, ..., z,), nebo
je ma zakédované do své pfechodové funkce jako parametry (v piipadé x, vy, ..., ¥u). Stroj
M; tedy prosté napiSe pied parametry zy,...,z, parametry yi,..., Y, a spusti M,. Protoze
tento program jsme schopni popsat efektivné, jsme schopni popsati TS, ktery prox, yi, ..., Yn
spocitd program s = s (X, y1,...,Ym). Piesnéji, vypocet si'(x, y1,..., Ym) spocivad v tom, ze
k instrukcim stroje M, se pfidaji instrukce, které pripisi vy, ..., y» pfed vstup, tj. instrukce,
které budou hybat hlavou vlevo a postupné psat y,,, ..., y: zprava do leva, na konci tohoto
zéapisu bud,e instrukce, kterd pfejde do pocatecniho stavu vlastniho stroje M,. VSimnéme
si, Ze pro tuto tpravu neni viibec rozhodujici, jak vypadaji instrukce M,, ani to, jak bude
probihat jeho vypocet, jediné, co je v M, tieba zménit jsou ¢isla stavii tak, aby nekolidovala
s nové ptidanymi stavy. Uprava ptechodové funkce M, je tedy opravdu jednoduché a vystaci
si jist€ s primitivné rekurzivnimi prostfedky. Proto je i funkce s!' primitivné rekurzivni.

To, ze 1ze funkci s implementovat tak, aby byla prostd, je snadno vidét, kéd nového stroje
totiZ obsahuje néjakym zptisobem i hodnoty parametri, které funkce s dostane, pro rtizné
hodnoty téchto parametri budou i rizné vystupni hodnoty. m

S-m-n véta opét neni ni¢im prekvapivym ani slozitym, jde spi§ o technickou zalezitost,
kterou vSak budeme casto pouzivat pfi manipulaci s ¢aste¢né rekurzivnimi funkcemi. Uz
pfi precteni znéni s-m-n véty si dokdZeme predstavit algoritmus v intuitivnim smyslu, ktery
pocita funkci s}, podle Churchovy-Turingovy teze jsme tento algoritmus schopni implemen-
tovat na Turingové stroji a potazmo pomoci ¢astecné rekurzivni funkce. ProtoZe v ném ne-
potifebujeme cyklus while, sta¢i ndm dokonce primitivné rekurzivni funkce. Tato véta navic
ukazuje velmi uZzite¢ny princip ¢aste¢ného dosazeni, ktery je zvlast ve funkcionalnim pro-
gramovani velmi obvykly. Svym zptisobem vsak tento princip pouZzijeme i ve chvili, kdy si
napiSeme funkci, volajici jinou s pevnymi parametry. Napfiklad v jazyku C mame funkce
getchar(void) a getc(FILE *). Pfekladac za nas spocitd kod nové funkce, tedy jeji Godelovo
¢islo, to Ze je to moZné, pravé ukazuje uvedend s-m-n véta.

Pfiklad 2.3.23 UwvazZme funkci mocniny pow(x, y) ~ y* s jejiz pomoci chceme odvodit funkci druhé
mocniny square(y) = y*. Mdme-li jiz funkci pow a jeji Gédelovo Cislo e (tj. jeji zdrojovy kéd), tak
miiZeme psit square(y) = pow(2,y) = goff) (2, y). AniZ bychom se zajimali o to, jak vypada zdrojovy
kod e, miizeme jej predhodit funkci s} a nechat si spocitat zdrojovy kéd funkce square(y), protoZe
square(y) = (p£2)(2, Y) = Qi (02) (). Tymz zpiisobem bychom mohli odvodit cube(y) = @q1(,3)(y) a
podobné i pro dalsi libovolnou hodnotu mocniny k. Tj. v tomto pFipadé funkce f(k) ~ sl(e, k) je PRE,
kterd pro dané k spocitd zdrojovy kéd funkce y¥. Podle s-m-n véty totiz plati:

y© = pow(k, y) = @e(k, y) = Qe (¥) = @50 (y)

Zde mtizeme poznamenat, Ze s-m-n véta je jakymsi opakem véty o univerzalni funkci,
uvazme v pfedchozim prikladu funkci

square(y) = ¢ (2, ) = Pa1 o) ().
Je-li (pf) univerzalni CRF pro funkce jedné proménné, pak mtizeme pokracovat a psét
Potien(y) = 97 (s1(e,2), y).
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Nebo obecné
2 2
P (%) = Paton(v) = 91 (st (e, %), y).

Vsimnéme si, Ze na obou strandch mame funkci dvou parametrti x a y, na kazdé strané médme
vSak jiny program, ktery tuto funkci pocitd. Zatimco na levé stran€ béZzi pfimo program e, na
druhé stran€ béZzi program e interpretovany univerzalni funkci (asi jako by béZel na virtudl-
nim stroji).

Piiklad 2.3.24 UvaZme funkci p.(x, y,u) = @ (u)+q,(u), kterou jsme jiz pouZili v poznimce
k univerzélni CRF. Podle s-m-n véty dostaneme, Ze

QDE(X, Y, u) = gpsf(e,x,y) (u)
Definujeme-li f(x,y) =~ s3(e,x,y), pak funkce f je prostou primitivné rekurzioni funkci, pro kterou
plati, Ze
Priey) () = Q) + @y (u).
Pokud bychom do f dosadili za oba parametry t¥eba Godelovo Cislo funkce I3, dostaneme funkci pro

vyndsobeni u dvéma.

Poznamenejme, Ze to, které parametry si vybereme k zafixovani a pfedloZeni funkci s}
neni pfili§ podstatné, pofadi parametri si totiZ miZeme vZdy zménit s pomoci substituce a
projekce.

2.3.4 Cviceni
Definice a odvozovani primitivné a ¢dste¢né rekurzivnich funkci
1. UkaZte, Ze funkce nésobeni je primitivné rekurzivni, pfedpokladejte pfi tom, Ze s¢itani
primitivné rekurzivni je (viz ptiklad ) a nemusite je odvozovat.

vozené funkce. (Nyni mdme s¢itani a nasobent.)
(@) ck(x) = k (obecna konstantni funkce pro konstantu k, k je zde soucast jména, nikoli
parametr, vime, Ze ¢y(x) = o(x) je zdkladni funkce)

(b) sign(x) (0 pro x = 0, 1 jinak)

(c) x=1(x—=1prox>0,0prox=0)
(d) x =y (x =y prox >y, 0jinak)

&) -y

(f) x div y (celociselné déleni)

(g) x mod y (zbytek po celo¢iselném déleni)
(h) min(x, y), max(x, y)

(i) x¥

()

3. Ukazte, Ze nasledujici relace a predikéty jsou primitivné rekurzivni.

(a) Porovnavani: <, <, =, >, >.

(b) prime(x) (spInény pokud x je prvocislo)

40



4. UkaZte, Ze nasledujici funkce jsou ¢aste¢né rekurzivni.

(a) Funkce f(x), pro kterou plati, Ze neni definovana pro zadny vstup, tj. (Vx)[f(x) T].
(b) Funkce f(x,v), pro kterou plati, ze f(x,y) & y < x).
(c) Funkce f(x,v), pro kterou plati, ze f(x,y) e (Ik)[y = kx]).

S-m-n véta

V nékterych cviceni se vyuziva ¢islovani rekurzivné spocetnych mnozin zavedené déle v de-
finici

We = dom Qe = {x | (Pe(x) l}

5. S pouzitim s-m-n véty ukaZzte, Ze existuje prosta PRF f(x,y), pro kterou plati, ze

Prxy) () = Q1) + @y (u).
(P¥ipometite si ptiklad 0.3.24. Toto cvicent zde slouzi jen jako vzor.)

6. S pouzitim s-m-n véty ukaZte, Ze existuje prostd PRF f(x), pro kterou plati, Ze
Pron(y) = 2.
7. S pouzitim s-m-n véty ukaZte, Ze existuje prostd PRF f(x), pro kterou plati, ze
Wi =10,...x} ={yly < x}h

8. S pouzitim s-m-n véty ukaZte, Ze existuje prostd PRF f(x), pro kterou plati, Ze

Wf(x) = {kx | ke N}

2.4 Random Access Machine

2.4.1 Definice

V této kapitole si zavedeme dalsi vypocetni model, a to RAM — random access machine, tedy
stroj s ndhodnym pfistupem do paméti. Jde o model, ktery se casto (ackoli se to ne vzdy
zmifiuje) pouziva jako zakladni vypocetni model pfi méfeni ¢asové i prostorové sloZitosti al-
goritmt. Tento model byl zaveden v ¢lanku [3] praveé pro potfeby méfeni ¢asové a prostorové
sloZitosti algoritmfi, cilem bylo vytvofit model, ktery by se co nejvice bliZil redlnym pocita-
¢m. Budeme zde sledovat (byt s jistymi odchylkami) pfistup z tohoto ptivodniho zdroje, i
kdyZ je moZzno najit i celou fadu jinych definic, liSicich se zejména v pouzitych instrukcich a
jejich zapisu.

Podobné jako Turingovy stroje, i RAM je strojem s oddélenou paméti pro data a pro in-
strukce, nejedna se tedy o stroje Von Neumannovy architekturyﬂ. Program pro RAM je ko-
ne¢nou posloupnosti instrukci Iy, I, I, . . . Ir, které jsou ocislované pfirozenymi ¢isly, ocislo-
vani urcuje pofadi provadéni téchto instrukci a soucasné navésti pro ptikaz podminéného
skoku. Jednotlivym prvkéim posloupnosti instrukci fikdme fddky programu. Pamét pro data
se skldda z neomezené posloupnosti registrii 7, 11, 72, . . ., které jsou ocislované pfirozenymi

3K RAMu vsak existuje i verze RASP (random stored program, v niz program i data sdili tyz pamétovy prostor,
instrukéni sada dokonce pocité s tim, Ze program prepisuje sim sebe, aby se dostal k registriim, na které se
odkazuje nepfimo.
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¢isly pocinaje nulou, témto ¢islim budeme fikat adresy. Obsahem registru mtize byt libo-
volné velké pfirozené &islol. P¥i popisu instrukci budeme dodrZovat nédsledujici konvence:

* Obsah registru r; budeme oznacovat pomoct [r;].

* V popisu instrukci mtiZe byt adresa registru uréena nepfimo, tedy obsahem jiného re-
gistru, pomoci [[r;]] tak oznacujeme obsah registru s adresou, kterd je urena obsahem
registru r;, tj. je-li j = [r;] obsahem registru r;, pak [[r;]] = [r},j] = [r}].

* Pfi popisu instrukci déle pouZivame symbol < ve vyznamu pfifazeni, leva strana pfi-
tom urcuje registr, do kterého ma byt pfifazena hodnota vyrazu na pravé strané. Na-

piiklad vyraz r; « C popisuje efekt instrukce LOAD(r;, C), ktera do registru r; ulozi
hodnotu C.

V programu pro RAM mame k dispozici instrukce zobrazené v tabulce Ell

Instrukce

Efekt

Popis

LOAD(C, ;)

ri e C

Prifadi do registru r; konstantu C € IN.

ADD(TZ', T, Vk)

re < [ri] + [r]]

Secte obsahy registrti 7; a r; a vysledek uloZzi
do registru r. Adresy registrti 7;, 1j, ' nemusi
byt nutné riazné.

SUB(7;,7j, %)

re < [ri] = [r]]

Od obsahu registru r; odecte obsah registru 7,
a vysledek uloZzi do registru r¢. Adresy
registr(i r;, 7;, rr nemusi byt nutné rtizné.
Pomoci +~ oznacujeme operaci opatrného
odc¢itani, coz znamend, Ze v piipadé, kdy

[ri] < [rj], ulozi se do registru r; hodnota 0.

COPY([r,],74)

ra < [[1]]

Do registru r; zkopiruje obsah registru s
adresou uréenou obsahem registru r,,.

COPY(7s, [r4])

Tlry) < 7]

Do registru, jehoZ adresa je ur¢ena obsahem
registru r;, zkopiruje obsah registru ;.

JNZ(T"Z',IZ)

if ([ri] > 0) goto z

Podminény skok (jump if not zero). Pokud je v
registru r; kladné ¢islo, pak program dale
pokracuje instrukci I, s ¢islem z, pokud je
hodnota r; = 0, pak program dale pokracuje
nésledujici instrukci (po JNZ).

READ(r;)

r; < input

7 Yz

Do registru r; precte dalsi ¢islo na vstupu.
Pokud neni na vstupu dalsi ¢islo, nacte
hodnotu 0.

PRINT(r;)

output « [r;]

Hodnotu uloZenou v registru r; zapiSe na
vystup.

Tabulka 2.1: Seznam instrukci RAM

Sada instrukci popsana v tabulce El! zdaleka nenf jedind moZzna. Objevuji se varianty,
které neumoziuji obecné s¢itani a od¢itani, ale pouze pticteni jednicky (increment) a odecteni

*Fakt, Ze se omezujeme na pfirozena &isla, neni nijak podstatny, klidné bychom mohli povolit libovolna
cela ¢isla, protoze se dale budeme zabyvat mnozinami ptirozenych ¢isel, omezime se zde vsak také pouze na
prirozena ¢isla. Na druhou stranu v pfipadé potfeby neni velky problém reprezentovat i zdporna ¢isla s pomoci
pfirozenych ¢isel.
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jpednicky (decrement). Dal$i varianty pfipoustéji aritmetické operace nebo nepfimou adresaci
pouze s pouzitim zvlast pro to vyhrazeného registru, kterému se ¥ikd akumulétor. Prozatim
se nezabyvame ¢asovou a prostorovou sloZitosti, poznamenejme vsak jiz nyni, Ze vzhledem k
tomu, Ze jednotlivé registry mohou obsahovat neomezené velka ¢isla, je potieba pti pocitani
¢asové a prostorové sloZitosti algoritmu vzit do tivahy velikost reprezentace ¢isel uloZenych
v pouZzitych registrech. K tomu se budeme podrobnéji vénovat v ¢asti [,

Povsimnéme si déle instrukce COPY, kterd je popsana ve dvou verzich. Tato instrukce
umoZnuje nepiimé adresovani, bez kterého se neobejdeme, chceme-li, aby byl program scho-
pen pfistoupit k registrim s libovolné velkymi adresami. Pocet potfebnych registrti mtize
byt pochopitelné zavisly na velikosti vstupu a bez nepfimé adresace bychom nebyli schopni
pfistoupit k registriim s vy$simi adresami, nez je tteba nejvyssi adresa zminénd v programu.

Pfedpoklddame, Ze RAM je predan vstup jako posloupnost ¢isel x1, xo, ..., x,. Ke svému
vstupu pfistupuje RAM voldnim instrukce READ, kterd nacte hodnotu ze vstupu (tim se po-
sune na vstup dalsi hodnota). Pokud tato instrukce dojde ke konci vstupu, vraci jiz jen hod-
noty 0. RAM bud vi, kolik parametrt ma nacist (napfiklad pocita-li funkci s pevnym poctem
parametri1), nebo ocekavé fetézec sloZzeny z ¢isel, ktery je ukonceny 0, jsou mozné samo-
zfejmé i jiné moznosti, napfiklad prvni hodnotou pfedanou RAM mfiZe byt pocet parame-
trt, které nédsleduji. My se pfidrzime prvnich dvou pfistup, které budeme specifikovat za
okamzik.

Vystup zapisuje RAM pomoci instrukce PRINT, opét se jedna o posloupnost ¢isel vy, o, . . .
Vyznam jednotlivych ¢isel na vystupu je pochopitelné dan programem, ktery RAM zpraco-
vava.

Na zacatku vypoctu maji vSechny registry hodnotu 0, vypocet za¢ind prvni instrukei I a
pokracuje dal$imi instrukcemi v pofadi. V pfipadé pouziti instrukce INZ miiZe dojit ke skoku
na jinou instrukci, nez je dalsi v pofadi. Vypocet konci v pfipadé, kdy méla byt instrukce za
koncem programu, k tomu mtize dojit ve dvou pfipadech, bud je vykonana instrukce na po-
sledni fadce programu I (a jeji soucasti neni skok na fddek programu s niz$im ¢islem), nebo
dojde ke skoku (pfikazem JNZ) na fddku programu k > {. Fakt, Ze se vypocet RAM R nad
danym vstupem x, ..., x, zastavi, budeme oznacovat pomoci R(xy, ..., x,) | a budeme fikat,
ze vypocet konverguje. To, Ze se vypocet nezastavi, tedy Ze diverguje, budeme oznacovat
pomoci R(xy,...,x,) T.

Podobné jako v pfipadé Turingovych strojti, miizeme i RAM pouZit jednak k pfijimani
slov z daného jazyka, nebo k pocitani hodnoty funkce. Tyto dva zptisoby budeme rozliSovat
zejména kvili zptisobu interpretace vstupu.

Necht f : N" = IN je ¢astecna funkce (nemusi tedy byt definovand pro vsechny vstupy).
Rekneme, ze RAM R pocitd funkci f, pokud plati:

e Pokud f(xy,...,x,) T, pak vypocet R se vstupem (x;,...,x,) neskon¢i, nebo skond¢i s
tim, Ze neni vypsan zadny vystup pomoci PRINT.

e Pokud f(xy,...,x,) ], pak vypocet R skon¢i, dojde k zapisu alespori jedné hodnoty na
vystup a prvni hodnotou, kterou R na vystup zapiSe, je hodnota f(xy,...,x,)

Véimnéme si, Ze nijak neomezujeme pocet provedenych instrukci READ ani PRINT. Z toho
plyne, Ze s touto definici kazdy RAM R poc¢ita pro kazdé n € IN néjakou funkci n proménnych.
O funkci f, pro kterou existuje RAM, ktery ji pocitd, budeme fikat, ze je RAM-vycislitelnd.

Priklad 2.4.1 UkazZme si nap¥iklad RAM, ktery pocitd funkci ndsobent f(x1,x2) = X1 - X9. Program
tohoto stroje je popsin v algoritmu [Il. V programu jsou pouZity ctyfi registry, registry ro a ry slouzi
k uloZeni vstupnich hodnot, do registru ro se postupné x,-krdt p¥icte hodnota x,, zde je tedy na zdvér
vysledek, ktery je vypsin instrukci PRINT. Pomocny registr r5 je pouZit jen k tomu, abychom postupné
mohli od¢itat jednicku od hodnoty v registru r.
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Algoritmus 1 Program pro RAM, ktery pocita funkci ndsobeni f(x1,x2) = x - Xo.
1: function Murr(x, X2)

2: READ(r() > Ty ¢ X1
3: READ(7) > 7 Xo
4: LOAD(1,r3) > 13 < 1, budeme pottebovat od¢itat 1.
5: JINZ(r,, (D) > Pokud [rp] > 0 sko¢ na tadek [/.
6: JINZ(r3, M) > [r3] = 1, nepodminény skok na fadek [L0.
7: ADD(r5,11,72) > 1y < [1ro] + [r1], pFicteni rq k vysledku.
8: SUB(ro, '3, 10) > 1o < [ro] = [rs], protoze [r3] = 1, jde o odecteni jednicky.
9: JINZ (1o, D) > Pokud je [ro] > 0, sko¢ na fadek [/, tedy pokracuj v pFicitani.
10: ~ PRINT(r;) > Vypis vysledek, ktery je v rs.

11: end function

Pozndmka 2.4.2 (Zjednoduseni pouziti nékterych instrukci) Na pFikladu si miiZeme vSim-
nout, Ze instrukcni sada, kterou jsme zvolili, je v lecCems velmi omezujici, napfiklad nemiiZeme rovnou
napsat SUB(ry, 1, o) pro sniZeni hodnoty v registru r, o 1. Misto toho je potieba vyuZit pomocného re-
gistru rs, kam si nejprve uloZime konstantu 1, abychom mohli zavolat SUB(r, 13, 7o) a tim teprve ode-
Cist od obsahu registru ry hodnotu 1. Toto omezeni md sviij smysl, ktery se ukdZe teprve ve chvili, kdy
zacneme jednotlivym instrukcim p¥ifazovat cas provedeni a tim pocitat casovou sloZitost algoritmu.
Zatimco instrukce LOAD, tedy nacteni konstanty do registru bude mit konstantni sloZitost, sloZitost
operace SUB bude zdvisld na hodnotdch s¢itancii, tedy na obsahu odpovidajicich registrii. Prozatim si
vsak zavedeme konvenci, Ze v operacich ADD a SUB ptipustime pouZiti konstant jako scitancii, men-
Sitelii a menSencii (Ciselnou konstantu od registru vZdy odlisime, nebot registry oznacujeme pomoci
ti). Podobné omezujici je, Ze nemdme k dispozici nepodminényj skok, opét to Ize obejit s pomocnym
registrem a uloZenim nenulové hodnoty do tohoto registru, i zde si dovolime jako parametru v JNZ
misto registru pouZit i ciselnou konstantu 1 jako nenulové cislo, tedy JNZ(1,[0) je nepodminénym
skokem na vadku @ Podobné v operaci PRINT povolime zdpis konstanty.

PopiSeme si jesté, co znamend, Ze RAM R pfijimd jazyk L. Budeme uvaZovat fetézce nad
konec¢nou abecedou ¥ = {oy,...,0,}. Mohli bychom sice uvaZovat i nekonecnou abecedu,
protoZe neomezujeme ¢isla na vstupu, nebudeme to vSak potiebovat. Podstatné je, Ze sym-
boly abecedy indexujeme od 1. Pokud je w = 0y,0;,04, ...0;, € X* fetézec (ktery miize byt i
prazdny), pak jejf RAM R pfeddme na vstup jako posloupnost iy, ..., 1,, protoZe indexy sym-
bolti jsou nenulové, prvni nula prectena instrukci READ ze vstupu oznacuje konec fetézce.
Vypocet RAM s takto pfedanym vstupem budeme zapisovat prosté pomoci R(w).

* Rekneme, e RAM R piijimé slovo w € X*, pokud vypocet R(w) |, R pouZije béhem
vypoctu alespori jednu instrukci PRINT a prvni hodnotou zapsanou na vystup je 1.

* Rekneme, Ze RAM R odmitd slovo w € ¥, pokud R(w) | a béhem vypoctu bud nedojde
k zapisu na vystup instrukci PRINT, nebo prvni hodnotou zapsanou na vystup nenf 1.

Podobné jako v piipadé Turingovych stroji fekneme, Ze RAM R pfijiméa (resp. odmita) jazyk
L C 37, pokud R pfijima (resp. odmita) pravé slova z jazyka L. Jazyk pfijimany RAMem R
oznadime pomoci L(R). Rekneme, e RAM R rozhoduije jazyk L, pokud p¥ijima L a odmitd L
(§. na v8ech vstupech se zastavi a bud je pfijme nebo odmitne).

{Pf'idat pfiklad fetézcové funkce f(w) = w, tam bude vidét pouziti COPY ]

Piiklad 2.4.3 Algoritmus E popisuje program pro RAM, ktery rozhoduje jazyk {1"2" | n > 0}.
Vzhledem k primému p¥istupu do paméti mame zde mnohem jednodussi iilohu, nez v piipadé TS

Vs ove

(viz p¥iklad ). Pro lepsi Citelnost pouZivame symbolicky zapsand ndvésti. Algoritmus pracuje na
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Algoritmus 2 Program pro RAM, ktery rozhoduje jazyk {1"2" | n > 0}.

1: function RozaopnNi(w)
2:
3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

start:
READ(7y)

JINZ(rg, next_char)

> Nacti dalsi znak ze vstupu to registru 7.
> Pokud je$té neni konec vstupu, jdi na next_char.

>V opacném piipadé zkontrolujeme, jestli se pocet 0 shoduje s poétem 1.

0

UB(ry,72,73)
Z(r3, reject)
B(T‘Q, ri, 7’3)
Z(r3, reject)
Z(1,accept)
next_char:

SUB(7y, 1,79)

JINZ(rg, two)
one:

JINZ(ry, reject)

ADD(Tl, 1, 7’1)

JINZ(1,start)
two:

SUB( 1y, 1, 7’0)

JINZ(ry, re ject)

ADD(TQ, 1, 7’2)

JNZ(1,start)
reject:

PRINT(0)
accept:

PRINT(1)
end function

23 ¢& 32

> 1y« [r1] = [r2], v 13 je 0 pokud [ro] > [r1].

> [r3] > 0, pokud [rs] < [r1], tedy dvojek je méné neZ jednicek.
> 15 < [ro] = [r1], v 3 je 0 pokud [r1] > [r2].

> [r3] > 0, pokud [r1] < [r2], tedy jednicek je méné nez dvojek.
> Jednicek a dvojek je tyZ pocet, sko¢ na ptikaz pfijeti.

> Kontrola, jde-li o 1 nebo 2.

> 1o < [ro] = 1

> Pokud v 7y zbyva nenulové ¢islo, vstupni znak nebyl 1.

> Pfec¢teny znak byla 1.

> Pokud uZ byla prectena 2, odmitni.

> Zvys pocet nactenych 1.

> A skoc zpatky na zacatek.

> Zkontroluj, jestli ¢islo piectené ze vstupu byla 2.

> 1o = [ro] =1

> Pokud v [ry] > 0, pak vstupni znak nebyl 1 ani 2, odmitni.
> Zvy$ pocet nactenych dvojek.

> Zpét na zacatek.

> Odmitni zapsanim 0 jako prvniho znaku.

> PYijmi.
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jednoduchém principu, dokud jsou na vstupu nenulovd ¢isla, zpracovdvi jedno po druhém. Pokud je
nactené ¢islo 1, zkontroluje algoritmus, zda jiz byla nactena néjaka 2, pokud ano odmitne, jinak zvysi
pocet nactenyjch jednicek, ktery si pritbéZné ukladd v registru r,. Pokud je nactené &islo 2, zvysi pocet
nactenych dvojek v registru ro. V p¥ipadé, Ze byl jiz nacten celij vstup, dojde ke kontrole toho, zda pocet
1 je shodny s poctem 2.

Z popisu RAMu vidime, Ze programy pro RAM jsou imperativni, jednotlivé instrukce
popisuji, jaky krok se ma provést, a provadéji se sekvencné po sobé nezavisle na dané kon-
tiguraci RAMu. To je rozdil oproti Turingovym strojtim, kde je dalsi instrukce k provedeni
vybréna podle toho, jaké symboly jsou aktualné ¢teny hlavami na paskéch a v jakém stavu
se Turingtiv stroj nachézi. Je to rozdil i proti ¢aste¢né rekurzivnim funkcim, jejichz vypocet
je dan odvozenim dané funkce.

2.4.2 Programovani RAM

2.4.3 Ekvivalence RAM a Turingovych strojt

2.4.4 Varianty RAM

K modelu RAM byl v [B] zaveden i model RASP (random access stored program), ktery mé v
jediném pamétovém prostoru uloZen jak program, tak i data, nad kterymi tento program
pracuje.

Paralelni RAM (PRAM) je velmi populédrni pfi studiu paralelnich algoritmf.

2.5 Algoritmicky vyc¢islitelné funkce
¢ Sjednocuji turingovsky vycislitelné, ¢aste¢né rekurzivni a RAM-vy¢islitelné funkce.
¢ Hlavné komentéfe.

e Zavést ¢islovani a znadeni.

¢ Pfesunout sem s-m-n vétu a ukazat bez pomoci CRF.
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Kapitola 3

(Ne)rozhodnutelnost

3.1 Definice a nastroje

V této kapitole se budeme vénovat vlastnostem rekurzivnich a rekurzivné spoc¢etnych mno-
zin. Ackoli tyto pojmy jsme jiz definovali, nebot jde o unarni rekurzivni a rekurzivné spocetné
predikéty, zopakujme si jesté jednou jejich definici.

Definice 3.1.1 MnoZina A C N je rekurzivné spocetnd, je-li definiénim oborem néjaké CRF.
Tj. existuje-li CRF f, proniz A = dom f = {x | f(x) |}. Mnozina A C N je rekurzivni, je-li jej
charakteristicka funkce x4 obecné rekurzivni, tedy ORF.

Pojmy ,rekurzivni” a ,rekurzivné spocetné” jiz jsme jednou pouzili v ptipadé jazyka,
uvédomime-li si, Ze mnozina A C IN odpovidd jazyku L = {w; | i € A}, zjistime, Ze po-
jmy mnoZina a jazyk jsou ve skutecnosti (efektivné) shodné, tedy to, co jsme si dosud fekli
o rekurzivnich a rekurzivné spocetnych jazycich, plati i pro mnoZziny a naopak to, co si nyni
fekneme o rekurzivnich a rekurzivné spocetnych mnoZzinéch, plati i pro jazyky, to vSe po-
chopitelné diky tomu, Ze jiz vime, Ze TS jsou stejné silnym vypocetnim modelem jako CRF.
S timto na paméti se naddle miizeme vénovat jen mnoZzindm. Stejné€ jako v ptipadé jazyku
i v pfipadé mnozin miZeme kazdé rekurzivné spocetné mnoziné pfifadit Godelovo ¢islo
funkce, jejimz je defini¢cnim oborem.

Definice 3.1.2 Pomoci W, oznac¢ime e-tou rekurzivné spocetnou mnozinu, tj.
W, = dom ¢, = {x | ¢.(x) |}.

Pti naSich tivahédch o rekurzivnich a rekurzivné spocetnych mnoZzinach se ndm budou
hodit dalsi dva nastroje, jednak kone¢né aproximace funkci a mnoZin, jednak ocislovani k-tic
ptirozenych ¢isel. Kone¢nou aproximaci ¢aste¢né rekurzivni funkce definujeme nésledujicim
zptisobem.

Definice 3.1.3 Pomoci ¢!”, kde ¢,1,5 € IN ozna¢ime konecnou aproximaci ¢ funkce ¢!,
kterou definujeme néasledujicim zptisobem:

) @ (x1,...,x,) pokud (Jy < s)[Tule,xy, ..., % v)]
906,5 (xll"'/x”) = ..
T jinak
Kone¢nd aproximace funkce ¢, odpovida intuitivné tomu, Ze stroj M, nechdme béZet
s prostfedky omezenymi limitem s. Limitem s jsme omezili délku kédu vypoctu M, nad vstu-
pem, ale stejné tak bychom mohli omezovat pfimo pocet krokt, ktery dovolime stroji M, vy-
konat. Pokud si M, nevystaci s omezenymi protiedky, je hodnota aproximace nedefinovana.
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Zatimco rozhodnuti, zda se stroj M, zastavi, je dle véty algoritmicky nerozhodnutelné,
k rozhodnuti, zda se zastavi napfiklad nejpozdéji po s krocich, jej sta¢i vybavit poc¢itadlem
krokt. V implementovaném algoritmu navic miizeme vSechny cykly while nahradit cykly for
s s jako horni mezi. Nasledujici tvrzeni by nas tedy nemélo piekvapit.

Lemma 3.1.4 Predikit H" (e, s, x1,...,x,), definovany jako
H™(e,s,x1,...,x,) © (pg;)(xl,...,xn)i
je primitioné rekurzivni a plati, Ze

O (x1, .., x0) Lo ()@ (x, ..., x0) L.

Diikaz: Plyne pfimo z toho, Ze T, je primitivné rekurzivni predikat dle véty a ome-
zena kvantifikace je primitivné rekurzivni dle lemmatu . To, ze

(pé") (x1,..., %) e (35)[@? (x1,...,%:) 1],
je zfejmé z definice. m

Konecénou aproximaci ¢astecné rekurzivni funkce mtiZeme hned vyuzit k definici kone¢né
rekurzivni aproximace rekurzivné spocetné mnoziny.

Definice 3.1.5 Pomoci W, oznac¢ime odpovidajici rekurzivni kone¢nou aproximaci. Tj.

We,s = dom Pes = {x | De,s (X) 1«}
Uvédomme si, Ze W, je nejen rekurzivni, ale i kone¢na mnoZina.

Lemma 3.1.6 Pro kazdé e, s je W, s konecnd rekurzivni mnoZina, navic W,s C {x | x < s}.

Diitkaz : Pro kazdé x plati, ze x € W,, pravé kdyz H(e,s,x), kde H = HW je primitivné
rekurzivni predikat z lemmatu , z toho plyne, Ze W, je rekurzivni mnozina. Pokud plati,
ze x € W,,, pak je to proto, Ze ¢.s(x) |, coz podle definice znamend, Ze existuje y < s, pro
které T(e, x,y), tedy y je kddem vypoctu Turingova stroje M, nad vstupem (x)z. Kéd y v sobé
obsahuje i tento vstup, a tedy musi platit, Zex <y <s. =

Intuitivné tedy W, s obsahuje prvky mnoziny W, mensinez s, o kterych jsme schopni roz-
hodnout do s krokt. A¢koli to, Ze pomoci s omezujeme délku kédu vypoctu je odlisny od
situace, kdy bychom omezovali pocet kroku stroje M,, k definici W, s bychom mohli pou-
zit tento druhy zpfisob, ten ktery jsme zvolili vSak vede k jednodussimu pouziti omezené
minimalizace a predikatu T. Dalsi pomtickou, kterd se ndm bude hodit, bude zakédovani
uspofddanych k-tic do pfirozenych ¢isel. Dvojice ¢i k-tice ¢isel by $lo zakddovat fadou zpi-
sobt, které by vSechny byly stejné dobré, my pouZzijeme funkci, ktera se pro tyto tcely casto
pouziva.

Definice 3.1.7 Pomoci (x, y), oznacime kéd uspofadané dvojice [x, y| dany pfedpisem:

(x+y)(962+y+1> Ly

X, )2 =

Je-lin > 2, pak kéd n-tice [xy, ..., x,| uréime pomoci (x1,..., X))y = {X1,{X2, ..., Xp)n-1)2. Po-
moci 711, ;({x1, ..., X)) = x; ozna¢ime odpovidajici inverzni funkci.

Lemma 3.1.8 Pro kazdé n > 2ai < n jsou funkce {xi,...,Xn)n a4 T,; primitioné rekurzioni a

(X1, ..., X, je bijekci mezi N a IN"*1.
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Dikaz: VsSechny operace pouZité v definici jsou primitivné rekurzivni. Vybér prvku z dvo-
jice je také primitivné rekurzivni, napfiklad

() = x < 2| By < 2lx, )2 = 21|

ProtoZe omezena minimalizace je primitivné rekurzivni dle lemmatu a totéz plati pro
omezeny existenéni kvantifikator dle lemmatu , je tato funkce primitivné rekurzivni.
Podobné by to $lo zobecnit na vybér libovolného prvku z n-tice. To, Ze jde o bijekci, plyne
z pouzité funkce, dlikaz tohoto faktu vSak vynechdme, protoze by byl zbytec¢né technicky a
pro nés je pouze podstatné, Ze takova funkce existuje. =

Protoze pfechod od jednotlivych sloZek ke kédu n-tice i opacny pievod jsou primitivné
rekurzivni, dovolime si trochu zjednodusit znaceni a na mistech, kde bychom pouZili pro-
ménnou, kterou chceme interpretovat jako n-tici, pouZzijeme ¢asto p¥imo n-tici s vyjmenova-

nymi prvky, napfiklad pokud by byla f funkce dvou proménnych, budeme psat

w<x, vl f (x, y)],

misto forméalné spravného zdpisu

uz[f(m2,1(2), 22(2))]-

Podobné budeme toto znaceni pouZivat i v jinych p¥ipadech.
Diky efektivnimu zakédovani dvojic se mtiZeme v jistém smyslu omezit na predikaty
jedné proménné, tedy mnoziny.

Lemma 3.1.9 Predikit P(xy,...,x,) je primitivné rekurzivni (resp. obecné rekurzivni, resp. rekur-
zivné spocetnyj), pravé kdyz je primitivné rekurzivni (resp. obecné rekurzioni, resp. rekurzioné spo-
cetny) i predikat R(x) = {{x1, ..., Xu)u | P(X1, ..., %)}

Dikaz: Zfejmé z toho, Ze kédovani dvojic je efektivni. m

3.2 Rekurzivni mnoziny

Nejprve se budeme vénovat rekurzivnim mnozindm, které podle Churchovy-Turingovy teze
odpovidaji algoritmicky rozhodnutelnym problémtim. Neni divu, Ze se tedy rekurzivni mno-
ziny chovaji hezky k béZnym mnoZinovym operacim.

Lemma 3.2.1 Rekurzivni mnoZiny jsou uzavieny na sjednocent, priinik a operaci dopliiku, tj. jsou-li
A a B rekurzivni mnoZiny, pak i mnoZiny AU B, AN B a A jsou rekurzioni.

Dtkaz: Plyneztoho, Ze obecné rekurzivni predikaty jsou uzaviené na konjunkci, disjunkci
anegaci dle lemmatu . V ném jsme to sice dokézali pro primitivné rekurzivni predikaty,
tytéz dikazy vSak plati i pro obecné rekurzivni predikity. m

U mnoziny se jednak mtizeme ptét, jak tézké je zjistit, zda do ni patti dany prvek, podobné
se vSak mtiZeme zajimat o to, jak obtiZné by bylo vypsat prvky mnoziny, pokud mozno syste-
maticky. Ukazuje se, Ze prvky rekurzivnich mnozin Ize vypsat v rostoucim potadi, coZ plati
i naopak.

UvaZme nyni pro jednoduchost kone¢nou mnozinu A = {1,3,4,7,9}, v paméti pocitace
bychom si tuto mnoZzinu mohli reprezentovat riiznymi zptsoby. Jednou moZnosti je vytvofit
bitové pole B, jehoz rozsah je dany velikosti nejvétsiho cisla, které 1ze do mnoziny vloZit, a
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pro néjz plati, ze B[i] = 1 pravé kdyz i € A, jinak B[i] = 0. Pokud by napfiklad mnozina
A obsahovala ¢isla z rozsahu 0, . . ., 10, pak bychom mnoZzinu A reprezentovali nasledujicim
bitovym polem B:

0123456 7 8910
[o[1]of1]1]ofof1]o]1]0]

Tento zptisob reprezentace odpovida charakteristické funkci x4, nebot ztejmeé Bi] = x (i),
i kdyZz B v tomto pfipadé€ obsahuje jen pocate¢ni tsek nekonec¢ného bitového pole, které od-
povida celé charakteristické funkci. Druhou moZnosti je reprezentovat mnoZinu A pomoci
pole C, do kterého umistime prvky mnoZiny A uspofddané v rostoucim potadi. Pole C, které
by reprezentovalo mnoZinu A by tedy vypadalo nasledovné:

012 3 4
[1][3[4[7]9]

Na pozici CJi] je tedy i-ty nejmensi prvek mnoziny A pocitano od 0. Pokud by A byla
nekone¢na mnoZina, je zftejmé, Ze i pole C by bylo nekonecné, je-li A kone¢nd mnozina, pak
hodnoty na pozicich CJi] pro i > |A| nejsou definované. Pole C tedy odpovida funkci, ktera je
definovand jen na poc¢ate¢nim tseku ptirozenych ¢isel. Takové funkci budeme fikat tisekova
funkce.

Definice 3.2.2 Funkci f nazveme iisekovou funkci, pokud jeji defini¢ni obor tvofi pocatecni
tusek mnoziny pfirozenych ¢isel, tedy pokud plati, Ze

()| (F0) L Ay <) = FL ]

Funkce je tedy tisekovd, pokud je bud definovana pro vSechny vstupy, nebo existuje néjaké
¢islo c takové, Ze pro kazdé x < cje f(x)] a pro kazdé x > cje f(x) T.

Predstavime-li si pole C jako takovou funkci f, je mnoZzina A rovna oboru hodnot f, pro-
toZe obsahuje prvky, které jsou vraceny pro né€jaky vstup. Neni prekvapivé, Ze obé reprezen-
tace mnoziny A, tedy reprezentaci bitovym polem B a reprezentaci uspofddanym seznamem
prvki v poli C, jsme schopni vzdjemné na sebe pfevést. Misto potencidlné nekone¢ného pole
B vsak pouZzijeme charakteristickou funkci a misto potencidlné nekone¢ného pole C rostouci
tsekovou funkci.

Véta 3.2.3 MnoZina A je rekurzioni, prdvé kdyZ je oborem hodnot néjaké rostouct tisekové CRF (1.
existuje rostouct tisekovi CRF f, pro niZ plati A = rng f).

Dtkaz: Predpokladejme nejprve, zZe A je rekurzivni mnoZina. To znamend, Ze jeji charak-
teristicka funkce x4(x) je obecné rekurzivni. PopiSeme funkci f (i), kterd pro dané i vrati i-ty
nejmensi prvek mnoziny A (pficemz i pocitdme od 0, tj. prvni prvek je vracen pro i = 0).
Je-li A kone¢na mnozina, neni pro i > |A| hodnota f(i) definovdna. Takto popsana funkce
bude rostouci i tsekova. Intuitivni algoritmus, ktery bude pocitat funkci f(7) je jednoduchy:
Najdi nejmensi prvek mnoZiny A a poté i-krat hledej nejmensi vétsi prvek. Tento postup by
odpovidal algoritmu 3.2.40.

!Poznamenejme, Ze pfimocary algoritmus pro vypocet funkce i implementovany ve vy$§im programovacim
jazyku vypadal trochu jinak a byl by jisté jednodussi, stacilo by si pocitat pocet nalezenych 1 vracenych charak-
teristickou funkci a pocitat, kdy dosdhneme poctu i + 1. Zde popsany algoritmus je jiz usit na miru tomu, Ze jej
chceme implementovat pomoci CRF.
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Algoritmus 3.2.4 Vypocet funkce f(i)

Vstup: Ptirozené ¢islo i, implicitné téZ mnoZzina A reprezentovand svou charakteristic-
kou funkci y4.

Vystup: i-ty nejmensi prvek mnoziny A, poc¢itdno od 0, pokud je A nekone¢na nebo i <
|A]. Jinak neni hodnota funkce f definovéna.

cy:=0
while xa(y) =0
do

y=y+1
done
U=y
fork:=0to i—1
do

z:=0
10:  whilez <uor xa(z) =0
11: do
12: z:=z+1
13:  done
14: u:=z
15: done
16: return u

Prvni cyklus while na fadcich 2 — 5 najde index nejmensiho (tedy 0-tého) prvku, ktery do
mnoziny A patfi. Poté algoritmus i-krat opakuje hledani nasledujiciho prvku. Hledani nasle-
dujictho prvku je obsaZeno v druhém cyklu while na fadcich 10 - 13. Zbyv4 tento algoritmus
prepsat do jazyka ¢astecné rekurzivnich funkci, coz je jiz celkem p¥imocaré.

Prvni inicializa¢ni cyklus si definujeme jako CRF

h(v) = uylxaly) = 1],

viimnéte si, Zze tato funkce na svém parametru viibec nezavisi, vzdy najde nejmensi prvek
mnoziny A. Funkci uvnitf cyklu for si definujeme jako CRF

§i,1,0) = zl(z > u) A xal2) = 1]

Funkce g dostdva jako druhou hodnotu (tedy z) hodnotu z rekurze, tedy aktudlni hodnotu
naposledy nalezeného prvku, nasledné hled4 nejmensi prvek mnoZiny A, ktery je vétsi neZz
tento posledni nalezeny prvek uloZeny v z. Pomoci primitivni rekurze odvodime funkci f* =
Ro(h, g) apoté stacipolozit f(i) = f'(i, i) (pfipomerime si, Ze primitivni rekurze odvodi funkci
alesporni dvou proménnych, proto funkci f odvodime takovouto oklikou).

Nyni predpoklddejme, Ze A = rng f, kde f je rostouci tisekova CRF. Pokud f neni ORF,
znamend to podle definice tisekové funkce, Ze doména f je konecn4, a tedy je konec¢nd i sa-
motnd mnoZina A a je tedy trividlné rekurzivni. Pfedpoklddejme tedy, Ze f je obecné rekur-
zivni, tedy v8ude definovana funkce, pro kterou plati, Ze f(i) vrati i-ty nejmensi prvek mno-
ziny A. Charakteristickou funkci mtiZeme nyni spocitat jednoduchym zptisobem, popsanym
v algoritmu .
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Algoritmus 3.2.5 Vypocet charakteristické funkce x4 (x) mnoziny A.

Vstup: Pfirozené ¢islo x, implicitné téZ funkce f, pro kterou plati, Ze f(i) vrati i-ty nejmensi
prvek mnoziny A.
Vystup: 1, pokud x € A, 0 jinak.

i:=0
while f(i) < x
do
ii=i+1
done
if f(i) =x
then
return 1
else
return 0
endif

A A EAR LU ey

[

Algoritmus vzdy skonc¢i, nebot mnoZina A je nekone¢nd, a proto musi obsahovat
prvek, ktery je vétsi nebo roven x, ve skutecnosti plati, Ze i-ty prvek musi byt vétsi nebo
roven i, jinymi slovy plati, Ze i < f(i). Proto ve skute¢nosti sta¢i hledat i < x a mohli bychom
se tedy obejit bez obecného cyklu while a nahradit jej cyklem for, toho vyuZzijeme pfi odvozeni
funkce x 4. Definujme funkci

8(x) = pi < x[f(i) 2 «],
kterd odpovida cyklu while v Algoritmu . Nyni plati, ze x € A, pravé kdyz x = f(g(x)),
pficemzZ rovnost je primitivné rekurzivni predikat, a proto je charakteristicka funkce x4 obecné
rekurzivni. Pokud je f dokonce primitivné rekurzivni funkce, dostaneme, Ze i x4 je primi-
tivné rekurzivni funkce, nebot omezena minimalizace pouZita v odvozeni funkce g je primi-
tivné rekurzivni podle lemmatu . V kazdém piipadé je-li f ORF, je ORFi x4 a A je tedy
rekurzivni mnozina. =

ProtoZe tisekové funkce s nekone¢nou doménou musi byt vSude definované, mtiZeme
tuto vétu pro nekone¢né mnoziny pfeformulovat nasledovné.

Dtusledek 3.2.6 Necht A je nekonecnd mnoZina, pak A je rekurzivni, pravé kdyz je oborem hodnot
néjaké rostouci ORF.

3.3 Rekurzivné spocetné mnoziny a predikaty

NeZ se budeme vénovat rekurzivné spocetnym mnoZzindm, vratme se jesté na chvili k rekur-
zivné spocetnym predikatiim. Podle lemmatu 1ze kazdy rekurzivné spocetny predi-
kat napsat ve formé primitivné rekurzivniho predikatu, pred ktery vlozime jeden existen¢ni
kvantifikéator. Jak ukazuje nédsledujici tvrzeni, ve skutecnosti nezélezi na poctu téchto exis-
ten¢nich kvantifikatort, nebot pokud pfidame existenéni kvantifikator pfed rekurzivné spo-
cetny predikat, vznikne opét rekurzivné spocetny predikat.

Lemma 3.3.1 Je-li P(xy,...,X,, y) rekurzivné spocetny predikit, pak i
R(x1,...,x,) = (Ay) [P(x1,..., %0, V)]

je rekurzivné spocetny predikat.
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Dtkaz: Pro jednoduchost budeme uvazovat pfipad, kdy n = 1, zobecnéni pro n > 1 pro-
meénnych je trividlni. ProtoZze P(x, ) je rekurzivné spocetny predikat, mtizeme jej podle lem-
matu m zapsat jako
Plx,y) = (32) [Q(x, y,2)]
pro néjaky primitivné rekurzivni predikat Q. Z toho plyne, Ze
R(x) = (Qy)(F2) [Q(x, y, 2)].

Zakédujeme-li nyni y a z jako dvojici, dostaneme, Ze

R(x) = (Ky, 2)2) [Qx, y,2)]
a oznacime-li si
D(x, u) = Q(x, a1 (1), 22(1)),
pak D je primitivné rekurzivni predikat, pro ktery plati, Ze
R(x) = (Ju) D(x, u).
Podle lemmatu tedy dostavame, ze R(x) je rekurzivné spocetny predikidt. m

Nyni si ukdZeme, Ze i existencni kvantifikator pfed rekurzivné spocetnym predikatem je
v jistém smyslu efektivni, nebot existuje funkce, kterd jej implementuje.

Véta 3.3.2 Necht R(x,y) je rekurzivné spocetny predikat, potom existuje CRF f (také vijbérovd
funkce nebo selektor pro R), pro kterou plati, Ze f(x) < (Ay)R(x,y) a pokud f(x)], pak R(x, f(x)).

Dtkaz: Podle lemmatu muZeme R zapsat jako
R(x,y) = (32) [Qx, v, 2)]
pro néjaky primitivné rekurzivni predikat Q. A tedy
()R, y) & (Fy)(F2)Q(x, v, 2).

Protoze predikét Q je primitivné rekurzivni, dostaneme, Ze funkce

g(x) = w(y, 2)2Q(x, v, 2)

skute¢né najde vhodnou dvojici y, z, pro kterou je Q(x, y,z) splnén, pokud takova dvojice
existuje. Nyni z nalezené hodnoty staci vybrat y, tedy prvni prvek, celkové tedy definujeme
funkci f jako

fx) = m1(8(x)).

Fakt, Ze rekurzivné spocetné mnoZiny jsou uzaviené na sjednoceni a priinik, plyne uz
z toho, Ze rekurzivné spocetné predikéty jsou uzavieny na konjunkci a disjunkci. Diky s-m-
n véte jsme navic schopni provést toto sjednoceni ¢i priinik efektivné.

Véta 3.3.3 Rekurzivné spocetné mnoziny jsou efektivné uzaviené na sjednoceni a prinik. Tj. existuji
PRF f a g pro néZ plati, Ze W) = W U W, a Wy ) = WeN W,
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Dukaz: Uvazme nejprve sjednocenia funkci f(x, y). Nechte-ty program pocita nasledovne:
Pro dany vstup x, y, u hledej nejmensi limit s, ktery jiz staci, aby u pattilo do W, nebo do
W, 5. Tedy

Pe(x, y,u) = (us)[u € Wes VueW,.
Z vlastnosti kone¢nych aproximaci, jmenovité z lemmatu vyplyvé, Ze predikat pouzity
jako podminka minimalizace je rekurzivni. Plati tedy, Ze

(Pe<xr }/, u) J,® ue Wx U W]/

Program s &slem e je konkrétni program, ktery sestrojime s pomoci univerzalni CRF. Funkci
f dostaneme pomoci s-m-n véty 2.3.22 jako f(x,y) = si(e, x,y), protoze potom plati

(Pe (x/ ]/, Z) = (Psf(e,x,y)'

Podobné mtizeme postupovat i v pfipadé priniku a funkce g, stacilo by misto disjunkce
pouzit konjunkci. V tomto pfipadé vSak mtiZeme pouZit i

g(x, y,u) = o (u) + @y (u),

nebot pro takto definovanou funkci g plati, ze
gx,yu)le o(u)l Apy(u)leoue WoeAueW,.
Dalsi postup s pouzitim s-m-n véty je shodny s postupem v pfipadé sjednoceni. =

Postup dikazu véty je velmi obecny a méZeme jej pouZit i v jinych p¥ipadech. Radu
operaci s mnoZinami ¢i funkcemi 1ze provést efektivné, coz by néds vSak nemélo prekvapit,
protoZe jde pfesné o ty operace, které jsme schopni popsat formou intuitivniho algoritmu.
Podle Churchovy-Turingovy teze jsme schopni tento intuitivni algoritmus realizovat na Tu-
ringové stroji a tedy i ¢dstecné rekurzivni funkci, jde-li o algoritmus, ktery nevyuzivé cyklus
while, pak dokonce ziskdme primitivné rekurzivni funkci. S-m-n véta 2.3.29, jiz je tato véta
dtisledkem, tedy jen znovu potvrzuje Churchovu-Turingovu tezi. My si v8ak ¢asto uleh¢ime
situaci a nebudeme vzdy postupovat takto detailné s pouZitim s-m-n véty.

Stejnéjako v pfipadéjazykd, i v pfipadé mnozin plati Postova véta, kterd vypovida o vztahu
mezi rekurzivnimi a rekurzivné spocetnymi mnoZzinami.

Véta 3.3.4 (Postova) MnoZina A je rekurzioni, privé kdyz A i A = IN \ A jsou rekurzioné spocetné
mnoziny.

Dikaz : Plyne z vét , , ekvivalence TS s CRF a korespondence mezi jazyky a

mnoZzinami. My si ale ukdZeme i pfimy diikaz v kontextu mnozin. Je-li A rekurzivni, pak je
defini¢nim oborem funkce

f) = pyl(Axy[l = xa(x)]) = 0],

tj. funkce f(x) odpovida nekone¢nému cyklu, pokud x ¢ A, naopak pokud x € A, skon¢i f(x)
okamzité uz ve chvili, kdy y = 0. Podobné A je definiécnim oborem funkce

8(x) = pyl(Axylxa(x)]) = 0].
Obé mnoziny A i A jsou tedy rekurzivné spocetné.
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Piedpokladejme nyni, %e A i A jsou rekurzivné spocetné. Budte i a j jejich Godelova &isla,
tedy A = W;a A = W;. Uvédomme si, Ze ¢ast prace jsme uz ucinili v pfipadé sjednoceni ve
véte , i zde si nejprve urc¢ime limit, ktery jiz sta¢i k rozhodnuti nasledujici funkei g(x):

g(x) = us[x € Wis vVxe W

Narozdil od sjednoceni, v tomto pfipadé je funkce ¢ definovana pro kazdé pfirozené ¢islo
x, je tedy obecné rekurzivni. To proto, Ze prvek x patii bud do A nebo A, ¢&li WU W; =N,
a tedy musfi existovat limit s, ktery sta¢i k tomu, aby bud x € W;,, nebo x € W;,. Nyni staci
tento limit pouZit k rozhodnuti, nyni totiz x € A, pravé kdyz x € Wj(). Protoze g(x) je
obecné rekurzivni, je toto rozhodnuti rovnéz obecné rekurzivni podle lemmatu B.14, a tedy
i mnoZina A je rekurzivni. =

Nyni se zamé&fime na problém vypsani prvki rekurzivné spocetné mnoziny.

Véta 3.3.5 (Generovani rekurzivné spocetnych mnoZzin) Necht A je mnoZina, potom jsou ndsle-
dujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) MnoZina A je rekurzivné spocetnd.

(ii) A je prazdnd, nebo je oborem hodnot néjaké ORF, tj. existuje ORF g, pro niz A = g g =
trl (Jy)lg(y) = ).

(iii) A je oborem hodnot néjaké CRF.
(iv) A je oborem hodnot néjaké rostouci CRF.
Dikaz :

* (i) = (ii). Pfedpokladejme, Ze A je neprazdnd rekurzivné spocetnd mnozina, jejiz Go-
delovo d&islo si ozna¢ime pomoci ¢, tedy A = W, = dom ¢,. Nasim cilem je zkonstru-
ovat obecné rekurzivni funkci g tak, aby platilo A = rng g. Na$ postup navic ukéze,
jak z Godelova ¢isla e urcit Godelovo ¢islo funkce g. Rozeberme si nejprve, pro¢ nemi-
Zeme postupovat stejné jako v pfipadé rekurzivnich mnozin. UZ postup, kterym jsme
u rekurzivni mnoZziny hledali nejmensi prvek, v pi¥ipadé rekurzivné spocetné mnoziny
selze. Pokud by totiZ 0 nepatfila do A, tak se cyklus while, v némzZ bychom nejmensi pr-
vek hledali, zarazi uz pfi vypoctu ¢.(0), nebot tato hodnota neni definovana. Podobné
nemtZzeme hledat nejmensi prvek vétsi nez zadany parametr.

Musime proto postupovat opatrnéji. Za prvé, nemiizeme sice pfimo najit nejmensi pr-
vek, ale mtiZeme najit n&jaky prvek mnoziny A = W,, a to naptiklad néasledujici funkci:

a(e) = T (Udx, 8)a[x € W)

Nejedna se pfi tom o nicjiného, nez o selektor rekurzivné spocetného predikatu (Jy)[y €
W, (viz véta ), protoZe tento predikat je splnén diky neprazdnosti W,, bude pro
dané e hodnota a(e) definovana. Takto nalezeny prvek pouZzijeme jako jakéhosi Zolika,
kterého vrati konstruovana funkce g ve chvili, kdy si nevijinak rady. Sestrojime nejprve
funkci gog) (e,z), ktera si vylozi parametr z jako dvojici z = (x,s)s, ovéii, zda x € W, a
pokud ano, vrati hodnotu x, v opaéném piipadé vrati zolika a(e), tedy:

X X € W
a(e) jinak

0 (e,z = (x,5)2) = {
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Protoze W, je rekurzivni mnoZina, a hodnota a(e) je pro dané e vzdy definovand vzhle-
dem k neprazdnosti W,, bude hodnota gog) (e,z) definovana pro kazdé z. VSimnéme si,
Ze definice funkce goéf) nezdvisi na hodnoté€ ¢, ta je ji pfedana jako parametr. Nyni uz
odvodime g(z) = (pgf) (e,z), a tedy podle s-m-n véty () plati

8(2) = Qoo 0(2) = @17 (e,2).

Takto jsme tedy spocitali i Godelovo ¢islo funkce g z e. Ziejmé plati, ze g(z) € W, pro
kazdé z, uvazme naopak, Ze pro kazdy prvek b € W, existuje s, pronézb € W, a
tedy g((b,s)2) = b. Kazdy prvek W, je tedy funkci g pro néjaky vstup y vracen, jenom
nedokazeme odhadnout, pro jak velké y. Dohromady dostavdme, Ze A = W, = rng g.

(ii) = (iii). Plyne toho, Ze kazda ORF je i CRF. Prazdnd mnoZina je oborem hodnot
CRF, ktera neni definovana pro zadny vstup.

(iii) = (i). Predpokladejme, Ze A je oborem hodnot ¢astecné rekurzivni funkce ¢ =~ ¢,.
Uvédomme si, Ze rozhodnuti, zda g(y) |= x je rekurzivné spocetny predikét (plyne
napfiklad z toho, Ze ¢.s(y) l= x je primitivné rekurzivni predikat dle lemmatu a
tedy g(y) 1= x © (3s)[@.s(v) | = x] je rekurzivné spocetny predikat dle lemmatu 2.3.19),
podle lemmatu je tedy i (Jy)[g(y) l= x| rekurzivné spocetny predikét, a tedy
mnozina

A={x|Qy)lg(y)l=x]}

je rekurzivné spocetna. Ze znalosti Godelova ¢isla e funkce g bychom opét s pomoci
s-m-n véty mohli spocitat Godelovo ¢islo funkce, jejiz doménou mnoZina A je. Pro apl-
nost totiz mtizeme psat

A =dom Ax[y(y,s)z[(pgls(y) l= x]].

(i) = (iv). Pfedpokladejme, ze A = W,, tedy A = dom ¢,. Bud g(e, x) funkce definovana

jako:
(e,x) = x x€W,
816 X) = T jinak

Funkce g(e, x) je ziejmé& CRF, naptiklad proto, Ze ji 1ze zapsat jako g(e, x) = o(¢,(x)) +
x (tj. do nulové funkce vlozime ¢,.(x) jako argument, hodnota tedy na hodnote ¢, (x)
nezdavisi, definovatelnost ano). Polozme nyni h(x) = g(e,x), potom je A jak oborem
hodnot, tak defini¢nim oborem funkce , funkce & je rostouci CRF, jejiz Godelovo &islo
lze opét efektivné spocitat z e.

(iv) = (iii). Toto je zfejmé. Implikaci (i7i)) = (i) uZ mame hotovou, a tedy jsme ukazali
i(iv) = (i).

Bod (ii) véty naznacuje, odkud rekurzivné spocetné mnoziny (recursively enumera-
ble sets) dostaly své jméno. Je-li A rekurzivné spocetna mnoZina, nejsme sice obecné schopni
algoritmicky rozhodnout, zda x € A, ale jsme schopni efektivné vypsat (enumerate) vsechny

N N

prvky A. O funkci g z tvrzeni (ii) budeme téZ fikat, Ze generuje mnozinu A. Na rozdil od re-
kurzivnich mnoZin v8ak nejsme schopni vypsat prvky rekurzivné spocetné mnoZiny syste-
maticky, tedy v rostoucim poradi, a nepodafi se ndm ani vyhnout tomu, abychom pfi vypisu
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né&jaky prvek Zopakovaliﬂ. Funkci, kterd by byla rostouci a jejimZ oborem hodnot je mnoZzina
A, sice mlizeme zkonstruovat, ale musime v tom pfipadé rezignovat na obecné rekurzivni
funkce a na to, aby dana funkce byla vSude definovand, jak ukazuje bod (iv). Takovéa funkce
pritom neni pro generovani mnoziny A pouzitelna.

3.4 Nerozhodnutelné problémy, pfevoditelnosta Riceova véta

V této casti se vratime k nerozhodnutelnym problémtim a podivdme se na to, jak dokazat
o daném problému, Ze neni algoritmicky rozhodnutelny (tj. neni rekurzivni). Podobné jako
u Turingovych strojt, i zde za¢neme s problémem zastaveni K, a jeho diagonélou K:

Ko = Koy locm)ll =Kx, y)alye W
K = {x|p(x)l} ={x|xe W}

I pro tyto mnoziny plati to, co jiz vime o problému zastaveni z véty .
Véta 3.4.1 Mnoziny K a K jsou rekurzioné spocetné, ale nejsou rekurzioni.

Dikaz : Oboji jsme vlastné uz ukazali v kontextu Turingovych strojti ve vété , zopa-
kujme si v8ak dtikaz i v jazyce CRF. Necht (p§2) oznacuje univerzalni CRF. Potom

K = dom )\x[gof)(x,x)] a
Ky = dom Adx, ), [(p§2) (x,y)].

Podle definice jsou tedy obé mnoZziny rekurzivné spocetné.

Ptedpoklddejme pro spor, Ze mnoZina K je rekurzivni, podle véty to znamend, Ze K
je rekurzivné spocetna mnozina. Necht ¢, je CRF, pro niz K = dom ¢, a ptejme se, zda e € K
nebo ne. Podle definice K plati, Ze

ec Ko ple)l.
Na druhou stranu viak to, ze K = dom ¢,, implikuje
ceKo Pe(e) ! .

Dohromady dostavame, Ze
Pee) L& @e(e) T,

coz pochopitelné nemtize platit a nds pfedpoklad musi byt mylny. MnoZina K tedy neni
rekurzivni.

Predpokladejme nyni pro spor, Ze mnoZina K je rekurzivni a necht xx, oznacuje jeji
obecné rekurzivni charakteristickou funkci. Definujme xx(x) = xx,({x,x)2), potom je xx
obecné rekurzivni charakteristickou funkci K. Tim jsme se v8ak dostali do sporu s tim, ze
Krekurzivnineni. m

Véimnéme si, jakym zptisobem jsme dokazovali to, Ze K, neni rekurzivni mnozina. Otazku
x € K jsme prevedli na otazku (x, x); € K, tedy kdybychom uméli rozhodnout tuto druhou

2] kdyZ nepfilis komplikovanou tpravou dtikazu implikace (i) = (ii) véty , bychom mohli dosdhnout
toho, Ze jedinym prvkem, ktery by byl vypsan vickrat neZ jednou, by byl prvek-zolik nalezeny funkci a(e).
K tomu by napfiklad stacilo nahradit podminku x € W, ; podminkou x € W,s1 \ W,,. Neni totiz tézké vypo-
zorovat, Ze [Wesi1 \ Wes| < 1 pros > 0. Dals$im pokracovanim téchto tvah bychom mohli vytvorit prostou (ale
nikoli soucasné rostouci a totalni!) funkci g, pro niz by platilo W, = rng g. Stacilo by postupné zvySovat limit s
a vypisovat prvky v pofadi, v jakém ptibyvaji do W., pro nds toto v8ak jiz neni podstatné.
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otdzku, uméli bychom rozhodnout i prvni. Zodpovézeni otazky z € K je tedy alespori tak
tézké, jako zodpovézeni otazky x € K. Tento postup diikazu zobecnime pomoci pojmu 1-
pfevoditelnosti a m-prevoditelnosti.

Definice 3.4.2 Rekneme, Ze mnoZina A je m-pfevoditelnd na mnoZinu B a ozna¢ime tento fakt
pomoci A <,, B, pokud existuje ORF f, takovd, ze (VYx € N)[x € A & f(x) € B]. Je-li funkce f
navic prostd, fekneme, Ze A je 1-pfevoditelni na B a oznac¢ime tento fakt pomoci A <; B.

Rekneme, 7e mnoZina A je m-iiplnd (resp. 1-iiplnd) pro tiidu rekurzioné spocetnijch mno-
Zin, pokud je A rekurzivné spocetnd a kazda jina rekurzivné spocetnd mnozina je na ni m-
prevoditelna (resp. 1-pfevoditelnd). Obvykle budeme fikat pouze, Ze mnoZzina A je m-tplna
nebo 1-tplnd, a dodatek ,pro tfidu rekurzivné spocetnych mnozin” budeme vynechévat,
protoZe jinymi neZ rekurzivnimi a rekurzivné spocetnymi mnoZinami se nebudeme zaby-
vat.

Nésledujici lemma shrnuje zdkladni vlastnosti pfevoditelnosti.
Lemma 3.4.3

1. Je-li A <,, B a B je rekurzivni mnoZina, pak A je rekurzioni mnoZina.

2. Je-li A <,, B a B je rekurzivné spocetnd mnoZina, pak A je rekurzivné spocetnd mnoZina.

3. Relace <, a <y jsou reflexivni a tranzitioni.

4. Je-li A m-tiplnd mnoZina, je-li B rekurzivné spocetnd mnoZina a plati-li A <,, B, potom i B je
m-tiplnd mnoZina. TotéZ plati pro 1-pfevoditelnost a 1-1iplnost.

5. Je-li A <, B, pak plati i A <,, B. TotéZ plati pro 1-pievoditelnost.
Dtkaz :
1. Je-li B rekurzivni mnozina a f je ORF, kterd pfevadi A na B, pakx € A & f(x) € B, tedy
charakteristickou funkci A mtizeme zapsat jako xa(x) = xg(f(x)). Tato funkce je jisté

OREF a tedy A je rekurzivni mnozina.

2. Je-li B rekurzivné spocetnd mnozina a plati-li B = dom ¢, a je-li f ORF, ktera prevadi
Ana B, pak A = dom Ax[p,(f(x))] a jde tedy o rekurzivné spocetnou mnozinu.

3. To, Ze jsou <, a <5 reflexivni relace plyne z toho, Ze identita je prostd ORF. Pfedpokla-
dejme, Ze A <; Ba B <; C, necht f je prosta ORF ptevadéjici A na B a g bud prosta ORF
prevadeéjici B na C. Pak h(x) = g(f(x)) je prostd ORF kterd pfevadi A na C, coz ukazuje,
Ze <, je tranzitivni. Pro <, plati tyZ argument s vynechdnim prostoty.

4. Toto plyne okamZité z tranzitivity <,,, <; a definice tplnosti.

5. Plyne p¥imo z definice pfevoditelnosti, pfevod A na B zajisti stejna funkce jako p¥evod
AnaB.

Lemma 3.4.4 MnozZiny K a K jsou 1-1iplné.
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Dtkaz: UkaZeme nejprve, Ze K je 1-Gplnd mnozZina. JiZ vime, Ze K je rekurzivné spocetnd,
staci tedy ukazat, ze libovolnou rekurzivné spocetnou mnoZinu lze na K pfevést prostou
obecné rekurzivni funkci. Definujme funkci ¢ (e,x,y) = @,(x). Podle s-m-n véty ()
plati:
3
Pieren (V) = 91 (€%, Y) = Pel)

Definujme tedy funkci f(e, x) = s3(ey, e, x). ProtoZe s? je prosta PRF, je i f prosta PRF. Navic
plati, Ze ¢ ¢ je bud vSude definovana konstantni funkce, pokud x € W,, nebo jde o funkci,
kterd neni definovand pro zZadny vstup v piipadé, ze x ¢ W,, plati tedy, Ze:

VP (e x, 1)1l = ren(flex)l = flex) ek
Ve e,y T = @ren(flex) T = fle,x) ¢K

xeW, = @(x)] =
x¢EW, = @ x)T =
Dohromady dostaneme pozadovanou ekvivalenci x € W, & f(e,x) € K, a z toho plyne,
ze funkce g(x) definovana jako g(x) =~ f(e, x), je prosta OREF, ktera pfevadi mnozinu W, na
K. Protoze W, byla libovolnd mnozina, dostdvame, ze (Ve)[W. <; K], a K je tedy 1-tuplnd
mnozina.

Podle véty je Ko rekurzivné spocetnd mnozina. V téze vété jsme vSak ukazali i to,
ze K <4 Ky pomoci prosté ORF h(x) = (x,x),. TéZkost mnoziny K, tedy plyne z tranzitivity
1-pfevoditelnosti. m

Poznamka 3.4.5 Z lemmatu a faktu, Ze K nent narozdil od K rekurzioné spocetnd mnoZina,
plyne, Ze nemiiZe platit K <, K, a podle bodu 5 lemmatu tedy neplati ani K <, K. Toto Ize

pochopitelné ¥ici i o kaZdé jiné rekurzivné spocetné mnoziné, kterd neni rekurzioni. Z toho plyne, Ze
existuji dvojice mnoZin, jez nejsou pomoci <, porovnatelné, totéz ziejmé plati i pro m-pfevoditelnost.
Kromé 1-pievoditelnosti a m-pievoditelnosti se casto uvaZuje turingovskd prevoditelnost. Rekneme,
Ze mnoZina A je turingovsky pfevoditelni na mnoZinu B a oznacime tento fakt pomoci A <r B,
pokud existuje Turingiiv stroj, ktery vidy skonci a p¥ijima jazyk A, pFicemz béhem své price miiZe
pokladat dotazy, zda x € B pro libovolné x. U téchto dotazii predpoklidime, Ze jsou pokladiny cerné
skfirice, kterd vidy okamZité a spravné odpovzﬂ. Tento zpiuisob prevoditelnosti odpovidd ndsledujict
intuici: ,Pokud existuje algoritmus rozhodujici otdzku x € B, pak existuje i algoritmus rozhodujici
x € A.” Jde tedy o celkem piirozenyj koncept. Vimnéme si viak, Ze v tomto piipadé plati, Ze K <p K i
K <1 K, protoZe algoritmus, ktery se miiZe ptit, zda x € K, miiZe tuto odpovéd znegovat a zodpovédét i
otdzku, zda x € K. Ziejmé neplati, Ze pokud A <r B, paki A <,, B, opacnd implikace p¥itom jednoduse
plati. I proto pouzivime radéji 1-pievoditelnost ¢i alespori m-ptevoditelnost, nebot jde o silnéjsi pojmy
nez turingovskd prevoditelnost a umoZriuje rozlisit rekurzivné spocetné mnoZiny od jejich doplrikii.

Riceova véta ukazuje, Ze vétSina otdzek, jeZ si mtizeme o algoritmech polozit, neni algo-
ritmicky feSitelna.

Véta 3.4.6 (Riceova) Necht C je libovolnd t¥ida Castecné rekurzivnich funkci, potom je mnoZina
Ac = e | @, € C} rekurzivni, pravé kdyz C = 0 nebo C obsahuje vSechny CRF.

Dikaz: Pokudje C =0, potomiA¢c = 0 a jde tedy o rekurzivni mnoZzinu. Podobné pokud
C obsahuje viechny CRF, potom zfejmé Ac = IN, coZ je opét rekurzivni mnoZina. Pfedpokla-
dejme nyni, Ze C neni ani prazdn4, ani neobsahuje vSechn CRF. UkéZzeme, Ze plati K <4 Ag
nebo K <, A, coz podle lemmatu a Postovy véty @ implikuje, Ze A¢ nemiize byt
rekurzivni, protoZe K neni rekurzivni mnozina.

3Formélné bychom definovali pojem turingovské pfevoditelnosti s pomoci Turingova stroje s ordkulem, ale
pro nase tcely bude uvedena definice postacujici.
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Necht ¢; je Godelovym cislem funkce, kterd neni definovana pro zadny vstup, plati pro
ni tedy, Ze (Vx)[p,, (x) T], takovou funkci mtizeme definovat tfeba jako @, (x) = uy[s(x) = 0].
Predpokléddejme nejprve, Ze ¢,, € C, tedy i e, € Ac, a ukazme, e v tom ptipadé K <, Ac.
Necht ¢, je Godelovym cislem funkce, kterd patfi do C, a tedy e; € A¢, C je neprazdna, proto
takové e, urcité existuje. Protoze ¢,, ¢ C, zatimco ¢,, € C, musi platit, Ze ¢., # @.,. Nyni
definujme funkci (pg) (x, y) nasledujicim zptisobem:

(2) _)¢a(y) jelixeK
#er (39) {T jinak

Funkci gog) muizeme sestrojit napiiklad takto:

P (5,9) = 9.2 (9) + 0(x(x))
Definujeme-li funkci f(x) = s{(es, x), tedy @) (y) = q)g) (x,y), dostavame, ze

x€K = @y =@, = ¢rm€C = f(x)€Aca
xEK = @ =@, = ¢ EC = f(x)¢Ac

Dohromady tedy dostdvame pozadovanou ekvivalenci: x € K & f(x) € Ac. Funkce f prevadi
mnoZinu K na mnozinu A¢ a podle s-m-n véty jde o prostou OREF, a proto K <; Ag.

Pokud ¢,, € C, potom tyZ ptevod vede k K <; A, stati vyménit role A¢ a Ac. Tvrzent
véty je tim dokdzano. =

Riceovu vétu lze vnimat i jako diisledek véty o rekurzi, a proto se k ni jesté vratime. Ri-
ceova véta tedy ukazuje, Ze na otdzky, které si mtizeme klast o algoritmech, je bud trividlni
odpovéd, nebo je nelze algoritmicky zodpovédét. Jde naptiklad o otdzky, zda dvé Godelova
¢isla x a y urcuji touz funkci, tedy zda ¢, = ¢,. Neznamena to, Ze pokud dostaneme dva
konkrétni programy, tak nejsme schopni dokazat, zda pocitaji ¢i nepocitaji tutéz funkci, na-
pfiklad o zakladnich funkcich s(x) a o(x) trividlné vime, Ze touz funkci nepoditaji. To, co ndm
fika Riceova véta je, Ze nemtze existovat algoritmus, ktery za nds pro dané programy x a y
rozhodne, zda tyto programy pocitaji tutéz funkci ¢i nikoli.

Viimnéme si, Ze je-li C netrividlni tfida CRF (tedy neprézdnd, ale soucasné neobsahuje
véechny CRF), pak nejen, Ze Ac neni rekurzivni mnoZina, ale ditkaz Riceovy véty i dava
navod, jak pfevést mnozinu K na A¢ (pokud ¢., ¢ C, kde ¢,, oznacuje funkci, kterd neni
nikde definovand) nebo A¢ (pokud ¢,, € C). Pokud je A¢ rekurzivné spoetnd mnozina a
@e, € C, plyne z dtikazu Riceovy véty, Ze je A¢ navic 1-Gplnd, protoZe K <; Ac.

Dals{ zajimavé tfidy CRF, které nejsou rekurzivni a mnohé ani rekurzivné spocetné jsou
tteba nasledujici (pro tplnost jsou uvedeny i mnoziny K a Ky, i kdyZ to, Ze nejsou rekurzivni
neplyne z Riceovy véty):

K = x| px(x) 1}
Ko = {{xyalxeW,={(x, )| pyx)l}
K, = {x | W, #0}

Fin = {x | W, je kone¢na}

Cof = {x | ije konec¢na}

Inf = Fin = {x | W, je nekonec¢né}

Rec = {x | Wy je rekurzivni}

Tot = {x | ¢y je ORF} = {x | W, = IN}
Ext = {x | ¢y 1ze rozsitit na ORF}
Con = {x | px je konstantni funkce}
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Mnoziny K, Ky a K; jsou rekurzivné spocetné, vSechny jsou tedy i 1-ipIné podle diitkazu
Riceovy véty a toho, Ze K a Ky jsou 1-tiplné mnoziny, ostatni mnoZziny nejsou ani rekurzivné
spocetné.

3.5 Cviceni

3.5.1 Rekurzivni mnoZiny
1. Ukazte, ze funkce p(i), kterd pro zadané i vypiSe i-té nejmensi prvocislo (tj. p(0) =
2,p(1) =3,p(2) =5,...), je primitivné rekurzivni.
3.5.2 Rekurzivné spocetné mnoziny a predikaty

2. Dokazte nasledujici tvrzeni. Predikat P(x) je obecné rekurzivni praveé tehdy, kdyz exis-
tuji primitivné rekurzivni predikaty Q. (x, y) a Q2(x, y) a plati:

P(x) & (Fy) [Qi(x, )] & (Yy) [Qa(x, y)]
Uwvazte Postovu veétu.

3. Ukazte, Ze mnoZzina
Ky = {x | W, # 0}

je rekurzivné spocetna.

4. Uvazte mnozinu
S =lel (Fe)(Vx) [@c(x) I = @e(x) = c]}.
Mnozina S tedy obsahuje Gddelova Cisla funkci, které jsou konstantni na téch vstupech, na kte-
rijch jsou definoviny. UkaZzte, Ze S je rekurzivné spocetna mnozina.
5. Rozhodnéte, zda mnozZina
S={xy [ Wen W, =0}
je rekurzivni, své rozhodnuti zdt@ivodnéte. V p¥ipadé, Ze S neni rekurzivni, rozhodnéte,
zda S ¢i S je rekurzivné spocetnd mnozina.
6. Rozhodnéte, zda mnozina

S = {x | (Yw € {0,1})[M;(w) | & M (w®) ]}

je rekurzivni. Pokud S neni rekurzivni, rozhodnéte, zda S je rekurzivné spocetnad mno-
zina, doplné€k rekurzivné spocetné mnoziny, nebo ani jedno z toho.

Upftesnéni: Slovo w® je slovo w napsané pozpitku, aby x patfilo do S, musi se tedy stroj M, s
Gddelovym Cislem x nad w i otocenym wr zastavit, nebo se nezastavit ani nad jednim z téchto
slov.

7. UkaZte, Ze mnoZina
S={el|W,]>e+1}

je rekurzivné spocetnd. Algoritmus ovéfujici pro dané e, zda patfi do S staci popsat
pouze neformdlné.
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8.

10.

Rozhodnéte, zda mnozZina
S={x| W, <1}

je rekurzivni, rekurzivné spocetna, doplnék rekurzivné spoc¢etné mnoziny, nebo nepatti
do Zadné z téchto kategorii. Své rozhodnuti zdvodnéte.

. Rozhodnéte, zda mnozZina

S = {x | ¢, je rostouci CRF}

je rekurzivni, rekurzivné spocetnd, doplnék rekurzivné spocetné mnoziny, nebo nepatii
do zadné z téchto kategorii. Své rozhodnuti zdtvodnéte. CRF f je rostouci pokud plati,
Ze je rostouci na vstupech, pro néz je definovdina, tj.:

(s, € N)| (9 < ) A F0 L AF) L) = (Fl) < Fla))|

Specidlné funkce, kterd neni definovand pro Zidny vstup, podle této definice rostouct je.

Uvazte mnozinu
S= {<e/n>2 | We c {0,...,7’1}}.

Rozhodnéte, zda S nebo S je rekurzivné spo¢etna mnozina.

3.5.3 Pfevoditelnost a Riceova véta

U pfevodu si zkuste rozmyslet prevod i v pfipadech, kdy by se Slo odkdzat na diikaz Riceovy

véty.
2.

3.

Ukazte, ze jsou-li A a B dvé netrividlni rekurzivni mnoziny (tj. A, B # 0,IN), pak A <,, B.

UkaZte, Ze jsou-li A a B dvé kone¢né mnoziny, pak A <; B tehdy a jen tehdy, kdyZ
|Al < |B|.

. Operaci disjunktniho sjednoceni @ mnoZzin A a B definujeme jako

A®B={2a|laceA}U{2b+1|b € B}.
Ukazte, ze

(@) A<,A®B,B<, A®Ba
(b) je-li C mnoZina, pro kterou plati, ze A <,, CiB <, C, pak rovnéz A® B <, C.

UkaZte, Ze mnoZina K; je 1-tplna.

. Ukazte, ze K <; Tot, kde Tot = {x | W, = N}.

Ukazte, Ze K <y Even, kde Even = {x | W, ={2i|ie IN}}.

. Uvazte mnozinu EQ = {{x,vy); | ¢ # ¢,}. Ukazte, Ze plati jak K <; EQ, K < EQ.

Rozmyslete si, Ze mnozina EQ ani jeji doplnék nejsou rekurzivné spocetné mnoziny.

. Ukazte, ze K <y Inf (kde Inf = {x | W, je nekonec¢nd} je mnozina Godelovych ¢isel

nekoneénych mnozin definovand na konci sekce B.4).
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10.

11.

12.

13.

Ukazte, e K <; Fin (kde Fin = Inf = {x | W, je kone¢né} je mnoZina Godelovych cisel
kone¢nych mnozin definovana na konci sekce B.4).

Rozmyslete si, Ze z pfedchozich dvou cviceni vyplyvd, Ze mnoZziny Fin ani Inf nejsou
rekurzivné spocetné.

UkaZte, Ze pro mnoZzinu
S=lelIWel 2 e+1}

plati, Ze K <,, S.

UkaZte, Ze mnoZina
S={en)y | W, C{0,...,n}}.

neni rekurzivni (napf. prevedte K na S nebo S).
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Kapitola 4

Véta o rekurzi a jeji aplikace

4.1 Véta o rekurzi

Na zavér ¢asti o vydislitelnosti probereme vétu o rekurzi, ¢ili vétu o pevném bodé. Tato véta
ma mnoho dusledki, za jeden z nich se da povaZovat i Riceova véta, coz si také ukdzeme.
Zac¢neme znénim véty o rekurzi.

Véta 4.1.1 (Kleene, Véta o rekurzi) Pro libovolnou ORF jedné proménné f existuje n (jeZ zveme
pevnym bodem f), pro které plati, Ze ¢, =~ @ ().

Zamysleme se nejprve nad vyznamem véty, funkci f si mizeme predstavit jako trans-
formaci algoritmu, vstupem funkce f je Godelovo ¢islo, tedy program, a jejim vystupem je
novy program. To, co véta fikd4, tedy znamen4, Ze pro jakoukoli transformaci program
f existuje néjaky program n, ktery i po provedeni transformace f(n) pocita touz funkci, tedy
©n = Q). Tim, Ze f je obecné rekurzivni, ma i zapis @) vzdy smysl. VSimnéme si, Ze
funkce ¢, ani funkce ¢,y nemusi byt definované pro zadny vstup, potom tvrzeni ¢, ~ @y,
neni prili§ zajimavé, nicméné ve chvili, kdy tyto funkce jsou definované tieba pro vSechny
vstupy, mtiZeme dostat pomoci véty o rekurzi zajimava tvrzeni.

Ukazeme si postupné dva dtikazy, oba z nich jsou velmi krétké, pokusime se ale u obou
i zdtivodnit, proc¢ funguji, protoZe to neni tak jednoduché pochopit.

Dukaz (1. ditkaz véty o rekurzi ) : Tento dtikaz byl ptevzat z [8], ale je obsaZen i v [/].

Zakladem prvniho diikazu je diagonalizace, tentokrat v8ak pouzitd jinym zptisobem nez
jak jsme vidéli dosud. Pouzivame-li v diikazu diagonalizaci, postupujeme obvykle podle
nasledujictho schematu. Mé&me matici A = {a; j}; jen @a uvazme prvky na diagonale, tj. {a; ;}ien.
Oznacme si tuto posloupnost pomoci d, tedy

di = ;. (41)

Nyni vytvofime novou posloupnost d’, pro kterou plati, ze d; # d;, o takové posloupnosti
muZeme nyni prohldsit, Ze se nevyskytuje jako fadek ani jako sloupec matice A, nebot se
s kazdym fadkem i sloupcem v jednom prvku lisi (s i-tym fddkem /sloupcem se lisi na pozici
d: = Ckl/.,i * ai,,-).

Nyni vSak uvaZzme trochu jiné pouziti diagonalizace, uvazme situaci, kdy se diagonalni
posloupnost {d;}ien v matici A vyskytuje jako jeden z jejich fadkt, feknéme e-ty, tedy pro
kazdé i € N plati

di = e = Qai. (4.2)

Provedme nyni opét iipravu posloupnosti {d;},cn na novou posloupnost {d’};c, ale nyni pied-
pokladejme, Ze i takto upravenda posloupnost se vyskytuje v matici A jako jeden z jejich fad ki,
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Obrézek 4.1: [lustrativni obrdzek k prvnimu dikazu véty o rekurzi.

napfiklad jako v-ty, tj. pro kazdé i € IN plati
d: = Qy. (43)

V této situaci dostaneme, Ze prvek na diagondle na v-tém fadku musel touto transformaci
projit netknuty, nebot d, = a,, = d,, kde prvni rovnost plyne z definice d v (@) a druha
rovnost plyne z (@). Také z toho podle () plyne, Ze pro v plati, Ze a., = a,,, tedy hodnoty
ve v-tém sloupci jsou na e-tém a v-tém fadku shodné.

VyuZijeme nyni tohoto postupu k diikazu véty o rekurzi. Prvnim krokem je definice vhodné
matice A (viz téZ ilustrativni obrazek ), v niz polozime a,, = @, ), pfi¢emz pfedpokla-
dame, ze pokud ¢,(u) T, potom a,, predstavuje funkci, jez neni nikde definovana®. V8im-
néme si, Ze v takto definované matici A nelze popsat algoritmicky postup, ktery by k funkci
., nasel jinou, ktera se od ni 181, protoze o dvou ¢astecné rekurzivnich funkcich nejsme ani
schopni rozhodnout, zda jsou si podminéné rovny.

Podivejme se nyni na posloupnost diagonélnich prvka

D ={ayuluen = {(P%(u)}ue]N-

Necht ¢, je Godelovym ¢islem funkce, pro kterou plati, el

(2) ~ ~
@, (u,x) =y, = D, (u) (x).
'To odpovida tomu, Ze a,,(x) = (p§2>((p§2)(r,u),x), kde <p§2> oznacuje univerzalni CRF pro funkce jedné
proménné.

2Godelovo &fslo e; bychom opét mohli uréit s pomoci univerzalni funkce (p§2>:

0 (10,3) = g, (x) = ) (0% (wu), x)
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Podle s-m-n véty plati, ze (pg)(u,x) > Q1 (o) (X), Oznaéme si d(u) = si(ei, u), vime
pritom, Ze jde o prostou PRF. Godelovo ¢islo funkce d si ozna¢me pomoci e, dostdvame tedy,
ze
2
Qe = P (X) = Patay (6) = Psje1 0 (¥) = 917 (1,2) = P, (%) = @y = D).
Diagonala matice A se tedy rovné jejimu e-tému fadku, ktery oznacime jako R, = {a,, }uen,
atedy D = R,. ORF f provadi transformaci matice A, fddek

Re = {ae,u = Qo (u) = (Pd(u)}ue]N

pfemapuje na fadek R,, kde v je Godelovym ¢islem funkce f o d, tedy
Rv = {av,x = q)(p@(x) = (Pf(d(x))}xelN

Radek R, viak obsahoval diagondlu, jeden z prvka musi tedy ztstat beze zmény, a to ten,
ktery se na fddku R, promitne na diagondlu, coz je a,,, které se promitne do «a,,. Musi tedy
platit a,, ~ .. Pokud rozvineme tuto tvahu, tak dostaneme

Pd(v) = Aep = Qoo = PFd(0))

nebo také
Paw) = Pepe(v) = Pos(v) = Pf(d(v))

kde prvni rovnost plati proto, Ze Godelovym ¢islem funkce d je ¢, tedy d ~ ¢., druha rovnost
plati proto, Ze diagondla se rovnd e-tému fadku, tj. D = R,, a konecné tfeti rovnost plati
diky tomu, ze v je Godelovym ¢islem funkce f o d, tj. ,(v) = f(d(v)). Polozime-li tedy n =
d(v), ziskame pevny bod funkce f. Pfipomenime si, ze funkci d jsme odvodili s pomoci s-m-n
véty a je to tedy dokonce prosta PRF. VSimnéme si, Ze i ¢islo v mtZzeme efektivné spocitat
z Godelovych ¢isel funkci f a d, protoZe jde o sloZeni dvou funkci. m

I dalsi dtikaz, ktery si pfedvedeme, je zaloZen na diagonalizaci.
Diukaz (2. ditkaz véty o rekurzi ) : Tento diikaz byl pievzat z [7].
Necht ¢, je ¢islem funkce, pro kterou plati

Pe;) (%) = Prpen (),
tuto funkci bychom snadno odvodili pomoci univerzalni CRF. Necht b je Godelovym ¢islem
funkce s1(ey, e), podle s-m-n véty () tedy plati, ze
P (X) = Pt (01,0 (X) = 92 (€,X) = Pr(pn(en (%)

ProtoZe ¢y je PREF, je ¢(b) | a plati, Ze

Pop0) = Pflpp(b))s

@p(D) je tedy hledanym pevnym bodem f.

Zkusme si rozebrat, jakymi tivahami 1ze k podobnému dtikazu dospét. Jak je vidét jiz
z uvedeného formalniho zépisu, pouZzijeme hned dvé diagonalizace.

Hledanym pevnym bodem funkce f bude ¢islo n nasledujiciho programu:
Program n: ,,Uprav program n podle f a vysledek aplikuj na vstup x.”

30znadime-li si univerzdlni CRF pro funkce jedné proménné pomoci (p?), pak gogf) (e,x) =

o (f(@P (e e)) ).
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Pak podle definice plati ¢, =~ @(. Takové ¢islo n bychom tedy chtéli najit. Pro dané n mi-
Zeme spocitat ¢islo takového programu jednoduchou tpravou funkce f, tedy existuje do-
konce PRF h(n), ktera spocita ¢islo vyse zminéného programu pro dané n a funkci f danou
svym Godelovym ¢islem. Je-li h = @, pak h(n) = @,(n), pfi¢emZ nasim cilem je najit kombi-
naci a a n tak, abychom dostali nasledujici program:

Program ¢,(n): , Uprav program s ¢islem ¢,(n) podle f a vysledek aplikuj na x.”

Tento program zavisi na a4 a n a takhle bychom mohli pfiddvat parametry do nekonecna,
abychom se tomu vyhnuli, za¢neme hledat program s ¢islem ve tvaru ¢, (e), coz bude prvni
pouZitd diagonalizace. Toto ¢islo zavisi jen na jednom parametru a navic ma spravny tvar.
Cislo tohoto programu mtizeme spoditat s pomoci néjaké primitivné rekurzivni funkce ¢,
na zdkladé e se znalosti Godelova ¢isla funkce f, tedy:

Program ¢y (e): ,Uprav program s ¢islem @, (e) podle f a vysledek aplikuj na x.”

Nyni staci pouzit diagonalizaci podruhé a vzit e = b, protoze ¢;(b) je ¢islo programu:
Program ¢ (b): ,,Uprav program s ¢islem ¢;(b) podle f a vysledek aplikuj na x.”

Tento program ziejmé déla totéz, co program f(¢u(b)) a @,(b) je tedy hledany pevny bod n.
n

Z toho, jak jsme urcili pevny bod funkce f, plyne, Ze je moZno jej urcit efektivné z Gode-
lova ¢isla funkce f.

Dusledek 4.1.2 Existuje prosti PRF g, kterd ke Godelovu Cislu funkce f urci jeji pevny bod.

Dikaz: (Uvazujeme proni ditkaz véty o rekurzi .) Necht v(x) oznacuje funkci, pro niz plati
Po(x) = @y o d, funkci v dostaneme ze s-m-n véty, potom g(x) = d(v(x)). ProtoZe funkce d i v
jsme obdrzeli ze s-m-n véty, jsou obé funkce prosté PRF, to tedy platiiprog. m

Dusledek 4.1.3 Kazdi ORF f md nekonecné mnoho pevnijch bodii.

Dukaz: (Uvazujeme proni ditkaz véty o rekurzi .) Funkce fod m4, stejnéjako véechny CRF,
nekone¢né mnoho Godelovych ¢isel, z kazdého z nich dosazenim do d dostaneme pevny bod
funkce f, protoZe d je prosta funkce, dostaneme tedy nekone¢né€ mnoho pevnych bodt funkce

f. =

UkaZzme si alespori jednoduché pouZiti véty o rekurzi.
Dusledek 4.1.4

1. Existujen € N, pro néjz W, = {n}.

2. Existuje n € IN, pro néjz ¢,, =~ Ax|n].
Dtikaz :

1. Necht e je Godelovo ¢islo funkce definované jako

o (x,y) = pzlx = y.

Pro tuto funkci tedy plati, Ze gof,m (x,y) | pravé kdyz (x = y). PouZzijeme-li vétu
(s-m-n) a definujeme-li f(x) = sj(e, x), dostaneme, ze Pr() = Pyt (ox) = gof) (x,y) a tedy
Wi = {x}. Funkce f je podle s-m-n véty obecné rekurzivni, a tak na ni mzeme pouzit
vétu o rekurzi §.1.1], podle které existuje 1, pro n&jz ¢, = @), a tak

Wn = Wf(n) = {1’1}
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2. Podobné jako v pfedchozim bodu, necht e je Godelovo ¢islo funkce definované jako

o (x,y) = x.

Pomoci s-m-n véty definujeme-li f(x) = s}(e,x), dostaneme @) (y) = x a s pouzitim
véty o rekurzi nalezneme 1, pro néz je

on(Y) = Qron (y) = n.

S pomoci prvniho bodu dtsledku lze mimo jiné ukdzat, Ze neexistuje tfida CRF
C takova, pro kterou by platilo, Ze K = {e | ¢, € C}, tento fakt ponechame c¢tenafi jako
jednoduché cviceni.

Podle druhého bodu dtisledku dostavame, Ze existuje CRF, jejimZ vystupem je jeji
vlastni Godelovo ¢islo, tedy jeji kéd. ProtoZe naptiklad i programy v jazyce C (nebo jakém-
koli jiném) tvoi{ stejné silny prostfedek jako jsou Turingovy stroje a CRF, z véty o rekurzi
plyne i to, Ze existuje napfiklad program v C, ktery vypiSe svij zdrojovy kéd (a navic ig-
noruje parametry a ne¢te ani Zadny soubor, protoZze vypsat svilj zdrojovy soubor, kdyZ jej
muZe C¢ist, je trividlni). Ve skute¢nosti takovy program nemusi byt ani dlouhy. Takovému pro-
gramu, ktery vypiSe sviij zdrojovy kéd, se fikd quinovsky podle logika a filozofa Willarda
Van Ormana Quinea.

Tvrzeni véty o rekurzi lze rozsitit o parametry, coz bude jedina z fady variant véty o re-
kurzi, kterou si ukazeme.

Véta 4.1.5 (Kleene, Véta o rekurzi s parametry) Necht f(x, y) je ORF, potom existuje prostd ORF
n(y) takovd, Ze Qu(y) = Qfn(y)y) pro kazdé y € IN.

Dtkaz: Dtkazje analogicky dikazu véty (uvazujeme proni diikaz). Pomoci s-m-n véty
definujeme funkci d, kterd spliuje

_ [ Poxn(2) pokud px(x, ) L,
Paxy)(2) = {T jinak.
Zvolme v tak, ze @,(x,y) = f(d(x,v),y), potom n(y) =~ d(v,y) je hledanym pevnym bodem
f, protoze Quw,y) = Pey(vy) = P F(d(o,y),y)- Prvni rovnost plyne z definice d, druha z definice v.
Protoze funkci n(y) jsme dostali ze s-m-n véty, jednd se dokonce o prostou PRE. =

4.2 Dukaz Riceovy véty pomoci véty o rekurzi
Jako diisledek véty o rekurzi miZeme uvazovat i Riceovu vétu (véta ).

Dusledek 4.2.1 (Riceova véta) Necht C je libovolnd t¥ida cdstecné rekurzivnich funkci, potom je
mnozina Ac = {e | ¢, € C} rekurzivni, pravé kdyz C = () nebo C obsahuje vsechny CRF.

Dikaz : Je-li C prazdna nebo obsahuje viechny CRE, pak A¢ je ziejmé rekurzivni, coZ
jsme ukazali uz v pfimém diikazu Riceovy véty (véta @) Ptedpokladejme tedy, Ze C neni
prézdna, ale neobsahuje ani viechny CRF. Pfedpokladejme sporem, Ze A je rekurzivni. Pro-
toZe A¢ je neprazdna, existuje ¢islo a € A¢, na druhou stranu A¢ neobsahuje Godelova ¢isla
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Z Xz

vSech funkci, existuje také ¢islo b ¢ Al Nyni definujme funkci f nésledujicim zptisobem:

a x¢Ac
f(x):{b X € Ac

Funkce f je ORF, protoZe a, b jsou konkrétni ¢isla a charakteristicka funkce x,, mnoziny Ac
je obecné rekurzivni z pfedpokladu, Ze A¢ je rekurzivni mnozina. At n oznacuje pevny bod
funkce f, ktery dostaneme z véty o rekurzi, tedy @, ~ @y(,). Ptejme se, jestli ¢, € C nebo ne.

pn€C = neAc = f(n)=b = f(n)¢Ac = @i ¢C
Pu€C = n¢Ac = f(n)=a = f(n)eAc = ¢meC

Z toho plyne, ze ¢, € C pravé kdyZz ¢y, ¢ C, coz je ale ve sporu s tim, Ze ¢, a ¢,y oznacuji
tutéz funkci a C je tfidou funkci, tedy bud tato funkce do C patii nebo ne bez ohledu na to,
jaké jeji Godelovo ¢islo uvazujeme. MnoZina A¢ tedy nemtize byt rekurzivni. m

4.3 Cviceni
1. UkaZte, Ze existuje pfirozené ¢islo n, pro které plati, ze W, = {0, ..., n}.
2. UkaZte, Ze existuje pfirozené ¢islo n, pro které plati, ze W, = {kn | k € IN}.

3. UkaZte, Ze K neni indexovd mnoZina, tj. neexistuje Zadn4 tfida ¢dstecné rekurzivnich

funkci C, pro kterou by platilo, Ze K = {e | ¢, € C}.

4Poznamenejme, Ze z predpokladané rekurzivity Ac plyne, Ze jeji charakteristicka funkce x4, je obecné re-
kurzivni. S pomoci této charakteristické funkce bychom mohli efektivné najita € Acab ¢ Ac. Napfiklad pomoci
funkci
a(x)

b(x)

Ax[p(y)xac(y) = 1] a
Ax[pu(y)lxac(y) = 0]],

zde a(x) vrati nejmensi ¢islo patiici do Ac a b(x) vrati nejmensi ¢islo nepatfici do Ac.

R
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Kapitola 5

Shrnuti ¢asti o vycislitelnosti a zavérecné
poznamky

5.1 Shrnuti

Vétou o rekurzi jsme ukondili ¢ast o vycislitelnosti, tedy té ¢asti, v niz jsme se zamysleli nad
tim, co algoritmy dokaZzi bez ohledu na to, kolik jim k tomu ddme ¢asu a prostoru. Zamysleme
se nad tim, co jsme se v této ¢asti dozveédéli.

Dozvédéli jsme se, coje to algoritmus, pro nés je to program TS nebo odvozeni CRF, vime,
Ze tyto pojmy jsou stejné silné a pfipustime-li Churchovu-Turingovu tezi, zachycuji intuitivni
pojem algoritmu.

Dozvédéli jsme se, Ze ne vSechny tlohy je mozZzné efektivné vyfesit, ty feSitelné jsme na-
zvali rekurzivni. Navic jsme si ukdzali zptisob, jak o fadé problémt poznat, Ze nejsou efek-
tivné rozhodnutelné - bud na né pfevedeme problém zastaveni nebo miiZeme pouZit Riceovu
vetu.

5.2 Rozdily mezirekurzivnimia rekurzivné spocetnymi mno-
Zinami

Jaké jsou rozdily mezi rekurzivnimi a rekurzivné spocetnymi mnoZzinami?

Rekurzivni mnoZziny jsou ty, u nichZ jsme schopni efektivné zodpovédét otazku nélezeni.
U rekurzivné spocetnych mnoZzin jsme schopni efektivné ovéfit, Ze dany prvek do mnoziny
patfi, pokud ndm nékdo da diikaz tohoto faktu.

Rekurzivni mnoZiny jsme schopni efektivné a systematicky generovat, tj. mizeme vypsat
jejich prvky v rostoucim pofadi. Rekurzivné spocetné mnoziny jsme schopni efektivné ge-
nerovat, ale obecné nikoli systematicky, tj. m@izeme vypsat prvky rekurzivné spocetné mno-
ziny, ale pouze bez ladu a skladu, na pfeskdcku a muZe se stat, Ze nékteré prvky vypiSeme
vickrat.

5.3 Rozdily mezi CRF, ORF a PRF

U castecné rekurzivni funkce f nejsme schopni ict, jestli se na vstupu x zastavi. U obecné re-
kurzivni funkce f vime, Ze se na vstupu x zastavi, ale nevime, za jak dlouho, navic nejsme ani
schopni poznat, jestli je f obecné rekurzivni. U primitivné rekurzivni funkce f nejen vime,
Ze se zastavina vstupu x, ale také dokdZeme pfedem odhadnout, jak dlouho ji to bude trvat,
pokud dostaneme jeji primitivné rekurzivni odvozeni. To proto, ze PRF nepotiebuje obecny
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while cyklus a pokud mame program jen s for cykly, tak dokdZeme spocitat, jak dlouho bude
pracovat v zavislosti na velikosti vstupu. Navic pokud dostaneme primitivné rekurzivni od-
vozeni f, pak vime, Ze f je primitivné rekurzivni.

V dal8im textu se budeme vénovat uz tomu, jak dlouho trvé, nez dany algoritmus spocita
zadanou tlohu a co jsme schopni spocitat, omezime-li pocet kroki TS nebo prostor pasky,
ktery miize popsat. Pfesnéji, pro danou (neklesajici) funkci f : IN +— IN budeme studovat
néasledujici ttidy problém:

* DTIME(f), jazyk L patii do DTIME(f), pokud existuje TS M,, pro ktery L = L(M,) a
pro kazdy vstup délky n se M, zastavi nejvyse po f(n) krocich.

* DSPACE(f), jazyk L patti do DSPACE(f), pokud existuje TS M,, pro ktery L = L(M,)
a pro kazdy vstup délky n pouzije M, nejvyse f(n) poli¢ek pracovni pasky.

Pozdéji budeme definovat nedeterministicky TS a odpovidajici ttidy NTIME a NSPACE, pro
né plati stejné tvrzeni, které uvedeme nyni.

Lemma 5.3.1 Je-li f PRF a L € DSPACE(f), pak predikit Py(x) = (w, € L) je PRP, tj. otdzka
ndleZeni do L je primitivné rekurzioni. Totéz plati pro DTIME.

Dikaz: Necht M, je TS, ktery popiSe pti praci nad vstupem délky n nejvyse f(n) policek.
Délka kédu jeho konfigurace je tedy omezend pomoci h(n) = |Q|+2+ (IX]+1)- f(n), kde Qje
mnozina stavii M, a ¥ jeho paskova abeceda. Pocet konfiguraci je tedy omezen g(n) = 2",
kde g je zfejmé PRF. K6d vypoctu y stroje M, je tedy omezen pomoci y < v(n) = 2800-((m)+3),
Opét v(n) je zfejmé PRFE. Podle Kleeneho véty o normdlni formé mtizeme psat

wy €L & R(py(T(e, x,y)]),

kde T(e, x, y) je primitivné rekurzivni predikat, ktery je splnén praveé kdyz y kéduje vypocet
M, nad x, a kde R je primitivné rekurzivni predikét, ktery jen z y vytdhne posledni konfigu-
raci a zjisti, jestli je pfijimajici. ProtoZe délka y je omezend, mtiZeme psat ve skutec¢nosti

wy € L © R(uy <v(n)[T(e x,vy)]).

ProtoZe omezena minimalizace je PR (sta¢i na ni for cyklus) a v(n) je PREF, je predikét na pravé
strané primitivné rekurzivni.

Pro cas je situace dokonce o trochu jednodussi, nemusime odhadovat délku vypoctu, ale
méme ji danou. m

To znamend, Ze od této chvile se jiZ budeme pohybovat jen v rdmci rozhodnutelnych
problémi, a to dokonce problému rozhodnutelnych pomoci primitivni rekurze. Téz to zd-
vodiiuje uvedeny rozdil mezi ORF a PRF, kde ORF je funkce, u niz vime, Ze dopocita, ale
nevime kdy, zatimco PRF je funkce, u niz vime, ze dopocitd, a navic vime i kdy.

Z Riceovy véty plyne, Ze otazka, jestli M, je TS, jehoz jazyk patti do DTIME(f), je algorit-
micky nerozhodnutelna (totéz plati pro DSPACE a NTIME/NSPACE definované pozdéji).
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Kapitola 6

Zakladni tfidy problému ve sloZzitosti

6.1 Nedeterminismus a definice slozitostnich tfid

i

Od této chvile zacneme omezovat ¢as a prostor a zabyvat se tim, co to znamena ,,rychly
nebo , prostoroveé nendro¢ny” algoritmus. Vratime se opét k Turingovym strojim, nebot v je-
jich pfipadé lze omezit ¢as ¢i prostor celkem pfimocate a jednoduse, narozdil od ¢astecné
rekurzivnich funkci. Od mnozin se tedy vratime opét k jazyktim, které budeme obvykle
uvazovat nad binarni abecedou. V pfipadé omezeného ¢asu a prostoru uz velikost abecedy
miiZze hrat roli, protoze vstup zakédovany unarné je exponencidlné vétsi nez tentyz vstup
zakédovany binarné. Na druhou stranu vime, Ze zménime-li zdklad logaritmu, tedy velikost
abecedy, zméni se uz velikost vstupu jen konstantnékrat, protoze log (n) = O(log,(n)) pro
kazdé a,b > 1, proto ndm bindrni abeceda bude stacit, pficemZz ¢asem se budeme vice véno-
vat jejimu rozdilu od undrni abecedy. Na druhou stranu se abecedou budeme ve skute¢nosti
zabyvat jen v pfipadé formélnich definic a vétSinou na ni nebude zéleZet.

V teorii sloZitosti obvykle odliSujeme rozhodovaci problém od tlohy, v niz nds zajima
vystup méné trividlni, nez rozhodnuti ano/ne.

Definice 6.1.1

¢ Pokud u daného vstupu chceme pouze rozhodnout, ma-li néjakou vlastnost, tedy oce-
kdvame na nasi otdzku odpovéd typu ano/ne, jedna se o rozhodovaci problém, vstupu
budeme fikat instance problému. Formalné je rozhodovaci problém otazkou, zda x patfi
dojazyka L C {0, 1}, kde L je mnoZina fetézcti kédujicich instance s pozadovanou vlast-
nosti.

¢ Pokud chceme pro dany vstup x nalézt y, které spliiuje poZadovanou vlastnost, jedné
se o ilohu. Pokud ma byt toto y minimalni nebo maximélni (vzhledem k néjakému
uspofddani) mezi fetézci, které spliiuji danou vlastnost, jednd se o optimalizacni 1ilohu
(tento pojem si budeme pozdéji definovat jesté trochu forméalnéji). Vstupu opét budeme
tikat instance 1ilohy. Formdaln€ je tloha bindrni relaci R C {0,1}" x {0, 1}*. Jako vstup
pfedame x a hleddme y, pro néjz (x,y) € R, nebo chceme dostat informaci o tom, Ze
takové y neexistuje.

Napriklad rozhodnuti o tom, je-li dany graf souvisly, je rozhodovacim problémem. In-
stanci tohoto problému je graf. Formalné bychom méli jako instanci tohoto problému uvazit
libovolny binarni fetézec, ale protoZze pfi vhodném kédovani jednoduse pozname, kéduje-
li fetézec na vstupu graf, ¢i nikoli, budeme za instanci povazovat jen fetézce kédujici graf.
Obecné tedy budeme povaZzovat za instanci problému nebo tlohy jen fetézce, kédujici néjaky
objekt nageho zajmu, ¢ili syntakticky spravny vstup. Ulohou miiZe byt hledan silné souvis-
lych komponent orientovaného grafu. Instanci této tlohy je orientovany graf, vystupem, tedy
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hledanym fetézcem y, je seznam silné souvislych komponent grafu zakédovaného na vstupu
fetézcem x. Optimaliza¢ni tlohou je tfeba hledani maximdlniho toku v siti. Zde je instanci
sit, tj. orientovany graf, kapacity hran, zdroj a spotfebic.

Nyni mZeme definovat zdkladni tfidy problémti a tloh, tedy jazykt a relaci, rozpozna-
telnych nebo feSitelnych v omezeném case ¢i prostoru.

Definice 6.1.2 Necht f : IN — INjelibovolna funkce, pak definujeme nasledujici tfidy jazykt
a relaci (tj. problémfi a dloh):

* DTIME(f(n)),jazyk L C {0, 1} patii do tfidy DTIME( f (n)), pokud existuje TS M takovy,
ze L = L(M) a pro kazdé slovo x délky n skonc¢i vypocet M(x) nejvyse po O(f(n))
krocich.

* DSPACE(f(n)), jazyk L € {0, 1} patfi do tfidy DSPACE(f(n)), pokud existuje TS M
takovy, ze L = L(M) a pro kazdé slovo x délky n pouZije vypocet M(x) béhem své prace
nejvyse O(f(n)) bunék pracovni pasky.

e DTIMEF(f(n)), relace R C {0, 1} x {0, 1}* patii do tfidy DTIMEF(f(n)), pokud existuje
TS M, jehoz vypocet nad vstupem x délky n se zastavi po nejvyse O(f(n)) krocich, M(x)
piijme, pravé kdyz existuje y, pro néjz (x, y) € R, a v tom pfipadé obsahuje po ukonéeni
vypoctu jeho paska toto slovo y=.

Pismenko ,D” v ndzvu je zkratkou za , deterministicky”, naSemu modelu TS budeme na-
dale téz fikat deterministicky Turingiiv stroj (DTS), abychom jej odlisili od nedeterministického
TS, ktery si zanedlouho zadefinujeme. Tradi¢ni definice tfid DTIME, DSPACE a DTIMEF
vyZaduje pocet krokti ¢i bunék nejvys f(n) a nikoli O(f(n)), da se ukézat, Ze v pripadé Tu-
ringova stroje tak, jak jsme si jej definovali my, na multiplikativni konstanté nezéaleZi. Existuji
vSak i modely jako RAM, kde to neplati, proto pfimo v definici pouzivime O(f(n)). Pfi mé-
feni asymptotické sloZitosti algoritmi se totiz o konkrétni hodnoty multiplikativnich kon-
stant vétSinou nezajimame, pfestoze mohou hrat podstatnou roli pfi praktické vyuzitelnosti

algoritmu.
Lemma 6.1.3 Pro kaZdou funkci f : N +— IN plati, Ze DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)).

Dikaz : Béhem své prace nestihne TS M nad vstupem x popsat vic bunék, nez kolik na
to ma Casu, pracuje-li tedy M v case f(n), nestihne popsat vic nez f(n) bun€k. Tvrzeni plati
i v ptipadé, kdy f(n) < n, i kdyz v tom pfipadé musime uvazovat jiny model TS, ktery
umoziiuje nepocitat do prostoru velikost vstupu. =

Uvédomme si jesté jednou, Ze ndm jiz nadale staci jen primitivné rekurzivni prostiedky;,
je-li funkce f omezujici ¢as ¢i prostor primitivné rekurzivni.

Lemma 6.1.4 Je-li f ORF, pak tfidy DTIME(f(n)) a DSPACE(f(n)) obsahuji rekurzivni jazyky a
tfida DTIMEF(f(n)) obsahuje rekurzivni relace. Je-li f PRF, pak kazdy jazyk L € DSPACE(f(n)) i
kazda relace R € DTIMEF(f(n)) maji primitivné rekurzivni charakteristické funkce.

Dtkaz : Viz zadvéreény komentar k c¢asti s vycislitelnosti. Déle uz to rozvadét nebudeme,
toto tvrzeni je zde jen na dokresleni toho, v jakém svété se budeme nadéle pohybovat. =

Zbyva si vhodné zvolit funkce, které ndm budou definovat pojmy ,rychlého” ¢i ,, pamé-
tové tsporného” algoritmu. Z mnoha divodii se k tomuto tcelu hodi polynomy.

1Lze to také ¥ici tak, Ze selektor pro predikat R je funkce spocitatelnd v polynomidlnim case.
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e Polynomy nerostou piili§ rychle, pokud né&jaky algoritmus pracuje v ¢ase O(n?), pak
i pro velkd n mtize dopocitat ve snesitelném case, pfipadné si vystaci se snesitelnym
mnozstvim paméti.

* Jsou-li f a g polynomy, pak ijejich sloZeni f o g je polynom, coZ je pékna vlastnost, ktera
znamend, Ze pouZijeme-li v polynomidlnim algoritmu podprogram, ktery je polynomi-
alni, ve vysledku rovnéz dostaneme polynomidlni algoritmus.

Vv s

¢ Silngjsi verze Churchovy-Turingovy teze, tvrdi, Ze kazdy ,rozumny a obecny” vypo-
¢etni model 1ze na Turingové stroji simulovat s polynomidlnim zpomalenim ¢i polyno-
midlnim zvétSenim pottebného prostoru a naopak Ze kazdy Turingtv stroj 1ze simu-
lovat s polynomidlnim zpomalenim ¢i polynomialnim zvétSenim potfebného prostoru
v daném ,rozumném a obecném” modelu. Pod pojmem rozumny si pfedstavime ta-
kovy model, ktery lze opravdu fyzicky zkonstruovat a redlné pouzit k vypoctu. Pod
pojmem obecny si pfedstavime takovy model, ktery je schopen interpretovat jakykoli
algoritmus, tedy dle Churchovy-Turingovy teze jde o model, ktery je schopen simulo-
vat jakykoli Turingtiv stroj. Pro zatim zndmé modely tohoto typu siln€jsi Churchova-
Turingova teze plati, coz fikd, Ze pojmy algoritmu pracujicitho v polynomidlnim case ¢i
v polynomidlnim prostoru jsou nezavislé na pouZitém (dosud zndmém) ,,redlném” vy-
pocetnim modelu. Rozhodné jsou nezévislé na tom, v jakém béZném programovacim
jazyce algoritmus implementujeme. Definice tfidy P a mySlenka, Ze polynomy tvofi tu
spravnou tfidu funkci pochazi od Cobhama [1] a tezi, podle které je ttida P nezavisla
na vypocetnim modelu se fikd Cobhamova-Edmondsova teze.

S pomoci polynom1 si tedy mtiZeme definovat tfidy P, PSPACE a PF nésledovné.

Definice 6.1.5 ‘
P = U DTIME(n)
PSPACE = J,cn DSPACE (ni)
PF = U, DTIMEF (ni)

Trida P tedy obsahuje problémy rozhodnutelné v polynomialnim case, ttida PSPACE obsa-
huje problémy rozhodnutelné v polynomialnim prostoru a kone¢né tfida PF obsahuje tlohy
feSitelné v polynomialnim case.

I k polynomtim je v8ak potfeba pfistupovat opatrné, feknéme, Ze pro dany jazyk L se-
strojime dva algoritmy, A, ktery pracuje v ¢ase 22" 2" 2 A, ktery pracuje v Case 2000951,
ktery z nich byste si vybrali? Jisté A,, protoZe ten bude pro vSechny vstupy normalni velikosti
rychlejsi, pfitom ale A; ukazuje, Ze L € P a podle toho by mél byt A; ,rychly”. UZ bychom
ale méli védét, Ze O-notace je v tomto velmi zrddnd, protoZe se zabyva nekone¢nem, kterého
vSak redlné nemtizeme dosdhnout. Pro neredlné velké vstupy by tedy skutecné byl algorit-
mus A, pomalejsi neZ algoritmus A;, ale redlné k tomu asi nedojde. Nastésti pro vétsinu
praktickych problémt, které jsou feSitelné v polynomialnim case, existuji algoritmy s ca-
sem omezenym polynomy mensich ¥ad1, a timto nedostatkem tedy netrpi. Fakt, Ze do tfidy
P patii i problémy, které jsou feSitelné jen v casech omezenych polynomy s p¥ili§ velkymi
stupni by nds mohl inspirovat k tomu, abychom definovali tfidu ,rychlych” algoritmii jako
napiiklad tfidu problémt fesitelnych v case O(n'?), ale takova definice by se nam jen tézko
odtivodiiovala, nap¥iklad pro¢ by uz O(n'') bylo pomalé? Pro¢ kdyz v ,,rychlém” algoritmu
zavolame ,rychly” algoritmus jako podprogram, dostaneme algoritmus ,pomaly”? Navic
takova definice by byla zavisla na vypocetnim modelu, protoZze naptiklad existuji problémy
feSitelné v linedrnim ¢ase na dvoupdaskovém TS, které vyZzaduji kvadraticky ¢as na jednopds-
kovém TS. Soucasné plati, Ze neexistuje konstanta c, pro kterou by platilo P € DTIME(n°), j.
zadny polynom neni dost velky, aby se do n¢j schovaly vSechny ostatni.
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Trida PF obsahuje dlohy, které jsme schopni rychle, tedy v polynomidlnim case, vytesit.
Presnéji, je-li R bindrni relace pattici do PF, umime pro dané x nalézt v polynomidlnim case
y, pro které (x,y) € R, pokud existuje, nebo rozhodnout, Ze neexistuje. Existuje vSak fada
praktickych tloh, které sice neumime v polynomiélnim case vyfesit, ale pokud ndm nékdo
da feSeni, uhodneme jej, ziskame jej pomoci heuristiky ¢i vnuknutim, umime alespor ové-
fit, zda jde o spravné feSeni. Takovym tilohdm budeme fikat, Ze jsou polynomidlné ovéfitelné.
Tridu polynomialné ovéftitelnych tloh nazveme NPF, kde NP znamena nedeterministicky
polynomidlni a F znamend funkce, nédzev tak volime proto, Ze jde o tilohy feSitelné nedeter-
ministickym Turingovym strojem v polynomidlnim case, i kdyZ k tomu se dostaneme poz-
déji.

Definice 6.1.6 Bindrni relace R C {0, 1} x {0, 1}* patfi do tfidy NPF, pokud plati:
1. Existuje polynom p(n), pro ktery plati, Ze v kazdé dvojici (x,y) € Rje |yl < p(Ix|) a
2. ovéfeni toho, zda (x, y) € R 1ze provést v polynomidlnim case.

Prvni podminka v definici vlastné fikd, ze feSeni k danému zadédni nejsou moc
dlouha. Tato podminka je podstatna proto, Ze slozitost ovéfovani (x, y) € R je méfena v délce
vstupu pro R, tedy v délce x a y. Kdybychom pfipustili, Ze y mtize mit délku exponencidlni
vzhledem k délce x, pak by polynomialni algoritmus nemél $anci y ani vypsat a ovéfeni relace
(x,y) € R by sice bylo polynomialniv délce y, ale exponencialni v délce x, pfedpokladdme-li,
Ze si ovéfovac vstup y ma alespon piecist. Proto se omezime jen na tlohy, kde moZzna feSeni
nejsou moc dlouh4.

Poznamenejme, Ze neplati pfimo PF C NPF, nebot 1ze najit alohy, které jsou sice polyno-

Y NV v

mialné feSitelné, ale nejsou polynomialné ovéfitelné. Na druhou stranu pro bézné a praktické

ulohy plati, Ze pokud jsou polynomidlné feSitelné, jsou i polynomidlné ovéfitelné a z tohoto
hlediska mtizeme brat PF jako podtfidu NPF. Existuje vSak spousta tiloh, o kterych vime, Ze

jsou polynomidlné ovétitelné, ale domnivame se, Ze nejsou polynomidlné fesitelné. Prikla-
dem takové tlohy miize byt tloha obchodniho cestujiciho.

ULOHA OBCHODNIHO CESTUJICIHO

Instance : Je ddno n mést, vzdalenosti mezi nimi a ¢islo d.

Cil : Najit pofadi mést, pfi kterém mtZe obchodni cestujici projet
vSechna mésta a projezdit pfi tom vzdalenost nejvyse d.

Pokud dostaneme poradi mést, tedy kandidédta na feSeni této tilohy, jsme schopni rychle
spocitat vzdélenost, kterou pfi tomto pofadi obchodni cestujici najezdi, tedy jestli spliiuje
nas cil. Z toho plyne, Ze tato tloha patii do NPF. Na druhou stranu nezndme zpftisob, jak
vhodné pofadi najit v polynomidlnim case. A nejen to, kdyby takovy zptisob existoval, byli
bychom schopni vytesit vSechny tlohy z NPF v polynomidlnim ¢ase a znamenalo by to tedy,
Ze pojmy polynomidlni feSitelnosti a polynomialni ovéfitelnosti z praktického hlediska sply-
nuly.. Je to samoziejmé mozné, ale vétSina badatelti se domniva, Ze tomu tak neni, vede nas
k tomu i kaZdodenni zkuSenost. Obvykle je leh¢i ovétit, zda dané feSeni je spravné, neZ feSeni
néjakého problému vymyslet. Podobnou zkuSenost zaZivaji studenti ve zkousovkém obdobi
pravidelné, nebot i zde je snazsi zkouSet neZ byt zkouSeny, protoZe je snazsi ovéfit, zda to,
co poslouchdm jako zkousejici, dava smysl, neZ je pro zkouseného fikat néco, co mé hlavu a
patu.

Tyto tivahy 1ze pfenést i na problémy. Existuje fada praktickych problém, které sice ne-
umime vyfesit v polynomialnim case, ale da-li ndm nékdo diikaz kladné odpovédi, umime
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jej opét ovéfit, k tomu samoziejmé potfebujeme, aby diikaz sdm nebyl p#ilis dlouhy. Uvazme
opét obchodniho cestujiciho, nyni jako problém.

PRrROBLEM OBCHODNIHO CESTUJiCIiHO

Instance : Je dano n mést, vzdalenosti mezi nimi a &islo d.

Otazka : Existuje pofadi mést, v némz je ma obchodni cestujici projet,
aby najetd vzdalenost byla nejvys d?

Nikdo nezna polynomidlni algoritmus, ktery by byl schopen zodpovédét tuto otazku, ale
pokud ndm nékdo da pofadi mést, tedy diikaz ¢i certifikat kladné odpovédi na otdzku, do-
kazeme tento certifikat ovéfit v polynomidlnim c¢ase. U problémt, které jsou jen rozhodovaci
verzi odpovidajici dlohy, jako je tomu v tomto p¥ipadé, je obvykle certifikatem feSeni této
tlohy. To ale neznamena, Ze certifikat vzdy musi mit tuto vlastnost, mtiZe jit o jakykoli fe-
tézec, ktery néjakym zptisobem dosvédcuje kladnou odpovéd. Ptiklad takového certifikatu,
ktery neni soucasné feSenim uvidime i zanedlouho, aZ budeme ukazovat, Ze problémy fe-
Sitelné nedeterministickym Turingovym strojem v polynomidlnim ¢ase maji polynomidlné
ovéfitelné diikazy.

Tfidu problémt s polynomidlné ovéfitelnym ditkazem nazveme rovnou NP, coZ zna-
mend nedeterministicky polynomidlni, nazev pochazi z druhého zptisobu definice, ktery si uka-
Zeme vzapéti. Protoze si také ukdZeme, Ze oba zptisoby definuji tutéz tfidu problém, pfidr-
zime se od zacatku tradi¢nitho ndzvu NP, i kdyZz k nasledujici definici by se 1épe hodil pojem
ttidy jazyka s polynomidlné ovétitelnym ditkazem.

Definice 6.1.7 Jazyk L C {0, 1}* patfi do tfidy NP, pokud existuje polynom p ajazyk B € P a
pokud pro kazdé x € {0, 1}* plati, Ze

xelL & (y) [Iyl <p(lxl)a(x,y) e B].

Neformdlné feceno jazyk L patii do tfidy NP, pokud existuje polynomidlni algoritmus
(dany jazykem B), ktery je schopen ovéfit, Ze polynomidlné dlouhy certifikat y dosvédcuje
fakt x € L. Je opét nutné uvaZovat pouze polynomidlné dlouhé certifikaty, nebot sloZitost
ovéfovani se méfi vzhledem k délce x i certifikatu y.

Ziejmé plati, ze P C NP, protoZe pokud jsme problém schopni rozhodnout v polynomi-
alnim case, nepotfebujeme se na certifikat viibec podivat. Jest€ poznamenejme, Ze naseho
obchodniho cestujictho ve skute¢nosti zajima pofadi meést, pfi némz je nacestovand vzda-
lenost nejkratsi. K tomu, abychom o néjakém pofadi mést mohli rozhodnout, Ze jim dana
vzdélenost je nejkratsi, bychom museli umét rozhodnout, Ze neexistuje Zddné lepsi poradyi,
coz odpovida rozhodnuti, Ze neexistuje pofadi davajici vzdalenost mensi nez dand mez d, jde
tedy o negaci naseho problému obchodniho cestujiciho. Tyto itvahy naznacuji, Ze nalézt nej-
kratsi pofadi mtize byt mnohem t€Z81, nez nalézt potadi, které vede ke vzdalenosti mensinez
dand mez d. Proto casto u pfirozené optimaliza¢nich tloh uvazujeme jejich takto upravené
verze.

Vsimnéme si déle analogie rozdilu mezi tfidami PP a NP s rozdilem mezi rekurzivnimi
a rekurzivné spocetnymi jazyky ¢i mnoZinami. Podle véty je mnoZina A rekurzivné
spocetnd, pokud existuje rekurzivni predikat P(x, y), pro ktery plati, ze

A= {x|(3y)P(x,y)}.
Podle nasi definice tfidy NP patfi jazyk L do tfidy NP pokud existuje predikat R(x, y) roz-
hodnutelny v polynomidlnim ¢ase a polynom p, pro které plati, ze

L= {x| @)yl < p(lxl) a R(x, y)]}.
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Vime, Ze existuje problém, ktery je rekurzivné spocetny, ale neni rekurzivni, napiiklad pro-
blém zastaveni, ale nevime, jestli existuje také problém, ktery patii do NP, ale nepatfi do
P.

Tfida NPF tedy obsahuje tlohy, u kterych nejsme vZdy schopni (za soucasného stavu
znalosti) najit v polynomidlnim case feSeni, ale pokud dostaneme kandidéta na feSeni, jsme
alespori schopni v polynomialnim ¢ase ovéfit, jde-1i skute¢né o feSeni tilohy, ¢i nikoli. To zna-
mend, Ze pokud pouzijeme heuristiku, nebo feSeni jinak uhodneme, mtizeme aspori poznat,
jestli jsme dospéli ke sprdvnému vysledku. Podobné tfida NP obsahuje problémy, které sice
neumime vSechny za soucasného stavu znalosti v polynomidlnim c¢ase zodpovédét (ty, co
jsou v P, tak pochopiteln€ ano), ale pokud ndm nékdo d4 polynomiélné velky ditikaz kladné
odpovédi, dovedeme jej v polynomidlnim case ovéfit.

MozZnost hadédni feSeni nebo certifikatu, ¢ili existenéni kvantifikaci, je moZzné na Turingové
stroji zachytit pomoci nedeterminismu.

Definice 6.1.8 Nedeterministicky Turingiiv stroj je pétice M = (Q, %, 6, qo, F), jejiz prvky maji
tyz vyznam jako v pfipadé deterministického TS s tim rozdilem, Ze

0:QXY > Z(QXXX{R,N,L}).

Tj. danému stavu a symbolu na péasce pfifazuje nékolik prechodt do jinych stavii se zapisem
riznych symbolti a s riznymi pohyby. V pfipad€, Ze mnoZzina moznych pfechodti je prdzdna,
neni pfechod definovan.

* Vypocet NTS je posloupnost konfiguraci Ky, ..., K;, kde K, je poc¢atecni konfigurace a
pro kazdou konfigurace K;, i € {0, ...,t — 1} plati, Ze Ki;, 1ze vytvofit z K; pomoci pfe-
chodové funkce vhodnou volbou pfechodu. Tj. v kazdém kroku si NTS vybere, kterou
z moznosti zvoli a tu aplikuje.

* Vypocet NTS je ptijimajici, pokud kon¢i v pfijimajicim stavu.

 Rekneme, 7e NTS M pFijme slovo x, pokud existuje vypocet NTS M nad x, ktery je pfiji-
majici.

¢ Jazyk slov pfijimanych NTS M ozna¢ime pomoci L(M).

e Necht f : N — N je libovolna funkce. Rekneme, Ze NTS M pracuje v ¢ase f(n), po-
kud kazdy vypocet nad slovem x délky n bud skonéi po nejvys f(n) krocich, nebo je
nekonecny.

* Rekneme, Ze NTS M pracuje v prostoru f(n), pokud kazdy vypocet nad slovem x délky
n bud pouzije nejvys f(n) bunék péasky, nebo je nekone¢ny.

Nedeterministicky Turingliv stroj se tedy od deterministického 1isi jen tim, zZe v dané
chvili umoZziiuje pouzit vic pfechodti. N&s zptisob definice vypoctu NTS predpoklada, Ze
NTS se nachazi vzdy v jedné konfiguraci, pokud ma z této konfigurace na vybér né€kolik
moznych pfechodd, jeden z nich si vybere, tedy ,, uhodne” jej. A pokud néjaké posloupnost
téchto vybért ¢i ,,uhodnuti” vede k pfijeti, fekneme, Ze NTS dany vstup pfijal. Posloupnosti
vybéri ¢i ,uhodnuti”, které nevedou k pfijeti, nds nezajimaji a mtzeme pro jednoduchost
predpokladat, Ze se nezastavi. Vypocet NTS si vSak lze predstavit i tak, Ze v kazdém kroku
NTS pouzije vSechny moZné pfechody a nachézi se tak vzdy ve vSech dostupnych konfigu-
racich najednou, podobné pracuje i nedeterministicky koneény automat. V tomto piipadé
nas zajima, jestli do urcitého poctu kroki je jedna z téchto konfiguraci pfijimajici. V obou
piipadech si také mtizeme vypocet NTS pfedstavit jako strom, jehoZ hrany jsou orientované
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smérem od kofene k listiim. Kofen odpovida pocatecni konfiguraci a z kazdé konfigurace K
vedou hrany do konfiguraci, do nichz Ize z K prejit pomoci pfechodové funkce. V prvnim
piipadé odpovida vypocet jedné vétvi tohoto stromu, ve druhém pripadé odpovidd celému
stromu.

Poznamenejme, Ze nedeterministicky Turingtiv stroj neni redlny vypocetni model, nelze
jej skute¢né zkonstruovat, a také se nepfedpoklddd, Ze by se na néj vztahovala silnéjsi verze
Churchovy-Turingovy teze. Na druhou stranu je ovSiem pravda, Ze libovolny nedeterminis-
ticky Turingtiv stroj 1ze simulovat na deterministckém a tedy i nedeterministické Turingovy
stroje jsou vypocetnim modelem ekvivalentnim Turingovym strojim. Pro nés je vSak nede-
terministicky Turingtiv stroj zejména abstrakci, kterd zachycuje moznost hadani v TS. Po-
dobné jako v deterministickém pifipadé mtiZeme nyni definovat tfidy jazykt pfijimanych
nedeterministickym TS v omezeném case ¢i prostoru.

Definice 6.1.9 Necht f : IN — INjelibovolna funkce, pak definujeme nasledujici tfidy jazykt
a relaci (tj. problémi a tloh):

* NTIME(f(n)), jazyk L € {0,1}* patii do ttidy NTIME(f(n)), pokud existuje NTS M,
ktery pracuje v ¢ase O(f(n)) a L = L(M).

* NSPACE(f(n)),jazyk L € {0, 1}* patii do tfidy NSPACE(f(n)), pokud existuje NTS M,
ktery pracuje v prostoru O(f(n)) a L = L(M).

Podobné jako polynomidlni DTS odpovidaji tfidé€ P, polynomidlni NTS odpovidaji t¥idé
NP, proto jsme ji nazvali nedeterministicky polynomialni.

Lemma 6.1.10 Plati, Ze:
NP = | | NTIME(n')

€N

Dikaz : Pfedpokladejme nejprve, Ze L € NP, to znamend, Ze existuje polynom p a jazyk
B € P, pro které plati, ze x € L pravé kdyz existuje y, [y| < p(Ix]), pro které (x,y) € B.
Nedeterministicky TS M’, ktery bude pfijimat L, bude pracovat ve dvou fazich. V prvni fazi
zapiSe na vstupni pédsku za slovo x slovo v, tato faze je nedeterministicka a pro kazdé slovo y,
lyl < p(Ix]) existuje vypocet M’, ktery jej napiSe. Na zapis y staci ¢as p(|x|). Ve druhé fazi bude
M’ simulovat préci Turingova stroje M, ktery rozpoznava jazyk B, na vstupu (x, y), pficemZz
pfijme, pokud (x, y) € B. Ztejmé L = L(M’) a M’ pracuje v polynomidlnim case.

Nyni predpokladejme, Ze L € | J,oy NTIME(1'). To znamen4, Ze x € L pravé kdyz existuje
polynomialné dlouhy vypocet nedeterministického Turingova stroje M, kde L = L(M), jenz
x pfijme. V kazdém kroku tohoto vypoctu vybird M z nékolika moznych instrukci, necht
fetézec y kéduje prave to, které instrukce byly v kazdém kroku vybrany. Retézec y ma délku
nejvys p(|x|) pro néjaky polynom p, protoze M pracuje v polynomidlnim ¢ase a moznosti jak
pokracovat z dané konfigurace podle pfechodové funkce je jen konstantné mnoho. Simulaci
M s pouzitim instrukci danych dle y mtizeme deterministicky ovéfit, zda y kéduje ptijimajici
vypocet. Retézec y tedy miize slouZit jako polynomialné dlouhy certifikat kladné odpovédi.
n

Podivejme se jesté, jak spolu souvisi polynomialné ovéritelné alohy a problémy s polyno-
midlné ovétitelnym diikazem.

Lemma 6.1.11 Nechf R je relace, kterd patii do NPF a definujme jazyk L = {x | (y)R(x, y)}, potom
L € NP.
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Dikaz: Dtkazje zfejmy, protoze y, pro které R(x, ), je polynomiédlné velkym certifikdtem
faktu,ZexeL. m

Toto tvrzeni lze v jistém smyslu i otocit.

Lemma 6.1.12 Necht L € NP, pak existuje relace R € NPF, pro kterou plati, Ze

L ={x|(3y) R(x, y)}.
Dukaz: Dvojice (x, y) bude patfit do relace R, pokud y je certifikdtem toho, Zex € L. =

Lemma 6.1.13 Je-li f ORF, pak tfidy NTIME(f(n)) a NSPACE(f(n)) obsahuji rekurzivni jazyky.
Je-li f PRF, pak kazdy jazyk L € NSPACE( f(n)) md primitivné rekurzivni charakteristickou funkci.

Dtkaz: Dtkaz nebudeme rozvadét, plati zde tytéZz argumenty jako v pfipadé determinis-
tického prostoru a ¢asu. =

6.2 Savicova véta: PSPACE = NPSPACE

V této casti si ukdzeme, Ze v piipadé€ prostoru ma analogie otdzky, zda P = NP, kladnou
odpovéd. Pfesnéji, definujeme-li si tfidu

NPSPACE = U NSPACE(n'),
ieEN

ukadzeme si, Ze NPSPACE = PSPACE. Tento fakt je disledkem Savicovy véty, kterd ve sku-
te¢nosti ik, Ze pro ,rozumné” funkce f(n) plati NSPACE(f(n)) € DSPACE((f(n))?). Pro
zacatek si budeme pod rozumnou funkci pfedstavovat polynomy a béhem dtikazu se dosta-
neme k tomu, jaké vlastnosti musi funkce mit, aby na ni bylo lze pouzit Savicovu vétu.

U definice nedeterministického Turingova stroje jsme zminili, Ze jeho vypocet si lze pred-
stavit jako strom konfiguraci, jehoz kofen odpovida pocatecni konfiguraci a od vrcholu ve-
dou hrany ke konfiguracim nasledujicim podle pfechodové funkce. Chceme-li simulovat ne-
deterministicky Turing@iv stroj na deterministickém, mohli bychom projit tento strom bud
prichodem do $itky nebo do hloubky a hledat dosaZitelnou pfijimajici konfiguraci. Vétve,
které pouziji vice prostoru, nez je povoleno, nebo v nichZ se zopakuje konfigurace a tedy se
zacykli, neni tfeba déle prochazet. Nejhlubsi vétev v tomto stromé, do které ma tedy smysl
se divat, m& hloubku rovnou po¢tu rtiznych konfiguraci, které pouZzivaji vymezeny prostor.

Lemma 6.2.1 Necht M je libovolny TS (at uz deterministicky ¢i nedeterministicky), ktery pracuje
v prostoru f(n), pak existuje konstanta cy (jejiz hodnota je zdvisld na stroji M), pro kterou plati, Ze
pocet konfiguraci M je nejoys 2emf (),

Dikaz: Necht M = (Q, %, 6,90, F). Konfigurace se sklada ze slova na pésce, polohy hlavy
v rdmci tohoto slova a stavu, v némz se stroj M nachdazi. Délka slova na pasce je omezend f(n),
pocet riznych poloh hlavy v radmci tohoto slova je f(n) a pocet stavil je |Q|. Pocet konfiguraci
je tedy shora omezen pomoci

IS £(1)|Qf = 27108z [Flglogs f(1) glog 1QI _ o () logs [51+log £ () +ogs Q1 < o (n)(logs 51+ 1+10g, 10D,

Staci tedy zvolit cp = (log, [X] +log, Q] +1). =

Lemma tedy ukazuje, Ze priichod do hloubky ani do siiky stromem vypoctu si nevy-
staci s polynomidlnim prostorem, pokud uz funkce f(n) je polynomem. V dtikazu Savic¢ovy
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véty proto musime postupovat jinak. Ceho si miiZeme na stromu vypoctu véimnout je fakt,
Ze se tam fada konfiguraci mtize opakovat v rtiznych vétvich, timto nedostatkem netrpi kon-
figuracni graf , ktery také zachycuje mozZné vypocty Turingova stroje M nad vstupem x a ktery
si definujeme nasledujicim zptisobem.

Definice 6.2.2 Je-li dan NTS M a jeho vstup x, definujeme orientovany graf Gy, = (V,E)
nésledovné:

¢ V obsahuje vSechny konfigurace stroje M pfi vypoctu nad vstupem x a

* jsou-li K; a K, dvé konfigurace M, pak (Ki, K;) € E, pravé kdyz existuje pfechod podle
prechodové funkce M, ktery Ize pouZzit na K; a ktery z ni vytvofi K.

Pokud je M ve skutec¢nosti DTS, pak pro libovolny vstup x je graf Gy, orientované cestal
ale pokud M vyuziva nedeterminismu, mtiZe byt graf Gy, komplikovanéjsi. Z lemmatu
plyne, ze pokud M pracuje v prostoru f(n), pak |V| < 2/ g |E| < 22f(4) pro vhodnou
konstantu cy,.

Oznacme si nyni poc¢ate¢ni konfiguraci M pfi vypoctu nad x pomoci K. Pfedpokladejme,
Ze M ma jedinou pfijimajici konfiguraci a ozna¢me ji jako Kr. Tento predpoklad neni nijak
omezujici, ztejmé mtizeme kazdy NTS upravit tak, Ze jeho pfijimajici konfigurace bude jed-
noznacnd a uz jsme toho nékolikrat vyuzili. Mizeme totiZ pfedpokladat, ze pokazdé, nez M
pfijme, vymaze obsah pasky, poté se vréti na levy okraj vymezeného pracovniho prostoru a
prejde do jediného pfijimajiciho stavu. NTS M pfijme x, pravé kdyz v grafu Gy, existuje ori-
entovana cesta z Kj do Kr. Sta¢i nam tedy popsat algoritmus, ktery existenci takové cesty ovefi
a vystadi si pfitom s prostorem, ktery bude jen O((f(n))?). Uvazme také, Ze neméame prostor
na konstrukci a ulozeni konfigura¢niho grafu Gy, do paméti, tento graf mdme zadany jen
implicitné tim, Ze pro dané dvé konfigurace K;, Ky jsme schopni s pomoci pfechodové M
funkce rozhodnout, zda v G, vede hrana z K; do Ky, ¢i nikoli.

Odhlédneme-li od toho, jak jsme pfisli ke grafu Gas,, zajima nas ve skutecnosti feSeni na-
sledujici grafové tlohy. Na vstupu ocekdvame orientovany graf G = (V, E) zadany nikoli se-
znamem sousedtl, ale matici sousednosti zadanou implicitné pomoci funkce hrana(i, j), ktera
je schopna rozhodnout, zda (i, j) € E v polynomidlnim ¢ase a jen s konstantnim prostorem
(nepocitame-li do prostoru velikost vstupu i, j). Dale jsou zadané vrcholy s a t. Ptame se, zda
je mozné s pracovnim prostorem O((log,(|V]))?) rozhodnout, zda v G existuje cesta z s do .

Pro jednoduchost uvazime nejprve p¥ipad, kdy f(n) je polynom a poté se teprve budeme
zamyslet nad tim, nejde-li dtikaz Savicovy véty zobecnit i pro jiné funkce.

Véta 6.2.3 (Savicova - formulace pro polynomy) NPSPACE = PSPACE

Dikaz: Zfejmé plati, Ze PSPACE C NPSPACE, protoze kazdy DTS je jen zvlastnim p¥ipa-
dem NTS. UkaZzme nyni, ze NPSPACE C PSPACE. Predpokladejme, Ze L € NPSPACE, tedy
existuje k, pro néz L € NSPACE(n*). Necht M je NTS piijimajici L v prostoru n¥, ktery ma na-
vic jedinou pfijimajici konfiguraci. UkdZeme, Ze existuje DTS M’, ktery pfijimé L v prostoru
O(n*). Necht Gy = (V, E) je konfiguraéni graf vypo&ta M nad x, popiSeme algoritmus, ktery
bude testovat to, jestli v Gu,. existuje cesta z pocatecni konfigurace K§ do jediné prijimajici
konfigurace K, a vystadi si pfitom s prostorem O((log, (|V]))?). Algoritmus popiseme pomoci
tunkce Dosazitelni(i, Ky, Ks), ktera zjisti, zda z konfigurace K; je konfigurace K, dosaZziteln
v nejvyse 2 krocich Turingova stroje M.

2Toto neni tipIné pfesné, o cestu jde jen v ptipadé, Ze vypocet M(x) je kone¢ny, v pifpadé nekonvergujictho
vypoctu jde o laso, tedy cestu s cyklem na konci. Nés vSak zajimaji jen konec¢né a navic jen prijimajici vétve.
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Algoritmus 6.2.4 Dosazitelna(, K;, Ks)

Vstup: Celé ¢islo i, konfigurace K; a K,
Vystup: True, je-li K; dosazitelna v grafu Gy, z konfigurace K; pomoci nejvys 2’ krokd.

False jinak.
1: ifi=0
2: then
3: if (Ky,Ky) e EorK; =K,
4:  then
5: return true
6: else
7: return false
8: endif
9: endif
10: foreach K eV
11: do
12:  if Dosazitelna(i — 1, Ky, K) and Dosazitelna(i — 1, K, Ks)
13:  then
14. return true
15:  endif
16: done

17: return false

Protoze TS M pfijima jazyk L v prostoru 1, existuje podle lemmatu konstanta cy;, pro
kterou je pocet konfiguraci M nejvys 2CM”k, tedy voldnim DosaZiteIna(Gyx, cunk, K3, Kr) zjis-
time, je-li v Gy, dosazitelna v 2" krocich, tedy, je-li viibec dosazitelna. Korektnost tohoto
algoritmu je zfejm4, proto ji probereme jen ve struc¢nosti: Pokud je i = 0, znamenad to, Ze Ky
musi byt z K; dosazitelnd v nejvys jednom (= 2°) kroku, jinymi slovy, bud (K;, K») je hranou
v Gumx, nebo K; = Ky. Pokud jei > 0, je Ky dosazitelnd z K; v nejvys 2! krocich, pokud existuje
konfigurace K takové, ze K je z K; dosazitelna v nejvy$ 2! krocich a K; je z K dosaZitelna
v nejvys 277! krocich, coz ovétime dvojici rekurzivnich volani na fadku 12.

Zbyva odhadnout, jak velky prostor pozaduje volani funkce Dosazitelna. Prostor O(n*),
kterého chceme dosdhnout ndm neumoziuje ulozit si v paméti cely graf Gy, protoZe uzjen
pocet jeho vrcholti je exponencialni v n. Nam ale ve skute¢nosti sta¢i umét otestovat pro dvé
dané konfigurace K; a K,, zda (K;,K;) € E, tedy zda lze z konfigurace K; pfejit do konfi-
gurace K, pomoci pfechodové funkce stroje M. K tomuto testu ndm tedy staci pfechodova
funkce, jejiz velikost je konstantni a nezavisld na n = |x|. V cyklu for na fadcich 10 az 16 po-
ttebujeme postupné generovat vSechny konfigurace. Na uloZeni jedné konfigurace nam staci
cmn® bitty, stadi tedy generovat vSechny bindrni fetézce této délky a vybirat si ty, které koduiji
konfigurace. K zakédovani konfigurace v podobé, s niz by se Turingovu stroji dobfe praco-
valo, mtiZeme ve skute¢nosti potfebovat vice bitt1, nez jen v, kde ey je konstanta z tvrzeni
lemmatu . PouZijeme-li naptiklad totéz kédovani jako v dtikazu véty , posta¢i ndm
viak stale O(n*) bitt (kde v ,,O” notaci se zde schovava i konstanta cy;). MéZeme tedy pred-
pokladat, ze do konstanty cu jsou jiz ndroky na uloZeni kédu konfigurace zapocitany.

Jedna instance funkce Dosazitelnd tedy vyzaduje prostor pro uloZeni K;, K5, K a i, na
viechny tyto proménné sta&i prostor cym*. Navic pottebujeme jen bity pro ulozeni odpovédi
z rekurzivnich volani, které uz prostorovou sloZzitost nenarusi. Abychom mohli v cyklu gene-
rovat konfigurace K, musime vsak védét, jak velky prostor rezervovat pro jednu konfiguraci,
potfebujeme tedy umét oznacit cpn* bun&k, mame-li vstup x délky #, a pfi tom si musime vy-
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stadit s prostorem O(1"), tj. nemdzeme pouzit ptili§ prostoru navic oproti tomu, ktery mame
vyznacit. Nechdme ¢tendfi na rozmysleni, Ze to miizeme v pfipadé polynom ucinit.

Hloubka rekurze je omezena pomoci cyn* = O(n¥), protoze to je po&ate¢ni hodnota i,
které pfedavame funkci jako parametr a v kazdém dals$im volanim toto i sniZime o jedna.
Dohromady tedy dostaneme, Ze celkovy prostor, ktery k vykonani DosaziteInd(Gyy x, cun', K3,
Kr) potiebujeme, je velky O(n* - n*) = O(n*). Protoze funkce DosaZitelnd je deterministicka,
vyzaduje jeji volani deterministicky prostor O(n*). Nebylo by také obtizné na z4kladé této
funkce vytvotit DTS M’, ktery by vyZadoval tyz prostor a pfijimal jazyk L. Z toho plyne, Ze
L € DSPACE(O(n%*)) C PSPACE. =

Dtikaz véty nikde nevyuzival Zzddnych zvlastnich vlastnosti polynomti, mtZeme jej
tedy zobecnit a dostat tak obecnou Savi¢ovu vétu. Ukazali jsme vlastné€, Ze k otestovani toho,
jestli v obecném orientovaném grafu G = (V,E) vede cesta z daného vrcholu s do vrcholu
t, staci prostor O((log, |V1)?), pokud do tohoto prostoru nepocitame prostor nutny k uloZeni
grafu. Pokud tedy misto polynomu n* pouZijeme obecnou funkci f(n), dostaneme tvrzeni,
ze NSPACE(f(n)) € DSPACE(f(n)?).

Funkce f(n) ale pfece jen nemtiZe byt tiplné libovolnd, protoze musime byt schopni od-
hadnout, kolik mista pottebujeme pro uloZenijedné konfigurace, musime tedy umeét spocitat
hodnotu funkce f(n) v prostoru O(f(n)) (v nagem ptipadé hodnotu cyn* v prostoru O(cynt)),
je-li vstup Turingova stroje pocitajiciho hodnotu f zakédovany unérné, tj. na vstupu je feté-
zec x délky n, ne pfimo hodnota n zakédovand binarné. Napftiklad, je-li x = 010010001, pak
n = 9, ale na vstupu stroje pocitajictho hodnotu f(|x|) bude p¥imo x = 010010001 a ne hodnota
9 zakédovana binarné pomoci ¢tyt bitt. I vysledek vypoctu hodnoty funkce f(|x|) o¢ekdvame
zapsany undrné, tj. ocekdvame na vystupu pfimo fetézec délky f(|x|), tedy oznaceny prostor
f(Ix]), protoze potom p¥imo vidime, kolik bunék je potteba alokovat pro zapis konfigurace.
Kdyby byl vystup zakédovany bindrné, byla by alokace komplikovanéjsi. Je-li vSak vstup i
vystup zapsan unarné, odpovida to pfirozené zptisobu pouZziti.

Definice 6.2.5 Funkce je f vycislitelnd v prostomE O(f(n)), pokud k ni existuje Turingtv stroj
My, ktery pracuje v prostoru O(f(n)) a pfi vypoc¢tu nad vstupem x = 1" je po ukonceni jeho
¢innosti na vystupu zapsan fetézec y = 1/,

Ne kazda funkce f je vy¢islitelna v prostoru O(f(n)), nicméné pro bézné funkce to plati.

Dosud jsme predpokladali, ze do prostorové slozitosti se pocita i vstup, tedy f(n) > n.
Chceme-li se zabyvat prostorem mensim nez linedrnim, musime na$ model Turingova stroje
upravit tak, aby umoZnil velikost vstupu do pouzitého prostoru nepocitat. V tom ptipadé
obvykle uvazujeme tfi pasky - vstupni, pracovni a vystupni. Ze vstupni je moZzno jen &ist,
ale nelze na ni zapisovat. Na pracovni pasce je moZzné ¢ist i zapisovat. Na vystupni pasku
lze pouze zapisovat a hlava se mtiZe pohybovat jen jednim smérem, tj. po zapsani symbolu
se pohne doprava a nemtZze se vratit k tomu, co uz zapsala. Do prostorové sloZitosti se pak
pocita jen obsah pracovni péasky. PouZijeme-li tento model, mtZeme tvrzeni zobecnit pro
vSechny funkce f(n) > log, n. Toto omezeni je nutné proto, Ze v ramci konfigurace kédujeme
polohu hlavy v ramci vstupu, k éemuz pottebujeme log, n biti. Na druhou stranu plati, ze i
funkce O(log, n) je vy¢islitelnd v prostoru O(log, n).

Nyni si tedy mizeme zformulovat obecnou Savi¢ovu vétu:

Véta 6.2.6 (Savi¢ova - obecné znéni) Necht f : IN — IN je funkce vycislitelnd v prostoru O(f(n)),

3Poznamenejme, Ze obvykle se uvazuje ponékud striktnéjsi pojem prostorové konstruovatelnosti, ktery vy-
zaduje aby existoval TS M, ktery pii vypoctu nad fetézcem x = 1" vyuZije pfesné f(n) bunék. V p¥ipadé Turin-
govych stroji vsak mezi prostorovou konstruovatelnosti a vy¢islitelnosti v prostoru O(f(n)) neni rozdil a nés
multiplikativni konstanty p¥ilis nezajimaji.
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pro kterou plati, Ze f(n) > log, n pro vSechna n € IN. Potom plati, Ze
NSPACE(f(n)) € DSPACE(f(n)?).

To, co ndm umoznuje ukazat tuto vétu, je samoziejmeé fakt, Ze prostor je mozné pouzivat
opakované. Jednotlivé vétve rekurzivnich voldni funkce DosaZitelnd tedy pouZivaji tyZ pro-
stor. V pripadé casu je situace velmi odlisnd, protoZe jednou vyuZzity ¢as ndm nikdo nevrati.
I proto je otazka, zda P = NP mnohem komplikovangjsi a nejenze dosud nikdo nebyl scho-
pen najit na ni odpovéd, ale pfevladad nazor, Ze P # NP, a tedy Ze zminény rozdil mezi ¢asem
a prostorem je opravdu zdsadni.

6.3 Cviceni

1. Odhadnéte ¢asové néroky funkce Dosazitelnd z diikazu Savicovy véty . Pracuje
v polynomialnim ¢ase vzhledem k velikosti grafu Gy?

2. Ukazte, ze plati DSPACE(log, n) C P.
Nipovéda: Kolik riiznych konfiguraci miiZe mit TS pracujici v prostoru O(log, n)?

3. Necht L € NSPACE(n) je libovolny jazyk, ukazte, Ze existuje konstanta c;, (zavisla na
konkrétnim jazyku L), pro kterou plati, ze L € DTIME(2°"). Lze toto tvrzeni zobecnit i
pro jiné funkce f, nez f(n) = n? (UvaZte funkce f vyd¢islitelné v prostoru O(f(n)).)
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Kapitola 7

Polynomialni pfevoditelnost a tplnost

7.1 Polynomidlni pfevoditelnost a existence NP-tiplného pro-
blému

S principem prevoditelnosti stejné jako s tiplnostijsme se setkali uz v ptipadé 1-pfevoditelnosti
a m-prevoditelnosti. Tehdy nds zajimala pfevoditelnost, kterd zachovavala algoritmickou fe-
Sitelnost a k tomu nam stacilo, Ze pfevadéjici funkce byla obecné rekurzivni. Nyni chceme,

aby prevadéjici funkce zachovédvala polynomidlni feSitelnost, a proto je pfirozené pozadovat
od ni samé, aby byla spocitatelnd v polynomialnim case.

Definice 7.1.1 Rekneme, Ze jazyk A je polynomidlné pievoditelny na jazyk B, coZ zapiSeme po-
moci A <! B, pokud existuje funkce f : {0, 1}* - {0, 1}*, kter4 je spocitatelna v polynomidlnim
Case (tj. relace {(x, f(x)) | x € A} € PF) a pro kterou plati, ze

xe€A & f(x)€B.

V literatufe se kromé znaceni A <!, B téZ objevuje znaceni A o B, ndmi zvolené znadeni
vSak 1épe naznacuje, Ze polynomidlni pfevoditelnost je m-pfevoditelnost s pfidanym poZza-
davkem spoditatelnosti prevadéjici funkce v polynomialnim ¢ase. Pokud je A <!, B, znamen4
to, Ze rozhodnuti, zda y € B, je alespon tak t€Zké, jako rozhodnuti, zda x € A, nebereme-li
v tivahu polynomidlni zpomaleni zptisobené vypoctem prevadéjici funkce f. Polynomidlni
prevoditelnost ma fadu vlastnosti spole¢nych s m-prevoditelnosti.

Lemma 7.1.2 (Vlastnosti polynomiélni pfevoditelnosti)
1. Relace <}, je reflexivni a tranzitioni.
2. Necht A a B jsou jazyky, pro néz plati A <!, B. Pokud je B € P, pak i A € P.
3. Necht A a B jsou jazyky, pro néz plati A <, B. Pokud je B € NP, pak i A € NP.
Dtkaz :
1. Reflexivita plyne z toho, Ze identita je funkce spocitatelnd v polynomidlnim case. Tran-
zitivita plyne z toho, Ze sloZenim dvou polynomti vznikne opét polynom, pfesnéji, je-li

f funkce prevadéjici jazyk A najazyk B, tedy A <!, B s pouzitim f, a ¢ je funkce pteva-
dé&jici jazyk B na jazyk C, tedy B <}, C s pouzitim g, pak g o f pfevadi A na C, jsou-li f

PR

i ¢ spotitatelné v polynomidlnim &ase, lze totéz ficii o g o f, tedy A </, C s pouzitim

gof.

85



2. Je-li B € P, pak existuje Turingtiv stroj M, ktery pfijima B v polynomidlnim case. Je-li
f funkce, kterd pfevadi A na B, a je-li f spocitatelnd v polynomidlnim case, pak TS M’,
ktery pro vstup x spocita f(x) a poté pusti M k rozhodnuti, zda f(x) € B, pfijima A
v polynomialnim case.

3. Plati z téhoz ditvodu jako pfedchozi bod, protoze tytéZz argumenty lze pouzit i pro
nedeterministicky TS.

Pozndmka 7.1.3 V pozndmce jsme navic k 1-pfevoditelnosti a m-prevoditelnosti neformailné
zavedli turingovskou prevoditelnost. I tu miiZeme omezit polynomidlnim casem a takovému prevodu
se Fikd Cookilv ¢i cookovsky, zatimco relaci <!, se Fiki Karpiio ¢i karpovsky pfevod. Pesnéji tedy fek-
neme, Ze problém A je cookovsky pevoditelny na problém B, coZ oznacime pomoci A <!. B, pokud
existuje algoritmus, ktery rozhoduje problém A, p¥iCemZ miiZe poklidat dotazy Cerné skfitice, Ci ord-
kulu, kterd umi 7esit problém B, a tento algoritmus pracuje v polynomidlnim Case, pocitime-li dobu
zodpovézeni dotazil Cernou skfitikou (ordkulem) jako konstantni. Toto tedy odpovida ndsledujici in-
tuici: ,, Pokud existuje polynomidlni algoritmus rozhodujici problém B, pak existuje i polynomidlni
algoritmus rozhodujici problém A.” Podobné jako v pFipadé m-prevoditelnosti a turingovské prevodi-
telnosti i zde plati, Ze je-li A <}, B, plati také A <" B, ale opacnd implikace platit nemusi. Trividlnim
prikladem je opét mnoZina K, tedy diagondla problému zastavent, nebot zfejmé plati, Ze K <l K, ale
jisté neplati K <, K, protoZe to by muselo platit i K <,, K, vime p¥itom, Ze to neni mozné, protoze K
neni rekurzioné spocetnd mnoZina. AZ se dostaneme ke tiidé co-NP, vsimneme si, Ze pokud se co-NP
nerovnd NP, pak maji tuto vlastnost vsechny NP-1iplné iilohy.

problémy, pfi¢emzZ nas nejvice zajimaji problémy z t¥idy NP.

Definice 7.1.4 Jazyk A je NP-t¢Zkij, pokud pro kazdy jazyk B € NP plati, ze B <!, A. Ojazyku
A fekneme, Ze je NP-1iplnyj, pokud je NP-téZky a navic patii do tfidy NP.

Pojem tplnosti mtizeme definovat pro libovolnou tfidu, nejen pro tfidu NP, v literatufe
se mnoho prostoru vénuje napiiklad PSPACE-tplnym problémtm. Jen v pfipadé tfidy P
bychom zjistili, Ze vzhledem k polynomialni pfevoditelnosti by byly P-tiplné vSechny netri-
vialni problémy v P. Za trividlni povaZujeme problém bez pozitivnich instanci, ktery odpo-
vida prazdnému jazyku, a problém bez negativnich instanci, ktery odpovida jazyku vSech
fetézch. VSechny netrividlni problémy v P jsou na sebe totiZz vzdjemné polynomialné pfevo-
ditelné. Kdybychom tedy chtéli studovat strukturu tfidy P a zabyvat se P-tiplnosti, nezbylo
by ndm, nez dale omezit polynomialni pfevod. Obvykle se P-tiplnost definuje za pomoci
prevodu s logaritmickym meziprostorem.

Pokud by se ukazalo, Ze néjaky NP-tuplny problém patii do P, platilo by P = NP. ProtoZe
se domnivdme, Ze tato rovnost neplati, pfedpokladdme také, Ze je-li problém NP-tplny, pak
nejspis nepatii do P a zjistime-li tedy o n€jakém problému, Ze je NP-tiplny, jsou naSe Sance
na nalezeni polynomidlniho algoritmu feSici tento problém velmi malé, pfinejmensim se to
dosud nikomu nepodaftilo. Na druhou stranu se da ukézat, Ze je-li P ¢ NP, pak existuji i
jazyky, které sice nejsou NP-tipIné, ale patii do NP \ P, a skutecné existuji i praktické pro-
blémy, u kterych byly zatim veSkeré snahy o nalezeni polynomialniho algoritmu marné, ale
na druhou stranu nejsme zatim schopni dokézat ¢i vyvratit jejich NP-ﬁplnostﬂ.

Chceme-li o néjakém problému A ukézat, Ze je NP-tplny, miiZeme samoziejmé postupo-
vat podle definice a popsat, jak libovolny problém z NP polynomidlné pfevést na A. Takovy

!Jde napt. o rozhodnuti, zda je dana formule ¢ v konjunktivng norm4lni formé ekvivalentni dané formuli
Y v disjunktivné normalni formé.
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diikaz je sice ponékud obtizny, diky tranzitivité ndm vSak staci jej provést jen pro jeden pro-
blém, nebot mame-li uz néjaky NP-tplny problém, mtizeme ddle vyuZit tranzitivity polyno-
midlni pfevoditelnosti a nasledujicho lemmatu.

Lemma 7.1.5 Necht A a B jsou jazyky pat¥ici do t¥idy NP. Plati-li A <! B a je-li A NP-iiplny, pak
i B je NP-1iplny.

Dtikaz : Tvrzeni plyne piimo z tranzitivity relace <!, zaru¢ené lemmatem 7.1.2 a definice
NP-tplného problému. m

Jak jsme jiz zminili, abychom mohli tohoto postupu vyuZit, musime nejprve dokézat téz-
kost néjakého problému p¥imo podle definice. V pfipadé 1-tplnosti ¢i m-tplnosti byl nejpfi-
rozené&jSim tplnym problémem univerzalni jazyk L, a problém zastaveni Ly 7, v piipadé
ttidy NP a polynomialni pfevoditelnosti miizeme podobné uvazit analogii univerzalniho ja-
zyka s omezenym casem.

ExistencE certiFIKATU (CERT)

Instance : Retézec w kédujici DTS M, fetézec x a fetézec 1' pro né&jaké
t € IN.

Otazka : Existuje fetézec y s |y| < t, pro ktery plati, ze M(x, y) pfijme v ¢
krocich?

Vsimnéme si, Ze t je v instanci problému CERT zakédovano undrné, to proto, ze kdy-
bychom pouZili bindrni kédovani, pak cas, ktery dovolime stroji M by byl exponencidlni ve
velikosti vstupu t, protoZe pfi binarnim kédovéni by byl kéd t dlouhy jen log, t. My vsak
chceme omezovat pocet krokti stroje M pomoci ¢, a proto jeho hodnotu pfeddvame zakédo-
vanou unarné.

Véta 7.1.6 Problém CERT je NP-iiplny.

Dikaz: Nejprve ukdzeme, Ze problém CERT patii do ttidy NP. Necht U oznacuje univer-
zalni Turingtiv stroj, ktery na vstup dostane w, x, y, 1* a simuluje nad x a y praci stroje M
zakédovaného ve w. Pokud M pfijme v t krocich, U ptijme, v opacném piipadé U odmitne.
Z toho, jak jsme si popisovali univerzalni Turingtiv stroj, 1ze ukazat, Ze tento stroj nestravi pti
préci nad vstupem o mnoho vic ¢asu, nez M, mél by mu stacit ¢as O(t? + |w|t), kazdopadné
U pracuje v polynomidlnim ¢ase vzhledem k velikosti vstupu. Nyni (w, x, 1') € CERT, pravé
kdyz existuje y, pro néz plati, ze |y| < t a U(w, x, y, 1') pfijme. Podle definice je tedy problém
CERT € NP.

Zbyva ukazat, ze CERT je NP-tiplny. Necht A je libovolny jazyk z tfidy NP. To znamens,
Ze existuje jazyk B € P a polynom p(n), pro které plati, Ze x € A pravé kdyz existuje y,
lyl < p(Ix]) takové, Ze (x, y) € B. Pfedpokladejme, Ze jazyk B je ptijiman TS M, jehoZ Cas je téz
omezen polynomem p(1n), jako p prosté zvolime takovy polynom, ktery omezuje jak délku y,
tak délku vypoctu M. Necht w je fetézec kédujici TS M. Definujme funkci f(x) = (w, x, 17(*)).
Tuto funkci jisté zvladneme spocitat v polynomidlnim case, délka kédu w je konstantni a ne-
zavisla na délce fetézce x, a zndme-li hodnotu polynomu p(|x|), mtizeme vygenerovat fetézec
17(M v ¢ase p(|x|). Zbyva ukézat, ze x € A, pravé kdyZ f(x) € CERT.

Predpoklddejme nejprve, Ze x € A, podle definice to znamena, Ze existuje y, jehoz délka je
omezena pomoci p(|x|), pro které plati, Ze (x, y) € B, tedy ze M(x, y) pfijme. M(x, y) se zastavi
v Case t = p(|x]), protoze polynom p omezuje i délku vypoc¢tu M nad x a y. Podle definice
problému CERT tedy (w, x, 1F{™)) € CERT.
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Nyni ptedpokladejme, Ze f(x) = (w,x, 1P"™)) € CERT, podle definice problému CERT to
znamena, ze existuje y, |y| < p(|lx|), pro néz M(x, y) ptijme v p(|x|) krocich, tedy (x,y) € B,
potaZmox€A. m

Problém CERT ve skutecnosti nenfi nic jiného, nez pfeformulovani definice problému ze
ttidy NP, podobné jako v sobé univerzalni jazyk kédoval vSechny rekurzivné spocetné ja-
zyky, CERT v sobé& kéduje vSechny jazyky z tiidy NP, pokud se omezime na hodnoty ¢, které
jsou polynomidlni v délce |x|. Diky vété tedy vime, Ze existuje n€jaky NP-taplny pro-
blém, coZ je sice zajimavé, ale problém CERT je velmi umély a navic ukazovat NP-téZkost
néjakého problému pfevodem z CERT je asi stejné obtizné, jako bychom to ukazovali pfimo
z definice. Zaméfime se proto na nalezeni néjakého praktického problému, o kterém bychom
mohli ukazat, zZe je NP-tplny.

Véteé, kterd ukazuje NP-tiplnost praktického problému pfimo z definice ttidy NP, se fika
Cookova-Levinova podle dvou védct, ktefi nezédvisle na sobé polozili zdklad teorie NP-
uplnosti, Stephen A. Cook v [2] a Leonid A. Levin v [6]. Cook vSak ve skute¢nosti pouZzival
Cookovu prevoditelnost (viz poznamka /.1.3), pojem polynomialni pfevoditelnosti, ktery po-
uzivdme my, pochdzi od Richarda M. Karpa z [5]. Jako prvni prakticky NP-tplny problém
se obvykle uvaZuje splnitelnost formule v konjunktivné normalni formé. U nds se v8ak jako
vychozi problém vzilo Kachlikovani, proto i my jim za¢neme.

KacHrikovAnT (KACHL, aAnGLIcKY TILING)

Instance : MnoZzina barev B, pfirozené ¢islo s, ¢tvercova sit S velikosti
s X s, hrany jejichZ krajnich polic¢ek jsou obarveny barvami z B.
Dale je soucasti instance mnozina K € B X B X B X B s typy
kachlikt, které odpovidaji ¢tverci, jehoz hrany jsou obarveny
barvami z B. Tyto kachliky maji pfesné definovany horni, dolni,
levy i pravy okraj a neni mozné je otacet.

Otazka : Existuje pfipustné vykachlikovani ¢tvercové sité S kachliky,
jejichZ typy jsou v mnoziné K? Pfipustné vykachlikovani je
takové prifazeni typti kachliki jednotlivym polim ¢tvercové
sité S, v némz kachliky, které spolu sousedi maji touz barvu
na vzajemné dotykajicich se hrandch a kachliky, které se do-
tykaji strany S, maji shodnou barvu s okrajem. Jednotlivé typy
kachlikt 1ze pouzit vickrat.

Ackoli obvykle se pod Cookovou-Levinovou vétou rozumi diikaz NP-tiplnosti splnitel-
nosti, ztistaneme u tohoto nazvu i v pfipadé Kachlikovani. Hned nasledujici problém, je-
hoz NP-tplnost si ukdzeme, bude jiZ splnitelnost logické formule v konjunktivné normalni
formé, a mtizeme to tedy brati tak, Ze teprve potom budeme mit ukazanou ptivodni Cookovu-
Levinovu vétu.

Véta 7.1.7 (Cookova-Levinova) KACHL je NP-iiplny problém.

Diikaz : Vsimnéme si nejprve, ze KACHL € NP. To plyne z toho, Ze dostaneme-li vykach-
likovani sité S, tedy pfifazeni typti kachlikii jednotlivym policktim, dokdzeme ovéfit v poly-
nomidlnim case, jde-li o ptipustné vykachlikovéani. Ve skute¢nosti tiloha nalezeni spravného
vykachlikovéani je polynomialné ovéfitelnd a patfi tedy do NPF, proto jeji rozhodovaci verze
patii do NP.

Necht A C {0,1}" je libovolny problém, ktery patii do NP, ukdZeme, ze A < KACHL.
Podle definice NP-tipIného problému to bude znamenat, ze KACHL je NP-tézky, a protoze
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patii do NP, tak i NP-aplny problém. To, Ze A € NP, podle lemmatu znamend, ze
existuje NTS M, ktery pfijima A (tj. A = L(M)), a pocet krokt kazdého pfijimajictho vypo-
¢tu je omezen polynomem p(n), bez Gjmy na obecnosti mtizeme pfedpokladat, ze p(n) > n,
v opacném piipadé by M neptecetl ani cely sviij vstup a pokud by platilo, ze p(n) < n, staci
vzitmax{p(n), n} misto p(n). Pfipomerime si, Ze podle definice x € A, pravé kdyz existuje pfiji-
majici vypocet NTS M nad vstupem x, ktery ma délku nejvys p(|x|). Necht M = (Q, 3, 6, q0, F),
kde Q obsahuje stavy g¢ a q; a {0, 1, A} € 2. Abychom si zjednodusili situaci, budeme pted-
pokladat, ze M spliuje nésledujici predpoklady:

1. F = {q:}, fj. M mad jediny pfijimajici stav g; rizny od gj.
2. Prokazdé a € ¥je 6(q1,a) = 0, tj. z pFijimajictho stavu neexistuje definovany pfechod.

3. Pocatecni konfigurace vypada tak, Ze hlava stoji na nejlevéjsim symbolu vstupniho
slova x, které je zapsano pocinaje od levého okraje vymezeného prostoru délky p(|x|).
Zbytek pasky je prazdny.

4. Béhem vypoctu se hlava M nepohne nalevo od mista, kde byla v po¢ate¢ni konfiguraci,
tj. mimo vymezeny prostor.

5. Pfijimajici konfigurace je dana jednoznacné a vypada tak, Ze paska je prdzdna a hlava
stoji na nejlevéjsi pozici vymezeného prostoru. To odpovidd tomu, Ze nez se M roz-
hodne pfijmout, smaZe nejprve obsah pasky a pfesune hlavu k levému okraji vymeze-

ného prostoru.

Neni tézké ukazat, Ze ke kazdému NTS M, 1ze zkonstruovat NTS M, ktery pfijima tyz jazyk
jako M, ,déla totéz” a splituje uvedené podminkyﬂ. Vétsinu zminénych predpokladii jsme
jiz dfive pouzili, naptiklad pfi konstrukci univerzalniho TS. Bez Gijmy na obecnosti tedy mu-
Zeme pfedpokladat, ze M spliiuje uvedené podminky.

Necht x je instance problému A, popiSeme, jak z M, polynomu p a instance x vytvofit
instanci Kachlikovani, pro kterou bude platit, Ze v ni existuje pfipustné vykachlikovani, prave
kdyz existuje ptijimajici vypocet M(x), tj. M(x) pFijme.

Idea diikazu je takové, Ze hrany barev mezi dvéma fadky kachlikd budou kédovat konfi-
gurace vypoc¢tu NTS M nad vstupem x. Vhodnym vybérem kachlikti zabezpec¢ime, ze v pii-
pustném vykachlikovani bude fada kachlikti simulovat zménu konfigurace na nasledujici
pomoci pfechodové funkce. Horni a dolni okraje sité S obarvime tak, aby barvy urcovaly po-
¢atecni a pfijimajici konfiguraci, obé jsou dané jednoznacné€, pfijimajici zcela jednoznacné,
pocatedni je sice zavisla na x, ale pro dané x je jiz jednoznac¢na. Konstrukce je ilustrovand na
obrazku [/.1. Barvy kachlikii tedy budou odpovidat symboltim, které potfebujeme pro zaké-
dovéni konfigurace, ale budeme potfebovat i pomocné barvy pro pienos informace o stavu
o kachlik vlevo nebo vpravo. PoloZime tedy

B=XYUQxXU{q,qr g€ Q)

Vyznam téchto barev se ozfejmi pii konstrukci jednotlivych typt kachlikti. Zatimco vstupni
abecedou stroje M je jen {0, 1, A}, nebot x musi byt bindrni fetézec, pracovni abecedu stroje M
nijak neomezujeme, a proto zde pouzivame obecnou abecedu ¥, pficemz predpokldadame,
ze A € .V dalS$im textu budeme oznacovat polic¢ko sité S na i-tém fadku a v j-tém sloupci
pomoci S[i, j], kde i,j € {1,...,s}. Jak jsme zminili, cilem je, aby fada barev mezi dvéma fa-
dami kachlikti odpovidala konfiguraci. Barva (g,4) v této konfiguraci bude kédovat policko

2Ve skute¢nosti by se hodilo mit vstup od 2. poli¢ka, aby mohl TS M snadno poznat zacatek vstupu dle
prazdného 1. policka, ale mtizeme také pfedpokladat, Ze si TS M 1. znak oznaci v prvni instrukci. KaZzdopadné
jde o technicky detail, kterym se nemusime pf¥ili$ zabyvat.
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Obrazek 7.1: Prehled pfevodu obecného problému A € NP na problém KACHL. Horni
hrana ¢tvercové sité je obarvena pocatecni konfiguraci, spodni hrana pfijimajici konfiguraci,
boky jsou obarveny symbolem A. Pro ukédzku je zde fadek kachlik(i s provedenim instrukce
(q,b,R) € 6(q,a), dva kachliky slouzi k provedeni instrukce, na ostatnich mistech je jen kopi-
rovaci kachlik pro okopirovéni barev na dalsi fddek. Po ukonceni vypoctu je dokopirovana
prijimajici konfigurace az ke spodni hrané ¢tvercové site.
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na pdsce, nad kterym se vyskytuje hlava, pfi¢emZz g oznacuje stav, ve kterém se M nachazi,
ostatni policka konfigurace budou obarvena barvou odpovidajici symbolu na daném misté.

Velikost jedné strany ¢tvercové sité polozime s = p(|x]), vSimnéme si, Ze p(|x|) omezuje
nejen pocet konfiguraci v pfijimajicim vypoctu, ale i pocet bunék, které stihne M pfi vypoctu
nad x popsat, tedy i délku slova na pésce v konfiguraci.

Popisme nyni, jakymi barvami budou obarveny okraje ¢tvercové sité S. Bo¢ni strany bu-
dou obarveny barvou A, horni strana bude obarvena poc¢ate¢ni konfiguraci a dolni strana kon-
tiguraci pfijimajici. Pfesnéji, necht x = x ...x,, kdex; € {0,1} proi = 1,...,n. Pak horni hrana
nejlevéjsi horni buriky S[1, 1] bude obarvena barvou (g, x1), pfi¢emz je-li vstup x prazdny,
t. n = |x| = 0, pak je obarvena barvou (go, A). Horni strany poli¢ek S[1,2],...,5[1,#] jsou
obarveny popofadé symboly xs, ..., x,. Horni hrany zbylych poli¢ek prvniho fadku S[1,n +
1],...,5[1,s] budou obarveny barvou A, odpovidajici prazdnému poli¢ku. Levé hrany poli¢ek
v prvnim sloupci budou obarveny barvou A, stejné jako pravé hrany policek v s-tém sloupci.
Spodni hrana sité S bude obarvena jednoznaénou pfijimajici konfiguraci, tedy spodni hrana
levého dolniho policka S[s, 1] bude mitbarvu (g;, A), dalsi policka dolntho tadku S[s, 2], . . ., S|s, 5]
budou mit spodni hrany obarveny barvou A.

Do typti kachlikti zakédujeme prechodovou funkci Turingova stroje M, ¢imZ dosahneme
toho, ze spravné vykachlikovani fadkt 2 aZ s bude odpovidat vypoctu M nad x. Navic pii-
ddme moznost kopirovani pfijimajici konfigurace tak, abychom osettili i pfipad, kdy vypocet
M nad x skon¢i po méné nez p(|x|) krocich.

Pro kazdy symbol a € ¥ nejprve pfidame typ kachliku:

@

a

Tento kachlik bude odpovidat tém mistim konfigurace, ktera pfechodova funkce nemeént,
protoZe se nad nimi nevyskytuje hlava v pfedchozi ani v nésledujici konfiguraci.

Pro kazdy stav g € Q a kazdy znak a € ¥ nyni popiSeme kachliky, které je nutno pridat,
abychom zabezpecili provedeni moznych pfechodtt danych funkci 6(g,a). Pfipomenme, ze
misto na pasce, kde je hlava, ozna¢ujeme dvojici (g, a), kde g je stav, v némz se M nachaziaaje
¢teny symbol. Volbou kachliki musime zabezpecit jednak spravné provedeni instrukce, jed-
nak to, aby ve spravném vykachlikovani byla v kazdé konfiguraci pravé jedna dvojice (g,4),
musime si tedy dat pozor, aby se kachliky odpovidajici jednotlivym instrukcim nepomichaly
mezi sebou.

Pokud 6(gq,a) = 0, nepfiddme pfirozené nic.

Pro kazdy stav ¢’ € Q a znak a’ € X, pro které plati, ze (¢’,a’,N) € 6(q,a), tj. z (q,a) 1ze
prejit do stavu g’ s pfepsdnim symbolu a na 4’ a s tim, Ze hlava zlistane na misté, pridame
kachlik:

(IT)

(q,4)
A A
(q,a")

To odpovida tomu, Ze pokud nevykondvame zadny pohyb, pouze zménime stav a pfepiSeme
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symbol.

Pro kazdy stav ¢ € Q a znak a’ € %, pro které plati, Ze (q,a’,R) € 0(q,a), tj. z (q,a) lze
prejit do stavu g’ s pfepsdnim symbolu a na a’ a s tim, Ze se hlava pohne vpravo, pfidame pro
kazdé b € X kachliky:

(I10) (IV)

A qx qx A
a (q',b)

To odpovidéa tomu, Ze pfi pohybu doprava pfesuneme hlavu o jednu bunku vpravo, stav si
zapamatujeme v bo¢ni hrané. Pro pfeneseni stavu pfitom vyuzijeme barvu g} s indexem R,
zapamatujeme si tedy i smér pohybu, a to proto, aby se ndm nepomichaly dvojice kachliki
pro pohyb doleva a pohyb doprava.

Podobné pro kazdy stav g € Q a znak a’ € ¥, pro které plati, ze (¢’,a’,L) € 0(q,a), .
z (g,a) lze ptejit do stavu g’ s pfepsanim symbolu a na a’ a s tim, Ze se hlava pohne vlevo,
pridame pro kazdé b € X kachliky:

V) (VD)

A . qr A
(q',b) a

Tim, Ze nyni pouzivame verzi q; stavu q’, nepomichaji se nam piechody doprava a doleva
mezi sebou.

Vypocet stroje M nemusi skoncit pfesné€ po s = p(n) krocich a mohlo by se tedy stat,
Ze bychom s dosud uvedenymi typy kachliki nemohli dokachlikovat zbylé fady ¢tvercové
sité S po ukonceni vypoctu. Za tim ticelem pridame kachlik umoZnujici spolu s (I) proa = A
okopirovani pfijimajici konfigurace. V této konfiguraci je paska prdzdnd a i ¢tenym symbolem
je prazdny znak A, sta¢i ndm tedy pfidat nasledujici kopirovaci kachlik:

(VII)

(g1, 1)

(g1, 1)

Protoze z pfijimajiciho stavu g, nevede v M zadny pfechod, v okamZiku, kdy za¢neme tento
stav kopirovat timto typem kachliku, musime s tim vytrvat aZ do posledniho fadku.
Funkce f, kterd bude pfevadét instanci problému A na instanci problému KACHL pro-
vede pravé popsanou konstrukci, tj. z popisu M a instance x vytvoii instanci (B, K; s, S), kde
mnoZina K obsahuje popsané typy kachlik(i a pod S minime obarveni okrajt sité. Tuto kon-
strukci je zfejmé mozné provést v polynomidlnim case. VSimnéme si, Ze velikost reprezen-
tace M je nezavisla na velikosti instance A a jde tedy o konstantu, jediné co je v konstrukci
zavislé na velikosti vstupu je tedy rozmeér sité s = p(|x|) a obarveni horniho okraje S pocate¢ni
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konfiguraci.

Zbyva ukazat, ze x € A, pravé kdyz ma takto zkonstruovand instance KACHL pfipustné
vykachlikovéni.

Pfedpoklddejme nejprve, Ze x € A, to znamena podle definice, Ze existuje pfijimajici vypo-
¢et M(x) dany posloupnosti konfiguraci K§ = K, ..., K; = Kr, kde K} je po¢ate¢ni konfigurace
M pfi vypoctu nad x a Kr je jednozna¢né dand pfijimajici konfigurace. Podle predpokladu
plati, ze t < p(|x|) a délka slova na pésce v kazdé konfiguraci je rovnéZz nejvys p(|x|). Popiseme,
jak s pomoci konfiguraci Ky, . .., K; obarvit sit S. Intuitivné je jasné, jak toto vykachlikovani
bude vypadat, mdme-li vykachlikovanychifad, kdei € {0, ...,t—1} s tim, Ze barvy na spodni
hrané fady i odpovidé konfiguraci K; (je-li i = 0, pak jde o barvy horniho okraje S, vime, Ze
ty odpovidaji K = Ky, zdkladni krok je tedy splnén), vykachlikujeme (i + 1)-ni fadu s od-
simulovanim pfislusné instrukce, ktera vedla k pfechodu z K; do K;; . Takto se dostaneme
k K; = Kr a poté dokopirujeme Kr az na posledni fddek ¢tvercové sité S. Inspekci jednotli-
vych kachlikdi bychom ovéfili, Ze instrukci 1ze vZdy odsimulovat, vétSina kachlikt by byla
typu (I), tedy kopirovacich na mistech beze zmény, v misté provedeni instrukce bychom po-
uzili odpovidajici kachlik (II), dvojici (IIT) a (IV), nebo dvojici (V) a (VI). Horni barva kachliku
(III) nebo (V) je dana tim, co se v K; na pfislusném misté nachéazi za znak. Kopirovani Kr do
konce (je-li tieba), pak zabezpeci kachlik (VII) ve spolupréci s (I) pro a = A. Detailni rozbor
pfipadi ponechdme na ¢tenéfi.

Nyni pfedpoklddejme, Ze existuje pfipustné vykachlikovani ¢tvercové sité S. Potfebu-
jeme ukdazat, Ze fadky barev mezi jednotlivymi fadky kachliki urcuji posloupnost konfi-
guraci v pfijimajicim vypoctu M nad x. Postupujme opét indukci podle i = 0,...,s, necht
bii,...,bis € Bje posloupnost barev mezi i-tym a (i + 1) nim fddkem vykachlikovéni ¢tver-
cové sité S, pfiemz je-li i = 0, oznacuji barvy b;s, ..., b;s horni barvy S aje-li i = s, oznacujt
tyto barvy spodni barvy S. Musime ukéazat tyto dvé vlastnosti pro kazdéi =0, ...,s:

1. V posloupnosti b; 1, ..., b;s je pravé jedna barva typu (g,4) € Q X ¥, ostatni jsou typu
a € ¥, tj. posloupnost bjs, .. ., b;s ur¢uje konfiguraci K.

2. Pro takto urcené konfigurace plati, Ze K; 1ze z K;_; vytvofit pfechodem pomoci pfecho-
dové funkce 6 proi > 0a Ky = K§.

Obé vlastnosti jsou jisté spInéné pro i = 0. Pfedpokladejme nyni, Ze jsou splnény pro i €
{0,...,s} a ukazme, Ze plati pro i + 1. Ve skutecnosti obé vlastnosti opét jednoduse plynou
z toho, jaké kachliky médme k dispozici. Podle indukéniho pfedpokladu se na fadku barev
bi1,...,bis vyskytuje prave jedna pozice, feknéme k, pro kterou plati, ze b;x = (q,a) pro né-
jaky stav g € Q a znak a € X. To znamend, ze v (i + 1)-nim fadku kachlikti je pravé jeden
kachlik s horni barvou (g,4), a to na pozici S[i + 1,k|, ostatni maji horni barvu typu c € X.
Rozborem p¥ipadtl ovéfime, Ze obé pozadované vlastnosti jsou splnéné i pro fddek barev
bit11,...,bit1s. Pfedné si vSimnéme, Ze kachliky ndm neumoziujf vytvofit barvu (g,a) z ni-
¢eho, ale musi jit o barvu tohoto typu pfevedenou z pfedchoziho fadku, kachliky se spodni
barvou (¢’, b), které nahofe nemaji barvu (g, a) (j. kachliky typu (IV) nebo (V)) totiz vyzaduji
aby nalevo nebo napravo od nich byl odpovidajici kachlik s barvou (g,a) nahofe a barvou
a’ dole (. kachliky typu (III) a (VI)). Tj. pokud se ma nékde barva (g,a) objevit, musela ve-
dle zmizet, diky tomu ziistane zachovand prvni vlastnost. Tento pfenos vsak vzdy odpovida
provedenti instrukce diky tomu, jak jsme kachliky definovali, i druhd vlastnost ztistane tedy
zachovand. Tim, Ze spodni hrana S je obarvena pfijimajici konfiguraci, je vynuceno, Ze po-
sledni fada barev kachlikd bude odpovidat pfijimajici konfiguraci, ta se mtize kopirovat na-
horu, ale v kazdém pfipadé musi platit, Ze posledni konfigurace v posloupnosti konfiguraci
odpovidajicim barvdm mezi fadami kachliki musi byt pfijimajici. Formalni rozbor p¥ipadt
ponechdme na ¢tenafi.
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Dostavame tedy, Ze posloupnost konfiguraci danych barvami na hranach mezi fadky
kachlika v ¢tvercové siti S odpovidaji pfijimajicimu vypocétu M nad vstupem x a jde dokonce
o vzajemnou korespondenci, a tedy mame-li pfipustné vykachlikovani, znamena to, Ze M(x)
pfijme. Z toho plyne, Ze x € A.

Timto jsme tedy dokontili pfevod libovolného problému A € NP na Kachlikovéni a pro-
toze Kachlikovani patfi do NP, znamena to, ze Kachlikovani je NP-tplny problém. m

Poznamenejme jesté, Ze pfi diikazu NP-tplnosti Kachlikovani bychom mohli pouzit i
piimo certifikatovou definici , dikaz by v3ak byl slozitéjsi, protoZe bychom museli po-

Z 2l

moci kachlikd zajistit ,hddani” vhodného certifikdtu misto toho, abychom to nechali na pfi-
slusném nedeterministickém Turingové stroji. V tomto p¥ipadé je tedy vhodné&jsi pouZzit mo-
del nedeterministického Turingova stroje, ackoli pro ditikaz toho, Ze néjaky problém (napft. i
Kachlikovani) patfi do NP se hodi spi$ certifikatova definice nez ekvivalentni definice
pomoci nedeterministickych Turingovych strojti na zédkladé lemmatu . Ve chvili, kdy
totiz chceme o néjakém problému ukdzat, Ze patti do ttidy NP, neza¢neme obvykle konstru-
ovat nedeterministicky Turingtv stroj, ale popiSeme, jak vypada snadno ovétitelny certifikat.
Casto je navic certifikat shodny s fe$enim tlohy, ktera p¥irozené odpovidd danému rozho-
dovacimu problému.

7.2 Dalsi NP-tipIné problémy

Nyni, kdyZ mame k dispozici prakticky NP-tiplny problém, m@Zeme jej pouZit k dtkazu
NP-téZkosti fady dalSich problémti. My si ukdaZeme nékolik zdkladnich problémti, jmeno-
vité ptjde o splnitelnost logické formule v KNF (SAT), splnitelnost logické formule sloZené
z klauzuli délky 3 (3SAT), vrcholové pokryti grafu (VP), hamiltonovskou kruZnici v grafu
(HK), trojrozmérné parovani (3DM) a loupezniky (LOUP), dtikazy téZzkosti vSech téchto pro-
blémti se objevilo jiz v Karpové ¢lanku [5]. Zminime i nékolik variant téchto problémfi, di-
kazy jejich téZkosti si ukdzeme v ramci cvideni. U¢elem této ¢asti a ukazky téchto prevodti je
szit se s konceptem pfevodu. Soucasné je nasim cilem sezndmit se s riiznorodymi pfevody a
problémy v nadéji, Ze znalost obojitho mtiZe pomoci ¢tenéfi k pfipadnému diikazu tézkosti
problému, jenZ se mtiZe objevit v praxi. Pokud narazime na problém, u né¢jz mame podezieni,
Ze by mohl byt NP-téZky, méla by nasSe cesta sméfovat k néjakému seznamu NP-tplnych
tloh, v némzZ bychom se méli snazit nalézt problém tomu nasemu podobny. V takovém pfi-
padé se ndm muiZe stat, Ze nalezneme p¥imo néjakou formu problému, ktery nds zajima. Jako
zdroj fady znamych NP-tplnych problémt muiZze slouzit seznam v [4].

7.2.1 Splnitelnost formuli v KNF

NezZ si fekneme, v ¢em spocivd problém splnitelnosti, zadefinujeme si pojem konjunktivné
normdlni formy.

Definice 7.2.1 Literdl je bud proménna nebo jeji negace, proménnou x nazveme pozitivnim
literdlem a jeji negaci x nazveme negativnim literdlem. Klauzule je disjunkci literalt, kterd ne-
obsahuje dva literdly s touz proménnou, napiiklad (x V y V z). Formule ¢ je v konjunktioné
normdlni formé (KNF), pokud je konjunkci klauzuli, napfiklad (x VyVz) A (xVy)A(yVz) AX.

Je-li ¢ formuli na n proménnych a t € {0, 1}*, pak pomoci ¢(t) ozna¢ime hodnotu, na kte-
rou se ¢ vyhodnoti, pfifadime-li proménnym hodnoty dané vektorem t. Hodnota 0 oznacuje
lez, ¢&i false, zatimco hodnota 1 oznacuje pravdu, ¢i true.

94



SpLNITELNOST FORMULE Vv KNF (SAT)

Instance : Formule ¢ na n proménnych v konjunktivné normdlni forme.

Otazka : Existuje ohodnoceni proménnych t € {0,1}", pro které plati
@(t) = 1? Jinymi slovy, existuje ohodnoceni, pro které je ¢
splnénd?

Nyni mtiZeme pfistoupit k diikazu toho, Ze problém splnitelnosti je NP-tiplny.
Véta 7.2.2 Problém SAT je NP-tiplny.

Dikaz: To, ze SAT patti do NP, plyne z toho, Ze pokud dostaneme vektor ¢ € {0, 1}, ma-
Zeme spocitat hodnotu ¢(t) v polynomidlnim ¢ase. Certifikdtem kladné odpovédi je tedy
spliiujici ohodnoceni. Toto ohodnoceni je ve skutec¢nosti feSenim tlohy splnitelnosti, v niz
chceme splnujici ohodnoceni nalézt a ne jen zjistit, zda existuje, tato tloha tedy patfi do
NPF.

NP-téZkost splnitelnosti ukaZeme pfevodem z problému Kachlikovani. UvaZzme instanci
Kachlikovani danou mnozinou barev B, pfirozenym ¢islem s, ¢tvercovou siti S velikosti s X s,
jejiz okraje jsou obarveny barvami z B, a mnozinou typti kachliki K = {T, ..., Tjx}. PopiSeme,
jak zkonstruovat formuli ¢ v KNF, kterd bude splnitelnd praveé tehdy, kdyZ tato instance ma
pfipustné vykachlikovéni.

Formule ¢ bude vyuzivat s? - |K| proménnych Xijjkproi = 1,...,5,j =1,...,5ak =
1,...,|K]. Konstrukci formule ¢ zajistime, Ze ve spliiujicim ohodnoceni bude hodnota x; jx = 1
odpovidat tomu, Ze na polic¢ko S[i, j] umistime kachlik Tj. V konstrukci pouZzijeme nasledujici
dvé mnoziny urcujici nekompatibilni dvojice kachliki:

V. = {(p,q) | spodnibarva T, se neshoduje s horni barvou T,}
H = {(p,q)| prava barva T, se neshoduje s levou barvou T}

Tj. mnoZina V obsahuje dvojice typt, jeZ nemohou byt umistény nad sebe, tedy vertikalné.
Mnozina H obsahuje dvojice typt, jez nemohou byt umistény vedle sebe, tedy horizontalné.
Podobné mnoziny si definujeme i pro barvy na okrajich, proi =1, ..., s definujeme mnoZziny
Ui, Bi, Ll' a Ri.

U; = {k| hornibarva T} se shoduje s barvou horniho okraje S v j-tém sloupci}
B; = {k| spodnibarva T} se shoduje s barvou spodniho okraje S v j-tém sloupci}
L, = {k'| leva barva T} se shoduje s barvou levého okraje S na j-tém fadku}

R; = {k| prava barva T} se shoduje s barvou pravého okraje S na j-tém fadku}

Mnozina U; tedy obsahuje typy kachlikti, jez mohou byt umistény na policko S[1, i], mnozina
B; obsahuje typy kachlikti, jez mohou byt umistény na policko S[s, i], mnoZzina L; obsahuje
typy kachlikti, jez mohou byt umistény na policko S[i, 1], a kone¢né R; obsahuje typy kachliki,
jez mohou byt umistény na policko S[i, s].

Konstrukci formule ¢ popiSeme po ¢astech.

(I) Proi,j=1,...,s definujeme klauzuli

K]
Cij= \/ Xi,jk-
k=1

Klauzule C; ; je splnéna, pokud je na poli¢ku S[i, j| pfifazen alespon jeden typ kachliku,
¢ili kdyz existuje alesponi jedno k € {1, ..., K|}, pro néZje x; jx = 1.
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(ID)

(II0)

(IV)

(VD)

(VII)

(VIII)

Proi,j=1,...,s definujeme

Kl IK|

aii=/\ /\ @ vEp).
k

=1 I=k+1

Formule a; ; je spInéna, je-li poli¢ku S[i, j] pfifazen nejvys jeden typ kachliku, ¢ili pokud
nejvys pro jedno k € {1,...,|K|} plati x; jx = 1. Pokud by totiz pro dva rtizné indexy
k,1€{1,...,IK]} platilo x; jx = x;; = 1, nebyla by klauzule (x; jx V X; ;) spInéna.

Proi,j=1,...,s definujeme
ﬁi,j = Ci,]' A Qj.
Formule ;; je tedy splnéna, pokud polic¢ku S[i, j] pfifadime pravé jeden typ kachliku,

¢ili pokud existuje pravé jeden index k € {1,..., K]}, pro ktery plati x; ;x = 1.

Prol <i<s-1,1<j<sdefinujeme formuli

vij=/\ Eip VT )-

(pg)eV

Formule y; ; je splnéna, pokud nad sebou umisténym policktm S[i, j| a S[i + 1, j] nejsou
pfifazeny nekompatibilni typy kachlik.

Prol1<i<s,1<j<s~-1definujeme formuli

0ij = /\ (Xijp V Xijrig)-
(pa)eH

Formule 6; ; je spInéna, pokud vedle sebe umisténym policktim S[i, j] a S[i, j 4 1] nejsou
pfifazeny nekompatibilni typy kachlikt.

Definujeme formuli

Formule ¢, je splnéna, pokud je na kazdém poli¢ku v prvnim fddku kachlik s barvou
shodnou s pfislusnym hornim okrajem.

Definujeme formuli
ev = \(\/ %),

j:1 kEB,’

VeV s

Formule ¢, je splnéna, pokud je na kazdém policku v nejspodnéjsim fadku kachlik
s barvou shodnou s pfislusnym spodnim okrajem.

Definujeme formuli
S
o= AV 5
j:1 kEL]‘

VeV s

Formule ¢; je splnéna, pokud je na kazdém poli¢ku v nejlevéjsim sloupci kachlik s bar-
vou shodnou s pfisluSnym levym okrajem.

96



(IX) Definujme formuli

Formule ¢, je spInéna, pokud je na kazdém poli¢ku v nejpravéjsim sloupci kachlik s bar-
vou shodnou s pfislusnym pravym okrajem.

S pomoci vyse definovanych formuli nyni definujeme formuli ¢ jako

s s—1

s s s—=1 s
(P:/\/\,Bi,j/\/\/\yi,j/\/\/\6i,j/\€tt/\€b/\€l/\€r-

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Z konstrukce okamzité vyplyva, Ze ¢ je formule v KNF a Ze velikost ¢ je polynomidlni
v sa |K|, a v polynomialnim ¢ase 1ze ¢ i zkonstruovat. Zbyva ukazat, Ze pro vychozi instanci
problému Kachlikovéani existuje pfipustné vykachlickovani, pravé kdyz ¢ je splnitelna for-
mule. Ve skute¢nosti ukazeme, Ze ze splitujictho ohodnoceni formule ¢ lze vycist p¥ipustné
vykachlikovani ¢tvercové sité S a naopak z pripustného vykachlikovani lze urdcit splrujici
ohodnoceni formule ¢.

Predpoklddejme nejprve, Ze existuje pfipustné vykachlickovani S kachliky z K. Ozna¢me
pomoci S[i, j] index typu kachliku, ktery je na i-tém fadku a j-tém sloupci. Definujme ohod-
noceni, které pro kazdéi,j=1,...,sak =1,...,|K| pfifadi proménné x; ;x hodnotu

1 pokud je na policku S[i, j] kachlik typu Ty
Kijk = 0 jinak
Neni tézké ovéfit, Ze kazda z podformuli B, vij, ij, €u, €, €1 @ & je timto ohodnocenim
splnéna, a tedy Ze i celd formule @ je splnéna.

Pfedpoklddejme na druhou stranu, Ze existuje spliiujici ohodnoceni formule ¢ a proi, j =
L,...,sak = 1,...,|Klpomoci v[i, j, k| ozna¢me hodnotu pfifazenou proménné x; ;; ve spl-
fujicim ohodnoceni. Diky tomu, Ze ohodnoceni spliiuje i formuli §;;, existuje pro kazdé
i,j =1,...,5 pravé jedna hodnota k € {1,...,|K]}, pro kterou je v[i, j k] = 1. Na pozici S[i, |
tedy ddme kachlik toho typu Ty, pro ktery je v[i, j, k] = 1. Lze snadno ovéfit, Ze podminky
zakédované do formuli y; ;, 6; j, €, €, € a &, zarucuji, Ze timto zptisobem obdrzime pfipustné
vykachlikovdni S. =

V piipadé, Ze se néjaky problém, naptiklad splnitelnost, ukdZe byt NP-tiplnym, mtzeme
se ptat, jak bychom museli omezit zadani, abychom dostali jednodussi tilohu. Uz splnitelnost
formuli v KNF je vlastné jen zvlastnim pfipadem obecné splnitelnosti, v niz se zajimame
o splnitelnost obecné formule zadané v libovolném tvaru. Zistaneme-li u KNF, m@Zeme tuto
formu déle omezovat naptiklad tak, Ze budeme p¥ipoustét jen kratké klauzule. Rekneme, Ze

formule ¢ je v 3KNF, je-li ¢ v KNF a kazda klauzule ¢ obsahuje pravé tfi literdly.

SPLNITELNOST FORMULE vV 3KNF (3SAT)

Instance : Formule ¢ na n proménnych v 3KNF, tj. konjunktivné nor-
malni formé&, v niz kazda klauzule obsahuje pravé tfi literaly.

Otazka : Existuje ohodnoceni proménnych t € {0,1}", pro které plati
@(t) = 1? (Tj. ohodnoceni, pro které je ¢ spInénd).

Casto se v definici problému 3SAT vyZaduje, aby v kazdé klauzuli byly nejvyse tii literaly,
to, ze my vyZzadujeme, aby byla kazda klauzule sloZena z pravé tf{ literal, se nam bude hodit

97



v dal8ich pfevodech. UkadZeme si, Ze i tento problém je stdle NP-tiplny. PouZiti trojky neni

ndhodné, protoze analogicky definovany problém 2SAT je uZ polynomidlné feSitelny.
Véta 7.2.3 Problém 3SAT je NP-iiplny).

Dtkaz : Problém 3SAT je jen zvlastnim p¥ipadem problému SAT a z téhoZz dtvodu jako
v piipadé problému SAT, patii i 3SAT do tfidy NP. Tézkost problému 3SAT ukaZeme pte-
vodem z problému SAT. Necht i je formule v KNF, vytvofime z ni formuli ¢, v niz kazda
klauzule bude obsahovat tfi literdly a pro niZ bude platit, Ze ¢ je splnitelna tehdy a jen tehdy,
kdyZz ¢ je splnitelna.

Pfedpokladejme, Ze p = C; A --- A C,,. Uvazme libovolnou klauzuli C; = (e1 V- Vex),
kdeey,..., e jsou literdly (pozitivni ¢i negativni). Tuto klauzuli nahradime formuli v KNF ¢;
slozenou z klauzuli o tfech literdlech, kterd bude obsahovat literdly z C; a k nim pfidané nové
literaly, které se budou vyskytovat jen v a;. Tato formule bude mit nasledujici vlastnost. Je-li
t ohodnoceni spliiujici C;, je mozné ohodnotit pfidané proménné tak, aby i a; byla splnéna.
Je-linaopak " ohodnoceni spliiujici aj, pak t’ spliiuje i C;. Podle délky klauzule, tedy hodnoty
k, rozlisime tyto p¥ipady:

¢ Pokud k = 1, pak necht y{, yé jsou nové proménné, které se nevyskytuji v ¢, s nimiz
definujeme

@ =@V Ve Vi Ve v VeV vy,
e Pokud k = 2, pak necht i/ je nové pfidand proménni, jez se nevyskytuje v i a definujme
aj = (61 Vey VvV y]>(€1 V eq V;)

¢ Pokud k = 3, pak definujeme
a ji= C j

¢ Pokud k > 3, pak necht y{, ceey yi_g jsou nové pridané proménné, které se nevyskytuji
v 1, s nimiz definujeme

aj=(er VeV 3/]1)<3/]1 VesV yé)(y]2 VeyV yé)...(yi_g Voer-1 Voex).

Formuli ¢ nyni definujeme jako
v =/\a
j=1

Z konstrukce okamzité plyne, Ze formule ¢ je v KNF a navic kazda jeji klauzule obsahuje
pravé tii literdly, navic ma ¢ polynomidlni velikost vzhledem k velikosti ¢ a 1ze ji i v poly-
nomidlnim ¢ase zkonstruovat. Zbyva ukdazat, Ze ¢ je splnitelnd, pravé kdyz ¢ je splnitelna.

Predpokladejme nejprve, Ze ¢ je splnitelnd, necht v je jeji splfiujici ohodnoceni a necht v’
oznacuje ohodnoceni proménnych v, jeZ jim pfifazuje touz hodnotu jako v, tj. pro kazdou
proménnou x ptivodni formule 1) poloZime v’ (x) := v(x). Necht C; je libovolna klauzule v, ji
odpovidajici formule @; je ohodnocenim v splnénd. Necht C; = (e; V - -- V ¢), ukdZeme, Ze C;
je ohodnocenim v’ splnéna, dohromady tedy dostaneme, Ze ¢(v) = 1. Podle délky klauzule
Cj, tedy hodnoty k, rozlisSime tyto pripady:
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e Pokud k = 1, pak jedna z klauzuli formule &; musi byt splnéna diky e,, tedy v(e;) = 1.
To proto, Ze dohromady obsahuji klauzule a; v8echny mozné kombinace literélti ob-

sahujicich ¥} a y}, v jedné z téchto kombinaci se musi stat, Ze ohodnoceni v vyhodnoti

oba literly s ¥, a y), jako 0. Protoze i klauzule, jez obsahuje tuto kombinaci, musi byt
splnéna, plati, ze v(e;) = 1 (pokud je e; negativni, tak ohodnoceni p¥islusné promeénné
je ve skutec¢nosti 0).

* Pokud k = 2, pak opét jedna z klauzuli formule a; musi vynutit, Ze v(e;) = 1 nebo

v(ey) = 1, protoze dohromady obsahuji y/ i v, pricemZ tyto dva literdly nemohou byt
soucasné splnény.

* Pokud k = 3, pak a; = C; a Cj je tedy splnéna.

* Pokud k > 3, pak je kazda klauzule z a; splnéna ohodnocenim v. Pokud je U[yjl]
pak v a tedy i o’ ohodnocuje jeden z literalii e; a e, na 1. Podobné pokud je o[y, ]

0,
1,
pak jeden z literalti e;_; a e; ohodnocuje v, tedy i v’ na 1. Pokud je o[y}] = 1a o[y, ,] =0,

pak existuje 1 < i < k — 4, pro néz je v[y{] =1la v[yljﬂ] = 0. Klauzule (yl] Vg V ylfH)
patfi do a(C) a je tedy spIlnéna ohodnocenim v. Proto musi byt e;» ohodnocenim v a
tedy i " ohodnoceno na 1. V kazdém piipadé jeden literdl z ey, . .., ex je ohodnocen v i

v’ na 1 a tedy klauzule C; je spInéna.

Nyni predpoklddejme, Ze 1 je splnitelnd, tedy existuje ohodnoceni v, které ohodnocuje
proménné 1 a tato formule je jim spIlnéna. Rozsifime v o ohodnoceni pfidanych proménnych
tak, aby nové vzniklé ohodnoceni v splnilo ¢. Necht C; = (e, V ... V ¢) je libovolna klauzule
formule 1. Pokud je k < 3, pak vSechny klauzule ¢; jsou splnény pfimo ohodnocenim v a na
ohodnoceni piislusnych y-ovych proménnych v téchto ptipadech nezalezi. Pokud k > 3, pak
necht i je index literdlu ¢;, kterému ohodnoceni v p¥itadi 1. Polozme ¢'[y}] = 1 pror < i— 2
av'[y)] = 0pror >i—1. Pokudi < 3, pak v/ pfifadi véem y-ovym proménnym 0 a pokud
i > k-2, pak v’ pfifadi véem y-ovym proménnym 1, v obou téchto ptipadech jsou ziejmé
vSechny klauzule a; splnény. Pokud je 3 < i < k-2, pak klauzule «; obsahujici e, pro r < ijsou
splnény diky pozitivnimu y-ovému literdlu a klauzule obsahujici e, pro r > i jsou splnény
diky negativnimu y-ovému literdlu, okrajové klauzule jsou splnény diky své jediné y-ové
proménné. Ta klauzule a;, kterd obsahuje ¢;, je splnéna diky ¢;. m

Jak jsme jiz zminili, verze 2SAT, tj. splnitelnost formuli v KNF, kde kazd4 klauzule obsa-
huje nejvys 2 literdly, je uz polynomidlné rozhodnutelnd. To plati i pro fadu dalsich variant,
za véechny zmirfime monoténni formule, tedy formule, které obsahuji kaZdou proménnou jen
pozitivné nebo jen negativné, tyto formule jsou vzdy splnitelné. Dalsi dilezitou variantou
je splnitelnost hornovskych formuli, tedy problém HORN-SAT, jehoZ instance tvofi formule
v KNF, kde kazd4 klauzule obsahuje nejvys jeden pozitivni literal.

7.2.2 Vrcholové pokryti v grafu
V této casti si ukdzeme NP-tplnost problému vrcholového pokryti v grafu.
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VRrcHOLOVE POKRYTI (VP)

Instance : Graf G = (V, E) a ptirozené &islo k

Otdzka : Existuje mnoZina S C V, kterd obsahuje nejvys k vrcholt a
z kazdé hrany obsahuje alespori jeden koncovy vrchol? (Tj.
IS|<ka(VeeE)[SNne+0].)

Véta 7.2.4 Problém vrcholového pokryti je NP-iiplny.

Dukaz: Fakt, Ze problém VP € NP, plyne z toho, Ze pro danou mnozinu S dokdzeme ové-
fit v polynomidlnim case, jde-li o vrcholové pokryti spravné velikosti. NP-téZkost dokdZeme
prevodem z problému 3SAT. Necht formule ¢ = C; A---AC,, s proménnymi U = {uy, ..., u,}
je instanci problému 3SAT, tedy kazda klauzule Cy, ..., C,, obsahuje pravé tii literaly. Popi-
Seme, jak na zdkladé ¢ zkonstruovat graf G = (V,E) a &islo k, pro néz bude platit, ze v G
existuje vrcholové pokryti velikosti nejvys k, pravé kdyZ ¢ je splnitelna.

Pro kazdou proménnou u; € U definujme podgraf T; = (V;, E;) s Vi = {u;,u;} a E; =
{{u;, u;}}, . Ti obsahuje jen dva vrcholy pro pozitivni a negativni literdl obsahujici #; a hranu
mezi témito dvéma vrcholy. Vrcholové pokryti musi z této hrany vyuzit alespor jeden vrchol,
ma-li pokryt hranu v E;.

Pro kazdou klauzuli C;, j = 1,...,m pfidame tplny podgraf na tfech novych vrcholech,
tedy trojahelnik, R; = (V}, E;)

Vo= {a1[f], az[fl, as[j]}
Er = {aufjl a2(jl} Aas(f], as[j]}, {az[j], as [}

Vsimnéme si, Ze vrcholové pokryti musi obsahovat alespoii dva vrcholy z 47 maé-li pokryt
vSechny hrany z E’.

Zbyva propojit tyto grafy mezi sebou hranami, jeZ spojuji vrcholy pro literdly s jejich
vyskyty v klauzulich. Pfedpokladejme, Ze prokazdé j = 1,...,m,jeklauzule C; = (x;Vy,;Vz;),
kde x;,yj,z; jsou tfi rtizné literdly (pozitivni nebo negativni). Pak pfiddame hrany z R; do
pfislusnych vrcholt literaldi, tedy mnoZzinu hran:

E} = {{a[j], x;}, {aa[j], yj} das[], 23})

V nasi konstrukci nakonec polozime k =n +2ma G = (V,E), kde

v Uwulw
E = (UE)u(UE)u(UE)

Ptiklad konstrukce miiZete nahlédnout v obrazku @

Z popisu konstrukce je zfejmé, Ze ji 1ze provést v polynomidlnim case. Zbyva ukazat, Ze
G ma vrcholové pokryti velikosti nejvys k, pravé kdyZ ¢ je splnitelna.

Predpoklddejme nejprve, ze G md vrcholové pokryti S C V velikosti k = n+ 2m. Protoze S
musi pokryt alespon jeden vrchol z kazdého podgrafu T;,i = 1,...,n a alespori dva vrcholy
z kazdého trojahelniku R;, j = 1,...,m, musi platit, Ze |S| > n + 2m, a protoze souasné
IS| < n+ 2m, musi ve skute¢nosti platit, ze S pokryva praveé jeden vrchol z kazdého T; a pravé
dva vrcholy z kazdého R;. Definujme ohodnoceni t : U + {0, 1}, které dané proménné u; € U

pfifadi
1 i € S
t(l/ll‘) = i
0 u; €S
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Obréazek 7.2: Pfiklad pfevodu formule ¢ = (aVbVc)(aVeVd)(bVcVd) nainstanci vr-
cholového pokryti, tedy graf na obrazku s k = 2.3 + 4 = 10. Jednotlivé trojihelniky dole
odpovidaji zminénym klauzulim, zakrouZzkované vrcholy urc¢uji vrcholové pokryti velikosti
k, které odpovida spliiujicimu ohodnocenia =b=1,c=d = 0.

Diky tomu, Ze z kazdého T; je v pokryti S praveé jeden vrchol, je v definici ¢(u;) vZdy splnéna
pravé jedna z podminek a jde tedy o dobfe definované ohodnoceni proménnych pravdivost-
nimi hodnotami. Necht C; = (x;Vy;Vz;) je libovolna klauzule formule ¢. MnoZzina S pokryva
pravé dva vrcholy z trojuhelniku R;, existuje v ném tedy jeden vrchol, ktery do S nepatii,
necht je to bez ijmy na obecnosti a,[j], protoZe hrana {a, [j], x;} musi byt pokryta mnoZinou S,
musi platit, Ze x; € S a tedy ohodnoceni ¢ pfifadi literdlu x; hodnotu 1, tj. pokud x; = u; € S
pro néjakou proménnou u; € U, plati t(u;) = 1 a pokud xj = u; € S pro néjakou proménnou
u; € U, plati t(u;) = 0, v obou pfipadech je literal x; spInén ohodnocenim ¢, a je tedy splnéna
i klauzule C;. ProtoZe to plati pro vSechny klauzule, je ¢ spliujici ohodnoceni ¢.

Nyni pfedpokladejme, Ze ¢ je splnéna ohodnocenim ¢ : U + {0, 1} a definujme mnoZzinu
S = {u; | t(u;) = 1} U {u; | t(u;) = 0}, mnozina obsahuje n vrcholt. Mezi hranami z E;.’
vedoucimi z kazdého trojahelniku R; musi byt alespor jedna pokryta néjakym vrcholem z S,
nebot ¢ je splnujici ohodnoceni, které tedy spliiuje néktery literal z klauzule C;. Z kazdého
trojahelniku staci tedy vybrat dva vrcholy tak, aby byly pokryty jak hrany z E [ takhrany z E 7
Pfidanim téchto vrcholti do S dostaneme vrcholové pokryti celého grafu velikosti k = n+2m.
n

Problémy, které s vrcholovym pokrytim tzce souvisi, jsou problémy kliky a nezévislé
mnoziny, jejich téZkost si ukdzeme v rdmci cviceni. Je zajimavé poznamenat, Ze hranova verze
tohoto problému, tedy hranové pokryti, kde hleddme co nejmensi mnozinu hran takovou, Ze
kazdy vrchol patfi do jedné z nich, je polynomialné feSitelna pomoci algoritmu na hledani
maximélniho parovani v grafu.

7.2.3 Hamiltonovska kruZnice v grafu

I dalsi problém, kterému se budeme vénovat, bude grafovy.

HamirroNovskA kRUZNICE (HK)

Instance : Graf G = (V,E).

Otazka : Existuje v grafu G cyklus vedouci pfes vSechny vrcholy?
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Véta 7.2.5 Problém hamiltonovské kruZnice je NP-tiplny.

Dikaz: Mame-li k dispozici pofadi vrchol, snadno v polynomialnim ¢ase ovéfime, tvoii-
li hamiltonovskou kruZnici, proto patii problém hamiltonovské kruznice do tfidy NP.

TéZkost tohoto problému ukdZeme pfevodem z problému vrcholového pokryti. Uvazme
instanci vrcholového pokryti, tedy graf G = (V, E) a pfirozené ¢islo k. Zkonstruujeme novy
graf G’ = (V’, E’), pro ktery bude platit, Ze v G existuje hamiltonovska kruZznice, pravé kdyz
v G existuje vrcholové pokryti velikosti k. Pro kaZdou hranu e = {u, v} € E definujeme podgraf
G, = (V,,E,), kde

Vv, =
E =

2
a
{

,i),(v,e,i)|1<i<6}a

{(u,e,1), uez+nn1sis@
(v,e,i), vez+)H1sisQ
(16,1, (v,¢,3)}, {(e,3), (0,¢, 1)},
(1,¢,4), (0,¢,6), (16,6, (0., ).

Graf G, je zobrazen na néasledujicim obrazku:

(u,e,1) (v,e,1)
(1, ¢,2) (v,e,2)
(1,e,3) (v,e,3)
(1, e,4) (v,e,4)
(u,e,5) (v,e,5)
(u,¢,6) (v,e,6)

Jediné vrcholy, k nimz v dalsi konstrukci pfipojime dal$i hrany budou (u,e, 1), (u,e,6),
(v,e,1) a (v, e,6), coz zaruci, ze hamiltonovska kruznice musi vstoupit i vystoupit z podgrafu
G, jednim z téchto ¢tyf vrcholti. Jsou jen tfi zplisoby, jak mtiZe tato cesta vypadat, ty budou
odpovidat tomu, jak pokryt hranu e v grafu G.

(I) Cesta vstoupi do G, vrcholem (u,e, 1), vystoupi (u,e,6) a mezitim projde vSechny vr-
choly (cesta je jednozna¢né dana).

(IT) Nebo cesta vstoupi do G, vrcholem (v, e, 1), vystoupi (v,¢,6) a mezitim projde vSemi
vrcholy komponenty (toto je symetrické s pfedchozim pfipadem).

(III) Treti moZznosti je, Ze kruznice do této komponenty vstoupi dvakrét, jednou vrcholem
(u,e,1), odkud jde p¥timo do (u, e, 6) a ven, podruhé vstoupi do (v, e, 1) a odejde pomoci
(v,e,6).

Vzhledem k tomu, Ze graf je neorientovany, nezélezi na tom, jestli naptiklad v prvnim pfi-
padé vstoupi cesta do G, vrcholem (u,¢,1) a vystoupi (u,¢,6) nebo naopak. Vsimnéme si
také, Ze pokud vstoupi cesta do G, vrcholem (v, ¢, 1), vystoupi ve vSech pfipadech vrcholem
(v,e,6), podobné to plati pro (u,e, 1).
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Do mnoziny vrchold V' nového grafu G’ pfidame jesté k vrcholti ay, . .., a, jeZ pouzijeme
k vybéru k vrchold vrcholového pokryti. Zbyva popsat, jak spojime jednotlivé podgrafy G, a
noveé pfidané vrcholy a;.

Pro kazdy vrchol v € V zapojime jednotlivé grafy G, s v € e za sebe do fetizku. Pfesnéji,
oznacme si stupen vrcholu v pomoci deg(v) a ozna¢me si hrany grafu G, v nichZ se vyskytuje
vrchol v pomodi ey1y, . . ., €ojaeq(v)), PTi€emZ na jejich poradi nezalezi. Nyni definujme mnoZinu
hran

E; = {{(U, ev[i]l 6)/ (U/ ev[i+1]/ 1)} | 1<i< deg<v)}

Vrcholy na koncich této posloupnosti, tedy (v, .1}, 1) a (9, €vfieg(0)), 6) pripojime ke vSem vy-
bérovym vrcholtim a;, . .., 4 hranami

E;/ = {{ai/ (U/ €y[1], 1)}/ {ai/ (U/ €oldeg(v)]s 6)} | 1<i<k

——

Zkonstruovany graf G’ = (V’, E’) vznikne spojenim popsanych ¢asti:

vV = {al,...,ak}U(egEV;)
= = (yE)e(yr)o(yE)

Tuto konstrukci je zfejmé mozné provést v polynomidlnim case, zbyva ukazat, ze v grafu G’
najdeme hamiltonovskou kruZnici, pravé kdyZ v grafu G existuje vrcholové pokryti velikosti
k.

Predpoklddejme nejprve, Ze v G’ existuje hamiltonovska kruznice, dana pofadim vrcholi
uy, ..., u,, kden = |V’|. UvaZme tsek této kruznice, ktery zac¢ind a kon¢i v nékterém z vrcholtl
ai,...,a, pficemz mezi tim Zddnym z nich neprochdzi. Necht tento tisek za¢ina v a; a konci
v a; pro dva rizné indexy i,j € {1,...,k}. Vrchol nésledujici po a; v hamiltonovské kruz-
nici musi byt (v, e.1), 1) pro néjaky vrchol v € V. Vejde-li hamiltonovska kruznice vrcholem
(v, €01, 1) do G;vm, musi z néj vyjit vrcholem (v, e,1}, 6), odtud piejde do (v, ey, 1), takto pro-
jde vSechny grafy G pro hrany e obsahujici vrchol v az nakonec piejde z vrcholu (v, e,(geq(v)), 6)
do a;. Definujme nyni mnozinu vrcholt

S = {Z) | (Hi € {1,. . ,k})(ﬂ] € {1,. ..,1’1}) [(u]- = lll') & (le(]'_H mod n) = (v,evm, 1)]},

tvrdime, Ze jde o vrcholové pokryti v grafu G, pfi¢emzZ jeho velikost je zfejmé k. Necht e =
{u, v} je libovolna hrana grafu G, protoze uy, ..., u, uréuje pofadi vrcholi na hamiltonovské
kruznici, musi projit i podgraf G,, vejde-li do tohoto podgrafu vrcholem (u,¢,1), pak musi
z pfedchozich tivah platit, Ze u € S, podobné pokud vejde vrcholem (v, e, 1), musi platit, ze
v € S, tedy hrana e je pokryta.

Naopak uvazme vrcholové pokryti S velikosti k, mtizeme uvaZovat, Ze jde o mnozinu vel-
kou presné k, pokud je mensi, doplnime do ni libovolné vrcholy tak, aby jeji velikost byla k.
Z popisu konstrukce plyne, jak pospojujeme jednotlivé podgrafy odpovidajici hranam. Pfed-
poklddejme, Ze S = {vy,..., v} € V. Mezi vrcholy a; a a;;1 (resp. a; pokud i = k) povedeme
cestu pres podgrafy G, pro e = ey, ..., €yjdeg(o)) V tomto pofadi. Graf G, pfitom projdeme
zpusobem (I) nebo (II) pokud e N'S = {v;}, pokud plati e C S, pak pouZzijeme zptisob (III).
Vzhledem k tomu, Ze S tvofi vrcholové pokryti, projdeme takto vSechny vrcholy grafu G’ a
vznikne tedy hamiltonovskd kruZnice. =

Podotknéme, Ze problém hamiltonovské kruznice ma nékolik variant. Pfedné se mtiZeme
ptét na existenci hamiltonovské kruznice v orientovaném grafu. V problému hamiltonovské
cesty se ptame, existuje-li v grafu cesta mezi dvéma vrcholy, jeZ jde pfes vSechny vrcholy
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grafu, orientovaného ¢i neorientovaného, pficemz pocéatecni a koncovy vrchol hledané cesty
mohou byt pfedepsané na vstupu. VSechny tyto varianty jsou NP-tiplné. Na druhou stranu
rozhodnuti zda graf obsahuje eulerovsky tah, tedy tah, ktery pouZzije kazdou hranu préaveé
jednou, 1ze u¢init v polynomialnim case, at uz se jedna o tah uzavfeny ¢i neuzavieny.

7.2.4 Trojrozmérné parovani

Dal$im problémem, jehoZz tézkost si ukdZeme, bude trojrozmérné parovani (3D Matching).

TROJROZMERNE PAROVANT 3DM

Instance : MnozinaM C W x X XY, kde W, X, Y jsou po dvou disjunktni
mnoziny, z nichZz kazda obsahuje praveé g prvki.

Otazka : Obsahuje M perfektni parovani? Jinymi slovy, existuje mno-
zina M’ € M, [M’'| = g, trojice v niZ obsaZené jsou po dvou
disjunktni?

Véta 7.2.6 Problém 3DM je NP-1iplnj).

Dukaz: Fakt, Ze tento problém patii do ttidy NP, plyne z toho, Ze pokud mame k dispozici
mnozinu M’ € M, dokdZeme ovéfit v polynomidlnim case, jde-li o parovani velikosti g.

TeéZkost tohoto problému si ukdaZeme pfevodem z problému SAT. Necht ¢ = C; A Cy A
-+ A Cy, je formule v KNF na proménnych U = {uy,...,u,}. Sestrojime instanci problému
3DM, pro kterou bude platit, Ze v této instanci existuje perfektni parovani, pravé kdyz je
@ splnitelnd. Konstrukci rozdélime na tfi ¢asti, nejprve vytvofime komponentu, ktera bude
urcovat, jakou hodnotu kterd proménnd dostane, poté vytvorime komponentu, kterd bude
zajistovat propojeni této hodnoty s klauzulemi, v nichZz se tato proménné vyskytuje, nakonec
doplnime trojice tak, abychom dostali k splfiujicimu ohodnoceni skute¢né perfektni parovani
a naopak.

Za kazdou proménnou u;, i = 1,...,n pfiddme nové vnitini prvky a;[1],...,a;m] do X a
bi[1],...,biim] do Y. Do W ptiddme prvky u;[1],...,u;jm] a u;[1],..., u;/m]. Na téchto prvcich
vytvofime mnoziny trojic T{ a T} takto (viz téz piiklad na obrazku @):

T, = {(ilfl,ailfl, bilj]) 11 < j < m}
T = {(wljl,al(j+ 1) mod m], bi[j]) | 1 < j < m]
T, = TfUTif

Protoze zadny z prvkii a;[j] ani b;|j| se nebude vyskytovat v jinych trojicich, je timto vynuceno,
ze perfekini parovani bud musi obsahovat v8echny trojice z T}, nebo vSechny trojice z Tif .
Pokud obsahuje trojice z T!, znamend to, Ze zadnd dalsi vybrana trojice nesmi obsahovat
literdl u;, tedy vynucujeme hodnotu 1, true pro u;, proto také Tf. Podobné pokud obsahuje

perfektni parovani trojice z Tlf , vynucujeme hodnotu 0, false, odtud Tlf .
Za Klauzuli C; pfidame novy prvek s, [j] do mnoziny X, novy prvek s,[j] do mnoziny Y a
mnozinu trojic

Si = {(uiljl,s1lj], s2j]) | ui € Ciy U {(wilj], s1[j], s2[j]) | ui € C;}

Prvky s:[j] a s;[j] se opét nebudou vyskytovat v jinych trojicich, diky tomu v perfektnim
parovani musi byt pravé jedna trojice z mnoziny S;. Navic pokud se trojice (u;[j], s1(j],52[j])
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Obrézek 7.3: Ukazka mnozin T} (plnou ¢arou) a Tlf (¢arkované) pro piipad m = 3.

vyskytuje v perfektnim parovani, znamena to, Ze u;[j] se nemtize vyskytovat v jiné trojici a
to znamend, Ze v tomto parovani jsou viechny trojice z T} a zadna z T{ . Podobné by to bylo,
kdyby v perfektnim péarovani byla trojice s negativnim literdlem.

Témito trojicemi jsme ale schopni v perfektnim parovani pokryt jen mn + m prvka z 2mn
prvkt u;(j], uilj], i =1,...,n,j = 1,...,m. Z toho mn jich pokryjeme trojicemi z Tf nebo Tif,
i=1,...,n Trojicemiz S;, j = 1,..., m pokryjeme dal$ich m prvk. Zbyva tedy 2mn — (mn +
m) = mn—m = m(n— 1) prvki, jez nejsme zatim schopni pokryt, proto pfiddime do mnoziny
M trojice, které nam jejich pokryti zabezpeci. Do X pfiddme prvky g1[k] a do Y prvky g»[k]
obojiprok =1,...,m(n — 1) a do M pfidame mnozinu trojic

G = ((uljl, 1[K, 2K, (aljl, 1K, g2lk) [ 1 <k <mln—1),1<i<n,1<j<m)
Tim je konstrukce dokoncena, jesté si na zaver shriime jeji vysledek:
W = {ujlufj]11<i<n1<j<ml
X = {a)j]l1<i<n1<j<mjuU

Uf{sifj] 11<j<m)
Ulgi[jl11<j<m(n-1)}

Y = {bj]l1<i<nl<j<mju
U i{sofj] |1 <j<mj
U{gljlI1<j<mn-1)

M — (U;;1 Ti) U (U}il sj)u G

Ztejmé plati, Ze M € W X X X Y, navic [M| = 2mn + 3m + 2m*n(n — 1) a |[W| = |X| = |Y| =
2mn. Velikost takto vytvorené instance trojrozmérného parovani je tedy polynomidlné velka
a v polynomialnim case ji zfejmé 1ze i vytvofit.

Predpoklddejme, Ze v M existuje perfektni parovani M’, na jehoZz zdkladé zkonstruujeme
ohodnoceni ¢, které bude spliiovat formuli . Necht i je libovolny index z 1, ..., 1, jak jsme jiz
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zdtivodnili, v M’ jsou bud v8echny trojice z T, nebo vSechny trojice z Tlf , pokud M’ obsahuje
trojice z T}, definujeme t(u;) := 1, pokud M’ obsahuje trojice z Tlf , definujeme f(u;) = 0.
Necht C; je libovolna klauzule formule ¢, mnoZzina M’ musi obsahovat pravé jednu z trojic
z Sj, nebot to je jedind moznost, jak mohou byt pokryty prvky s;[j| a s;[j] a dvé obsahovat
nemtiZe, protoze kazdy z téchto prvk musi byt pokryt pravé jednou. Necht tato trojice je
(ui[f],51]j],s2[j]) pro n€jaké i = 1,...,n. To znamend, Ze u; je proménnad, vyskytujici se jako
pozitivni literdl v klauzuli C;, navic musi platit, Ze u;[j] se nemtize vyskytovat v Zadné jiné
trojici v M’, a proto M’ obsahuje trojice z T} a nikoli trojice z Tlf , a tedy t(u;) = 1, ¢imz je
klauzule C; splnéna. Podobné bychom postupovali v pfipadé, kdy trojici v S; N M’ by byla
(uilf], s1(j], s21j]), tedy pokud by obsahovala negativni literdl, jediny rozdil by byl, Ze bychom
dostali, Ze t(u;) = 0 a Ze C; je splnéna diky negativnimu literdlu u;.

Pokud je naopak ¢ splnitelnd, zkonstruujeme perfektni parovani nasledovné. Necht ¢ :
U {0, 1} je ohodnoceni spliiujici ¢ a necht z; oznacuje literal, ktery je v C; timto ohodno-
cenim splnén pro j = 1, ..., m. Pokud je takovych literalt vic, vybereme prosté jeden z nich.
Pak polozime

(U)ol Yol

t(ui)=1 t(u;)=0 ]

(il silil L)V G,
=1
kde G’ je mnoZina vhodné vybranych trojic z G, které dopliiuji parovani o pokryti zbylych
literalti. Neni téZké ovéfit, Ze takto definovana mnoZzina M’ tvofi perfektni parovani M. =

Je tfeba pfipomenout, Ze dvojrozmérna verze, tedy hledani maximalniho parovani v bi-
partitnim grafu, je tloha feSitelnd v polynomialnim ¢ase naptiklad pomoci tokt v sitich.
Podobné i hleddni maximalniho pédrovani v obecném grafu je stale polynomidlné feSitelna
tloha.

7.2.5 LoupeZnici

Poslednim problémem, jehoZz tézkost si ukdZeme, je problém LoupeZnici, anglicky Partition.
Cesky nadzev pochdzi z pfedstavy, Ze jde o déleni lupu dvou loupeZnikii na shodné dily.

Loupeznict (LOUP)

Instance : Mnozina prvkil A a s kazdym prvkem a € A asociovand cena
(vaha, velikost, ...) s(a) € IN.

Otazka: Lze rozdélit prvky z A na dvé poloviny s toutéz celkovou ce-
nou? Pfesnéji, existuje mnozina A’ C A takova, Ze

Véta 7.2.7 Problém LoupeZnici je NP-1iplny.

Dukaz: Fakt, Ze tento problém patti do ttidy NP, plyne z toho, Ze pro zadanou mnoZzinu A’
je jisté snadné ovétit, zda obsahuje prvky polovi¢ni ceny. TéZkost tohoto problému ukazeme
prevodem z trojrozmérného péarovani. Uvazme instanci 3DM, tedy mnoZinu M € Wx X XY,
kde [W| = [X| = |Y| = g. Vytvofime instanci Loupezniki, tedy mnozinu A a cenovou funkci
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s(a), pro néz bude platit, Ze M ma perfekini parovani, pravé kdyz prvky v A Ize rozdélit na
dveé ¢asti s touz celkovou cenou.

Pfedpokladejme, Ze M = {my,...,m}, W = {wy, ..., wy}, X = {x1,...,.x}aY = {y1,..., y,}.
Jednotlivé prvky trojice m; si oznacime jako wy(), Xq(i) @ Yua, tj. funkce f (resp. h, g) vrati
k zadanému indexu trojice i index toho prvku trojice m;, ktery patfi do mnoZziny W (resp. X,
Y). MnoZinu prvka A definujeme jako

A= {all- . .,ﬂk,bl,bz},

kde prvky a, ..., ar odpovidaji trojicim my;, ..., my a prvky b; a by jsou pomocné a vyrovna-
vaci, jejich el se oziejmi pozdéji. Cenu s(a;) prvku a; proi € {1,...,k} popiSeme jeji binarni
reprezentaci, kterd bude rozdé€lena na 3q blokti, z nichz kazdy ma p = [log,(k + 1)] bitt.
Kai%z téchto blokt bude odpovidat jednomu z elementtt W U X U Y, pfesnéji viz obra-
zek

L P e P T

w1 Wo e . Wq xr1 To e Tq Y1 Y2 I Yq

Obrazek 7.4: Oznaceni z6n bitt v definici ceny s(a;) prvku a;.

Reprezentace s(a;) bude zaviset jen na prvcich trojice m;, tedy na w), x4 @ yug). Vaha
s(a;) bude mit nastaveny na 1 nejpravéjsi (tj. nejméné vyznamné) bity v blocich oznacenych
témito tfemi prvky, ostatni bity budou nulové. Formalné miZzeme tento fakt zapsat jako

s(a;) = 2P@~f) 4 9p(24=8(0) 4 op(a=h(i))

ProtoZe pocet bittl, ktery potfebujeme na reprezentaci s(a;) je 3pq a tedy polynomidlni vzhle-
dem k velikosti vstupu, pfedpokladame-li standardni bindrni reprezentaci vstupnich ¢isel,
1ze tyto ceny zkonstruovat v polynomidlnim ¢ase. O takto zkonstruovanych cendch Ize vypo-
zorovat jeden duleZity fakt. Pokud posc¢itdme ceny vSech prvki v kterékoli zéné, nemtize do-
jit k preteceni do dalsi zony, nebot jde o secteni nejvys k jednicek, pfi¢emz pocet bitti v jedné
zénéje p = [log,(k+1)]a vejde se do ni tedy i k + 1. Pfesnéji ani p¥i pocitdni souctu Y sa)
nedojde k pfenosu jedni¢ky z méné vyznamné zény do vyznamneéjsi.
Pokud tedy polozime
3q—-1

B = Z i
=0

coz je ¢islo, kde v kazdé z6né nastavime na 1 nejméné vyznamny bit, mnozina A’ C {g; | 1 <
i < k} bude spliiovat

acA’
pravé kdyz M’ = {m; | a; € A’} je perfektni parovani M. V tuto chvili jsme tedy ucinili pte-
vod problému trojrozmérného parovani na problém souctu podmnoZiny, kde se ptame, zda
existuje vybér prvki s celkovou cenou rovnou zadané hodnoté.
Abychom dostali déleni na poloviny, doplnime do A dva prvky b; a b, s cenami:

s(b) = Q(Zles(ai))—B
sb) = (Zhs(a))+B
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Na reprezentaci obou téchto vah ndm postaci 3pg + 1 bitl. Pokud nyni A" C A spliiuje, Ze

acA’ acA\A’

pak se oba souc¢ty musi rovnat 2 Y5, s(a;), nebot to je polovina ze souctu cen vech prvki
Y5 s(a;) +s(by) + s(by). Pitom plati, ze prvky b; a b, se nemohou oba vyskytovat na jedné
strané, tj. nemohou byt oba v A’ nebo oba v A \ A’, protoze s(by) + s(by) = 3 Y¥  s(a). Bez
jmy na obecnosti pfedpokladejme, ze b, € A" a b, € A\ A’, z toho plyne, Ze

acA’\{b1}
a prvky v A’ bez b, tedy urcuji perfektni parovani v M.
Nyni pfedpokladejme, ze M’ C M je perfektni parovani a definujme A’ = {a; | m; € M'}.
Jak jsme jiz zdtivodnili, musi platit, Ze ¥, 4 5(a) = B, a tedy Y,eu 5(a) +s(by) = 25 s(ay),
coZ znamend, Ze mnozina {a; | m; € M’} U {b,} obsahuje prvky pravé polovi¢ni ceny.

Dohromady jsme ukézali, Ze v mnoZiné trojic M existuje perfektni parovéni, praveé kdyz
z mnoziny A 1ze vybrat prvky polovi¢ni ceny. =

7.3 Cviceni

Diikazy NP-tplnosti

1. Ukazte, Ze problémy Kliky a Nezdvislé mnoZziny jsou stejné tézké a Ze oba patfi do NP.

Krika

Instance : Graf G = (V, E) a pfirozené &islo k.

Otazka : Obsahuje G jako podgraf tplny podgraf (kliku) s alesporn k
vrcholy?

NEZAVISLA MNOZINA

Instance : Graf G = (V, E) a ptirozené &islo k.

Otazka : Existuje mnoZzina S C V vrcholt takové, Ze zddné dva vrcholy
z S nejsou spojeny hranou a |S| > k?

2. Ukazte, Ze problém vrcholového pokryti, ktery jsme probirali na pfednasce, 1ze po-
lynomialné prevést na problém nezdvislé mnoziny a Ze jsou tedy problémy Kliky a
Nezéavislé mnoziny NP-tplné.

3. UkaZte, Ze problém hamiltonovské kruZznice, ktery jsme probirali na pfednasce, 1ze po-
lynomialné pievést na problém orientované hamiltonovské kruZnice a na nésledujici
dvé varianty problému hamiltonovské cesty a Ze jsou tedy oba tyto problémy NP-tézké.
UkaZte, Ze jsou tyto problémy i ve tfidé NP a jsou tedy NP-tipIné.
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ORIENTOVANA HAMILTONOVSKA KRUZNICE (OHK)

Instance : Orientovany graf G = (V,E).
Otazka : Existuje v G cyklus, ktery projde kazdy vrchol praveé jednou?

HawmirroNovskA cesta z s po t (HC(s, t))

Instance : Neorientovany graf G = (V,E), vrcholy s,t € V.

Otazka : Existuje v G cesta zs do t, kterd obsahuje kazdy vrchol G pravé
jednou?

HawmicronovskA cesta (HC)

Instance : Neorientovany graf G = (V,E).

Otazka : Existuje v G cesta, kterd obsahuje kazdy vrchol G pravé jed-
nou?

4. UkaZte, Ze problém obchodniho cestujictho je NP-tiplny. K diikazu téZkosti vyuZijte
problému hamiltonovské kruZznice.

OgcuHobni cestujici (OC)

Instance : Mnozina mést C = {cy,...,c,}, vzdalenost d(c; c;) € IN pro
kazda dvé mésta c;, c; € C, pfirozené ¢islo B
Otazka : Existuje cyklus, ktery navstivi kazdé mésto praveé jednou a je-
hoZz délka nepfesahuje B? Tj. existuje permutace r : {1,...,n}
{1,...,n} takova, ze

n—1
(Z d(Cn(i)/Cn(i+1))) + d(Cr(ny, Cr(1y) < B?

i=1

5. Ukazte, Ze problémy existence pfipustného feSeni celo¢iselného programovéni a 0-1 ce-
lo¢iselného programovéni jsou NP-tézkosti. K diikazu pouzijte néktery z nasledujicich
problémii: Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové pokryti, Trojrozmérné
péarovani, Hamiltonovskd kruZnice, Obchodni cestujici nebo LoupeZnici.

EXISTENCE PRIPUSTNEHO RESENT CELOCISELNEHO PROGRAMOVANT (IP)

Instance : Celociselnd matice A typu n X m, vektor b € Z".

Otazka : Existuje vektor x € Z™, ktery spliiuje, Ze Ax > b?
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EXISTENCE PRIPUSTNEHO RESENT CELOCISELNEHO PROGRAMOVANT (0-11P)

Instance : Celociselnd matice A typu n X m, vektor b € Z".

Otazka : Existuje vektor x € {0, 1}", ktery spliiuje, Ze Ax > b?

UkaZzte navic, Ze problém 0-1IP patii do NP, pro¢ neni tak jednoduché ukazat, Ze i
obecnd verze IP patti do NP?

6. S pouzitim problému LoupeZnici ukaZte, Ze problémy Batoh a Rozvrhovani jsou NP-
uplné.

BaTton

Instance : Mnozina pfedmétt U, s kazdym prvkem u € U jeho velikost
s(u) € N a cena v(u) € N, pfirozena ¢isla B a K.

Otazka : Existuje mnozina U’ C U, pro kterou plati, Ze
Zs(u)SB a Zv(u)ZK?
uell’ uell’

Tj. 1ze do batohu velikosti B zabalit pfedméty s cenou alespori
K?

RozvRHOVANT

Instance : MnozZina uloh U, s kazdou dlohou u € U asociovana délka
zpracovani d(u) € IN, pocet procesorti m € IN a limit na délku
zpracovani D € IN.

Otazka : Lzerozdélit prvky zmnoZiny U do po dvou disjunktnich mno-
zin Uy, ..., U, tak, aby

max{zd(u)llsiSm}sD?

uel;

Tj. 1ze ptifadit dlohy z mnoZiny U na m procesort tak, aby

spocitani tiloh na vSech procesorech skoncilo nejpozdéji v ¢ase
D?

Pti rozvrhovini ve skutecnosti minimalizujeme D p¥i pevném poctu procesorii. Pokud minima-
lizujeme m p¥i pevném D, ¥ikd se této 1iloze Bin Packing. Rozhodovaci verze obou 1iloh jsou ale
stejné a jde o popsany problém Rozvrhovini.

7. S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovskd kruznice, Obchodni cestujicinebo Lou-
peznici ukaZte, Ze néasledujici problém je NP-tiplny:
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KoOsTRA S OMEZENYM STUPNEM

z Yz

Instance : Graf G = (V, E) a ptirozené &islo k > 0.

Otazka : Obsahuje graf G kostru, v niZ vSechny vrcholy jsou stupné nej-
vys k?

8. S pomoci nékterého z problémii Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici nebo Lou-

peznici ukaZte, Ze ndsledujici problém je NP-tplny:

PRESNE POKRYTI 3-PRVKOVYMI MNOZINAMI (X3C)

Instance : Mnozina X s |X| = 3g a mnozina trojic C € X*

Otazka : Existuje C’ C Ctakov4, Ze kazdy prvek z X se vyskytuje v praveé
jedné trojici z C'?

9. S pomoci nékterého z problémt Kachlikovéani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici nebo Lou-

peznici ukaZte, Ze néasledujici problém je NP-tiplny:

Dominujici MNOZINA

Instance : Graf G = (V,E), kladné ¢islok > 0

Otazka : Existuje mnozina vrcholt V' C V, |V’| < k takova, ze kazdy
vrchol v € V'\ V’ je spojen hranou s alespon jednim vrcholem
zV'?

10. S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovskda kruznice, Obchodni cestujicinebo Lou-

peznici ukaZte, Ze ndsledujici problém je NP-tplny:

HirTING SET

Instance : MnoZzina S a mnoZina C podmnoZin mnoZiny S, pfirozené
¢islo k > 0.
Otazka: Existuje S’ C S, |S'| < k takovéd, Ze S’ obsahuje nejméné jeden
prvek z kazdé mnoziny v C?

11. S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovskd kruznice, Obchodni cestujicinebo Lou-

peznici ukaZte, Ze néasledujici problém je NP-tiplny:
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POKRYTI ORIENTOVANYCH CYKLU (FEEDBACK VERTEX SET)

Instance : Orientovany graf G = (V, E) a pfirozené ¢islo k > 0.

Otazka : Existuje mnoZzina S C V, |S| < k takové, Ze z kazdého oriento-
vaného cyklu v G obsahuje S alespori jeden vrchol?

12. S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovské kruznice, Obchodni cestujici nebo Lou-
peznici ukaZte, Ze ndsledujici problém je NP-tplny:

CTYRLISTA KOSTRA GRAFU

Instance : Neorientovany graf G = (V,E).

Otdazka : Existuje kostra grafu G, kterd ma prave ctyii listy?

13. S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovské kruznice, Obchodni cestujici nebo Lou-
peznici ukaZte, Ze ndsledujici problém je NP-tplny:

NEJVETST SPOLECNY PODGRAF

Instance : Grafy G; = (V3,E1) a G2 = (V, Ey), pFirozené &islo k > 0.

Otazka: Existuji mnoziny hran E; C E;, a E, C E,, |[E}| = |E}| > k,
pro néz jsou grafy G, = (V4,E}) a G, = (V,, E},) izomorfni (t].
stejné aZ na prejmenovani vrchola)?

14. S pomoci nékterého z problémi Kachlikovéni, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovskda kruznice, Obchodni cestujicinebo Lou-
peznici ukaZte, Ze ndsledujici problém je NP-tplny:

SeT PACKING

Instance : MnoZina C kone¢nych mnoZzin a pfirozené ¢islo k > 0

Otazka : Obsahuje C alespori k po dvou disjunktnich mnoZzin?

15. S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové
pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovskd kruznice, Obchodni cestujicinebo Lou-
peznici ukaZte, Ze nésledujici problém je NP-tplny:
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MnozinovE POKRYTI (SET COVER)

Instance : Systém mnoZzin C kone¢né mnoziny prvka S, tj. C € Z(S5),
pfirozené ¢islo k.

Otazka: Je mozné vybrat C' C C, kterd obsahuje nejvys k mnozin a
pfitom

Ostatni

16. Predstavte si, Ze mate cernou skfiriku, kterd dostane na vstupu formuli ¢ a rozhodne,
zda je tato formule splnitelnd, tedy odpovi ANO nebo NE. Popiste algoritmus, ktery
miiZe volat tuto ¢ernou skiiriku a pro danou formuli ¢ nalezne spliiujici ohodnoceni, je-
li i splnitelna. Algoritmus by mél pracovat v polynomidlnim case, pokud volani ¢erné
skiiriky budeme pocitat jako konstantni operaci.

17. Pfedpokladejte, Ze mate ¢ernou skfitiku, ktera umi zodpovédét, zda v daném grafu
existuje hamiltonovska kruznice. Popiste algoritmus, ktery najde v daném grafu ha-
miltonovskou kruZznici, pokud v ném existuje, tj. vypiSe seznam jejich vrcholt v poradi
na této kruZnici. Algoritmus bude polynomidlni, pokud bychom brali volani zminéné
cerné skiiriky jako konstantni.

18. Popiste algoritmus, ktery v polynomidlnim ¢ase vyfesi tlohu HORN-SAT.

SPLNITELNOST HORNOVSKYCH FORMULI (HORN-SAT)

Instance : Formule ¢ v KNF, kde kazd4 klauzule obsahuje nejvys jeden
pozitivni literal.

Cil : Hleddme ohodnoceni proménnych v, pro néz je ¢(v) = 1,
nebo o¢ekdvame odpovéd, Ze takové ohodnoceni neexistuje.

19. Popiste algoritmus, ktery v polynomidlnim ¢ase vyfesi tilohu 2SAT.

SPLNITELNOST KVADRATICKYCH FORMULT (25AT)

Instance : Formule ¢ v KNF, kde kazd4 klauzule obsahuje nejvys dva
literaly.

Cil : Hleddme ohodnoceni proménnych v, pro néz je ¢(v) = 1,
nebo ocekdvame odpoveéd, Ze takové ohodnoceni neexistuje.
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Kapitola 8

Pseudopolynomidlni a aproximacni
algoritmy

V této kapitole se budeme vénovat tomu, co pozitivniho lze fici o feSitelnosti NP-tiplnych
problémfi a uloh.

8.1 Pseudopolynomidlni algoritmy a silna NP-aplnost

I mezi riznymi NP-tiplnymi problémy a tlohami mtiZe byt co do sloZitosti jejich feSitelnosti
rozdil. Podivejme se napfiklad na tdlohu Batohu definovanou nasledovné.

Baron (KNAPSACK)

Instance : MnoZzina n pfedmétd A = {a;,...,a,}, s kazdym predmétem
asociovand velikost s(a;) € IN a cena ¢i hodnota v(a;) € IN.
Ptrirozené ¢islo B > 0 udavajici velikost batohu.

Cil : Nalézt mnozinu pfedmétti A" C A, kterd dosahuje maximalni
souhrnné hodnoty pfedmétti v ni obsaZenych, a pfitom se pfed-
méty z A’ vejdou do batohu velikosti B. Tj. chceme, aby platilo:

Zs(a) < B
Zv(a) = max Zv(a)

acA’ Y aearr s(a)<B acA”

Pro tuto tilohu mtiZeme zkonstruovat algoritmus, ktery neni sice obecné polynomialni,
ale pro jistym zptisobem omezené instance se polynomidlnim miiZe stat. Algoritmus je
zaloZen na dynamickém programovani. Na vstupu tento algoritmus ocekdva jen pfedméty,
které se do batohu vejdou, tj. jen pfedméty s velikosti nejvys B, coZ je celkem pfirozené, pro-
toZe nemd smysl uvazovat predméty, které se do batohu nevejdou ani samy o sobé. Navic
splnéni této podminky I1ze snadno ovétit. Podobné o vSech pfedmétech mtizeme pfedpokla-
dat, Ze jejich velikost je nenulovd, nebot pfedméty s nulovou velikosti mtZzeme piidat do
batohu vZdy a neni nutné je tedy v algoritmu uvazovat®.

!Navic se zda na prvni pohled ponékud nerealistické uvazovat predmeéty s nulovou velikosti. Snad jeding
pokud bychom vzali vdZné doporucent: , Pfibalte si do batohu dobrou naladu.”
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Algoritmus 8.1.1 Batoh(s, v, B)

Vstup: Pole s velikosti pfedmétti a pole v cen predméti, obé délky n, velikost batohu B.
Predpokladame, ze (Vi € {1,...,n}) [O <sli] < B].

Vystup: Mnozina M pfedméti, jejichz souhrnna velikost nepfesahuje B a jejichZ sou-
hrnna cena je maximalni.

1. V=Y 0[]

2: Necht T je tabulka typu (n+1) X (V +1), na pozici T[j,c],0< j<n,0<c < V,bude
podmnozina indexti {1, ..., j} prvki celkové ceny pfesné ¢ s minimalni velikosti.

3: Necht S je tabulka typu (n+1) X (V +1), na pozici S[j, c] je celkova velikost pfedmétti

v mnoziné T[j, c]. Pokud neexistuje mnozina s pfedméty ceny pfesné c, je na pozici

Slj,c] ¢islo B + 1.

4: forc:=0to V
5: do
6: T[0,c]:=0
7. S[0,c]:=B+1
8: done
9: 5[0,0]:=0
10: for j:=1to n
11: do
12: T[j,0]:=0
13: S[j,0]:=0
14: forc:=1to V
15:  do
16: Tlj,c] =T[j-1,c]
17: Slj,c]:==S[j-1,c]
18: if v[j] < cand S[j,c] > S[j — 1,c — v[j]] + s[j]
19: then
20: Tlj,d=T[j-Le-olj]ulj)
21: S[j,c] :=S[j—1,c—o[j]] + s[J]
22: endif
23:  done
24: done

25: ¢ :=max{c’ | Sn,¢’] < B}
26: return Tn,c|

UkéaZeme si, Ze tento algoritmus najde pfi vhodné implementaci feSeni tilohy Batoh v ¢ase
O(nV). Zda se, tedy, ze jde o polynomialni algoritmus, ale musime si uvédomit, ze velikost
vstupu je pouze O(nlog,(B + V)) a V tedy mtiZe byt exponencidlné vétsi nez vstup.

Poznamka 8.1.2 NS odhad sloZitosti, tedy O(nV') vychazi z predpokladu, Ze aritmetické operace
vyZaduji jen konstantni cas. To pochopitelné nent 1iplné korektni predpoklad, nebot ve chvili, kdy ne-
mdme Zddny odhad na velikost ¢isel na vstupu, nemiiZeme predpoklidat, Ze nap¥iklad scitini bude
konstantni. Na druhou stranu vsechny aritmetické operace vyZaduji jen cas polynomidlni v délce bi-
ndrni reprezentace ¢isel, tedy v log, (B + V), coZ nenti faktor, kteryj by néco zménil na polynomialité
algoritmu . Dovolime si tedy zjednodusent, které je ve sloZitosti obvyklé, a budeme pocitat sloZitost
aritmetickych operact jako konstantni.
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Vv

Véta 8.1.3 Algoritmus nalezne pro zadany vstup mnoZinu predmétii s nejoyssi cenou, jez se
vejdou do batohu velikosti B. Algoritmus pracuje v ase O(nV).

Diikaz: Fakt, Ze algoritmus pracuje v ¢ase O(nV) je v podstaté ztejmy. Kroky 1 az 9 zvlad-
neme jisté v ¢ase O(nV), uvazujeme-li aritmetické operace jako konstantni. Néasleduji dva
vnotené cykly v rdmci nichZ jsou pouZzity aritmetické operace, na néz staci konstantni cas.
I fadek 20 1ze provést v konstantnim ¢ase pfi vhodné reprezentaci mnozin v T[j, c|]. Mtizeme
napiiklad pouZit reprezentaci pomoci bitového pole délky n, nebo pomoci spojového se-
znamu, v obou pfipadech je pfidani prvku do mnoziny jednoduché.

Zbyva ukazat, ze algoritmus pracuje korektné. UkdZeme, Ze na konci béhu algoritmu
spliiuji tabulky T a S vlastnosti, jeZ jsme popsali na fadcich 2 a 3. Jmenovité ukdZeme, Ze:

(i) Na pozici T[j,c],0 < j < n,0 < c < V je po ukonceni algoritmu podmnoZzina indexti
{1,...,j} prvki celkové ceny presné ¢ s minimalni velikosti mezi vSemi takovymi mno-
zinami. Pokud neexistuje mnozina prvku s cenou pfesné c, pak na pozici T|j, c] bude
prazdna mnozina.

(i) Na pozici S[j,c],0 < j < n,0 < ¢ < V je po ukonéeni algoritmu soucet velikosti prvki
v mnozin€ na pozici T[j, c|. Pokud neexistuje mnozina prvku s cenou pfesné ¢, pak na
pozici S[j,c] je B+ 1.

Tyto vlastnosti ukdZeme indukci podle j. Na zac¢atku vyplnime nulty fddek v cyklu na fad-
cich4 az 8, pro j = 0 tedy vlastnosti (i) i (ii) plati. Nyni pfedpoklddejme, Ze vlastnosti (i) a (ii)
plati pro¥adky 0, ..., j—1aukaZme, Ze platiipro j-ty fddek. Na pozici T|j, 0] je vzdy prazdna
mnoZina, nebot to je jisté nejmensi mnoZina prvkia s cenou 0, prvky prdzdné mnozZiny totiz
maji pfirozené nulovou velikost. Takto provedeme nastaveni T[j, 0] a S[j, 0] na fadcich 12 a 13.
Pokud je ¢ > 0, pak na né narazime na vhodném misté v rdmci vnitfniho cyklu. Pro j > 0 a
¢ > 0 mdme dvé moZznosti, bud v nejmensi mnoZzin€ prvki {1,..., j} s cenou ¢ neni prvek j,
potom se jednd o mnozinu uloZenou podle indukéni hypotézy na pozici T[j — 1, |, nebo se
v této mnoziné prvek j vyskytuje. Pokud bychom z této nejmensi mnoZiny prvek j odstranili,
museli bychom dostat nejmensi mnozinu s cenou ¢ — v[j] z prvkt {1,. .., j — 1}, kterd je podle
indukéntho pfedpokladu uloZzena na pozici T[j — 1, ¢ — v[j]]. Z téchto dvou moznosti vybe-
reme tu, kterd ma mensi velikost. Diky tomu také na pozici T, c| uloZime prazdnou mnoZzinu
a na pozici S[j, c] hodnotu B + 1 jediné tehdy, pokud obé mnoziny na pozicich T[j — 1,c| a
T[j —1,c—v[j]] jsou prazdné a obé odpovidajici velikosti jsou B + 1. Zde vyuzivame toho, Ze
porovnavani v kroku 18 je ostré, a tedy k pfifazeni v kroku 16 dojde jediné tehdy, kdyz je
mnozina na pozici T[j — 1, ¢ — v[j]] neprdzdn4, jinak by z prdzdné mnoziny pfiddnim prvku
j vznikla mnoZina neprazdna.

Na zéavér tedy pfi platnosti (i) a (ii) staci v kroku 25 vybrat mnoZinu s nejvétsi cenou.
Mnozina cen, z nichZ vybirame, je vZdy neprazdnd, nebot pfinejmensim S[n,0] =0. m

Poznamenejme jeste, ze ve skutecnosti neni potieba pamatovat si celé matice T a S, staci
uplné jedno pole T" a S’ s aktualnim faddkem matic T a S, pfi¢emZ ale musime toto pole
prochézet v klesajicim pofadi podle cen. To proto, Ze pro uréeni mnoziny na pozici Tj, c|
pottebujeme hodnoty pouze z pfedchoziho kroku, tedy pro j—1 a s cenou nejvyse rovnou c,
pokud tedy pole prochdzime podle klesajicich cen, je vzdy na pozici T’[c’] pro ¢’ < c mnozina
z T[j—1,¢'], totéZ lze Fici o velikostech v poli S’. Tento postup vede k vyrazné tispofe paméti,
nemeéni vSak nic na ¢asové slozitosti, o kterou se v tuto chvili zajimdme piedevsim.

ProtoZe velikost vstupu je O(n log,(B+V)) p¥i standardnim binarnim kédovani, mtize byt
ve skute¢nosti ¢as O(nV) exponencidlni ve velikosti vstupu, a proto nejde o polynomidalni al-
goritmus. Nicméné, pokud by existoval polynom p, pro ktery by platilo, Ze (B + V) < p(n),
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pak by Algoritmus byl polynomidlni. Tuto podminku samozfejmé nelze obecné zaru-
¢it, ale znamend to, Ze pro rozumné mald ¢isla na vstupu pobéZi algoritmus rozumné rychle.
Druhy pohled na véc je, Ze jde o algoritmus polynomidlni, pokud pfedame vstup zakédo-
vany undrné, protoze pii undrné zadaném vstupu je jeho velikost O(n(B + V)). Algoritmtm
tohoto typu budeme fikat pseudopolynomiélni a NP-tiplnym problémiim, pro néZz existuje
pseudopolynomidlni algoritmus, budeme fikat slabé NP-tiplné. Upfesnéme si tyto pojmy
nésledujici definici.

Definice 8.1.4 Necht A je libovolny rozhodovaci problém a I necht je instance tohoto pro-
blému. Pomoci len(I) oznacime délku zakédovani instance I pti standardnim binadrnim ké-
dovéni. Pomoci max(I) ozna¢ime hodnotu nejvétstho &iselného parametru v instanci I. Rek-
neme, Ze A je ciselny problém, pokud pro kazdy polynom p existuje instance I problému A,
pro kterou plati, ze max(I) > p(len(I)).

V pfipadé batohuje tedy len(I) = O(nlog,(B+V)), zatimco max(I) = max({B}U{o[i],s[i] | 1 <
i < n}). Napfiklad LoupeZnici nebo Batoh jsou tedy ¢iselné problémy, zatimco SAT nebo
KLIKA ¢iselné problémy nejsou.

Definice 8.1.5 Rekneme, Ze algoritmus fesici problém A je pseudopolynomidlni, pokud je jeho
¢asova slozitost omezena polynomem dvou proménnych max(I) a len(I).

Algoritmus je tedy ziejmé pseudopolynomidlni. Je-li problém A feSitelny pseudo-
polynomidlnim algoritmem a neni-li A ¢iselny problém, pak je ziejmé tento pseudopoly-
nomidlni algoritmus ve skutecnosti polynomialni. Pokud bychom tedy pro néjaky neciselny
NP-tplny problém, naptiklad kliku nebo splnitelnost, nasli pseudopolynomidlni algoritmus,
znamenalo by to, ze P = NP.

Definice 8.1.6 Necht p je polynom a A NP-tiplny problém. Pomoci A(p) ozna¢ime restrikci
problému A na instance I s max(I) < p(len(I)), tedy instance I je instanci A(p), pokud max(I) <

pllen(D)).

* Rekneme, Ze problém A je silné NP-iiplnyj, pokud existuje polynom p, pro néjZ je pro-
blém A(p) NP-tplny.

* Rekneme, Ze problém A je slabé NP-1iplnyj, pokud pro néj existuje pseudopolynomiélni
algoritmus.

Uvedend definice by pochopitelné ztratila smysl, kdyby platilo P = NP, protoZe potom
by byly vSechny netrividlni problémy z P = NP silné NP-tplné. I pokud to nezmiriujeme,
predpokladame vSak obvykle opak, tedy, Ze plati P # NP. Z naSich pfedchozich tivah plyne,
Ze kazdy neciselny NP-tplny problém je automaticky silné NP-tplny. Pokud bychom pro
néjaky silné NP-tplny problém nasli pseudopolynomialni algoritmus, znamenalo by to, Ze
P = NP. To proto, ze na A(p) by byl tento algoritmus polynomialni. Z toho plyne, Ze napiiklad
problém Batoh je slabé NP-tiplny a totéZ lze fici naptiklad o problému LoupeZznici, pro ktery
lze pouzit jen mirnou modifikaci algoritmu . Je také tfeba zminit, Ze pokud NP # P,
pak existuji i NP-tpIlné problémy, jeZ nejsou ani silné ani slabé NP-tpIné. To je analogické
tomu, Ze pokud NP # P, existuji v NP problémy, jeZ nejsou v Pani nejsou NP-tplné. Jak jiz
bylo zminéno, rozdil mezi Pa algoritmy feSitelnymi pseudopolynomiélnim algoritmem tkvi
ve zpusobu kédovani — bindrniho v pfipadé Pa unarniho v pfipadé pseudopolynomiélniho
algoritmu. Podobné tedy silné NP-tiplné problémy jsou ty NP-tipIné problémy, jeZ ztistanou
NP-tplnymi i v pfipadé undrniho kédovani ¢isel na vstupu.

Jako ptiklad ¢iselného problému, ktery je NP-tiplny ndm mtiZe poslouZit jiz vicekrat zmi-
fiovany problém obchodniho cestujiciho.
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OscHoDNI cestujici (OC, TRAVELING SALESPERSON)

Instance : MnoZina mést C = {cy,...,c,}, vzdalenost d(c;, c;) € IN pro
kazda dvé mésta ¢;, c; € C, pfirozené ¢islo D.
Otazka : Existuje cyklus, ktery navstivi kazdé mésto pravé jednou a je-
hoz délka nepfesahuje D? Tj. existuje permutacert : {1,...,n} -
{1,...,n} takova, Ze

n—-1
(Z d(cn(i)/ Cn(i—i—l))) + d(cn(n)/ CT((I)) < D?

i=1

Véta 8.1.7 Problém Obchodniho cestujiciho je silné NP-iiplny.

Dikaz : Problém OC jisté patifi do tfidy NP, nebot jsme schopni ovéfit v polynomidlnim
¢ase, zda danad permutace mést splituje nase pozadavky, a zfejmé i OC(p) patfi do NP pro
kazdy polynom p. TéZkost problému OC(p) pro vhodné zvoleny polynom p si ukdZeme pte-
vodem z problému Hamiltonovské kruZznice v neorientovaném grafu. UvaZme neoriento-
vany graf G = (V,E) a sestavme na jeho zdkladé instanci obchodniho cestujictho nésleduji-
cim zptisobem. MnoZinu mést C polozime rovnu mnoZiné vrcholtl V, pfedpoklddejme tedy,
ze C =V = {vy,...,v,}. Vzdélenost mezi mésty ¢i vrcholy v;avjproi # jai,j€{l,...,n}
ur¢ime nasledujicim pfedpisem.

0 {v;,v;}€eE
(i, vj) = {1 jina1<]

Hodnotu D poloZzime rovnu 0. Nenf téZké ukazat, Ze v grafu G existuje hamiltonovska kruz-
nice, pravé kdyZ v sestrojené instanci obchodniho cestujiciho existuje cyklus nulové délky,
ktery obejde vSechna mésta, pfi¢emZ navstivi kazdé z nich praveé jednou. Z jedné strany ha-
miltonovska kruznice vyuziva jen hrany nulové délky, z druhé strany cesta nulové délky
vyuzivd jen hrany grafu G. Hodnota maximalniho ¢iselného parametru v sestrojené instanci
je pfitom rovna 1, tedy omezend verze problému OC(1) je stile NP-tiplnd, coz znamend, Ze
problém OC je silné NP-tiplny. =

Dal$imi silné NP-tplnymi ¢iselnymi problémy jsou naptiklad Rozvrhovani ¢i Bin Pac-
king. Najdeme-li k néjakému problému pseudopolynomialni algoritmus, mé to hned dva
kladné dtsledky, jednak 1ze takovy algoritmus pouZit na instance, v nichZ se nevyskytuji
prilis velka ¢isla. Na instancich, kde uz by i pseudopolynomidlni algoritmus pocital p¥ilis
dlouho, je ¢asto alespori mozné nalézt dobrou aproximaci optimalniho feSeni, jak si zahy
ukdzeme v pfipadé Batohu.

8.2 Aproximacni algoritmy a schémata

8.2.1 Aproximacni algoritmy

Koncept aproximacnich algoritmti je velmi uzite¢ny pro feSeni NP-tiplnych optimaliza¢nich
tloh. Pokud nejsme schopni rychle ziskat optimalni feSeni tlohy, mtizeme slevit ze svych
poZadavkii a pokusit se najit feSeni, jeZ neni od toho optimélniho pf#ili§ vzdaleno. Nejprve si
upfesnime pojem optimalizac¢ni dlohy.
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Definice 8.2.1 Optimalizacni iiloha A je bud maximalizacni nebo minimalizacni a sklada se

v V2

z téchto tf1 ¢asti:
1. Mnozina instanci D4 C {0, 1}*.
2. Pro kazdou instanci I € D, je ddna mnoZina p¥ipustnych feSeni S4(I) € {0, 1}".

3. Funkce 4, kterd kazdé instanci I € D4 a kazdému pfipustnému feSeni o € S4(I) ptifadi
kladné racionalni ¢islo ua (I, o), které nazveme hodnotou feseni o.

Pokud je A maximaliza¢ni tlohou, pak optimdlnim feSenim instance I € D4 je 0 € Sa(I), pro
néz je ua(l,0) maximalni (4. pa(l,0) = max{ua(l,0) | o € Sa(I)}). Pokud je A minimaliza¢ni
ulohou, pak optimalnim feSenim instance I € D4 je 0 € Sa(I), pro néz je pa(I, 0) minimalni
(. pa(l,0) = min{ua(l,0) | 0 € S4(I)}). Hodnotu optimalniho feSeni instance I € D4 budeme
oznacovat pomoci OPT(I), pticemz index A budeme ¢asto vynechdvat, bude-lijasné, o jakou
tlohu se jedna. Tj. je-li 0" optimalni feSeni instance I, pak OPT4(I) = pa(l, o).

UvaZzme napfiklad minimaliza¢ni tlohu Vrcholového pokryti, v tomto piipadé je mno-
zina instanci Dyp tvofena Fetézci kddujicimi graf. Pro danou instanci, tedy graf G = (V,E),
obsahuje mnozina p¥ipustnych feseni Syp(G) vSechny mnoziny vrchola S € V, které po-
kryvaji vSechny hrany. Mirou daného piipustného feSeni S je pak pocet jejich prvka, tedy
pvr(G,S) = |S|. Jde o minimaliza¢ni dlohu, nebot se snazime najit co nejmensi mnozinu, kterd
pokryva vSechny hrany. VSimnéme si, Ze najit néjakou mnozinu S, ktera pokryva vSechny
vrcholy, je snadné, staci vzit tfeba mnoZzinu vSech vrcholt S = V, co ¢ini dlohu obtiZznou, je
praveé to, Ze chceme minimalizovat jeji velikost. To je obvyklé u fady tdloh, pro néz hleddme
aproximacni algoritmy, protoze pokud je t€Zké najit viibec néjaké piipustné fesSeni pro danou
instanci, pak je o to t€Z8i najit optimalni feSeni.

Nyni mtizeme definovat pojem aproximaéniho algoritmu.

Definice 8.2.2 Rekneme, Ze algoritmus ALG je aproximacnim algoritmem pro optimalizaéni
tlohu A, pokud pro kazdou instanci I € D4 vrati ALG se vstupem I feSeni o € Sy (I), pfipadné
ohlasi, ze zadné pfipustné FeSeni neexistuje, pokud Sa(I) = 0. Hodnotu fe$eni vraceného
algoritmem ALG na instanci I oznacime jako ALG(I), tj. ALG(I) = pa(l,0), kde 0 € S4(I)
je pripustné feSeni vracené algoritmem ALG. Aproximacni pomér algoritmu ALG definujeme
takto: Pokud je A maximaliza¢ni tiloha, pak raciondlni ¢islo ¢ > 1 nazveme aproximacnim

pomérem algoritmu ALG, pokud pro kazdou instanci I € D, plati, Ze
OPT(I) < e - ALG(I) .

Je-li A minimaliza¢ni tlohou, pak raciondlni ¢islo € > 1 nazveme aproximacnim pomérem al-
goritmu ALG, pokud pro kazdou instanci I € D, plati, Ze

ALG(I) < €-OPT(I) .
Nase definice aproximac¢niho poméru umoznuje pfistupovat jednotné k minimaliza¢nim i
maximaliza¢nim tloham, casto se téz definuje aproximac¢ni pomér pro maximaliza¢ni tlohu

jako obrdcena hodnota ndmi definovaného aproxima¢niho pomeéru, na tom, ktery zptisob
jsme si zvolili, vSak p¥ili§ nezaleZi.

8.2.2 Pfiklad aproximaéniho algoritmu pro Bin Packing

Zacneme jednoduchym aproximacnim algoritmem pro tlohu Bin Packing.
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BiNn Packing (BP)

Instance : Kone¢nd mnozina pfedméta U = {uy, .., u,}, s kazdym pied-
métem asociovand velikost s(u), coZ je raciondlni ¢islo, pro
které plati 0 < s(u) < 1.

Cil : Najit rozdéleni vSech predmétti do co nejmensiho poctu po
dvou disjunktnich mnozin Uy, ..., U, takové, Ze
(Viefl,...,m}) [Zs(u) < 1].

uel;

Nasim cilem je minimalizovat m.

Formdlné je tedy Dgp mnoZzinou fetézct kédujicich instance BP, pro danou instanci I =
(U,s(u)) je mnozina Sgp(I) mnozinou vSech moznych rozdéleni do dostate¢ného mnozstvi
kostt. Mirou feSeni pigp(0) pro o € Sgp(I) je pocet kosti, které feSeni vyuziva, tedy hodnota m.
Rozhodovaci verze tohoto problému je shodna s problémem Rozvrhovéni, jehoz téZkost jsme
si ukazovali v rdmci cvicent, z toho plyne, Ze i tiloha BP je NP-t&zkd. Sance na to, Ze bychom
nasli polynomidlni algoritmus, fesici BP pfesné, jsou tedy malé.

Uvazme jednoduchy hladovy algoritmus, kterym bychom fesili tuto tlohu: Ber jeden pred-
mét po druhém, pro kaZdy predmét u najdi proni kos, do néjz se tento predmét jesté vejde, pokud takovy
ko$ neexistuje, pfidej novy kos obsahujici jen pfedmét u. Tomuto algoritmu budeme fikat ,First
Fit” (FF). Algoritmus FF je zfejmé polynomialni. UkdZeme si, Ze pro kaZdou instanci I € Dgp
plati, Ze FF(I) < 2 - OPT(I), jinymi slovy, Ze aproxima¢ni pomér algoritmu FF je 2.

Véta 8.2.3 Pro kaZdou instanci I € Dgp plati, Ze FF(I) < 2 - OPT(I).

Dikaz : 'V feSeni, které vrati FF je nejvys jeden kos, ktery je zaplnén nejvys z poloviny.
Kdyby totiz existovaly dva kose U;, U; pro i < j, které jsou zaplnény nejvys z poloviny, tak
by FF nepotfeboval zaklddat novy ko$ pro pfedméty z U;, vSsechny by se vesly do U;. Pokud
FF(I) > 1, pak z toho plyne, Ze

n n

FF(I) < [2Zs(ui)w < 2[25(%)},

i=1 i=1

kde prvni nerovnost plyne z toho, Ze po zdvojnasobeni obsahu jsou vSechny koSe plné az na
jeden, ktery miize byt zaplnén jen ¢astecné. Rovnosti bychom pfitom dosahli jediné ve chvili,
kdy by byly vSechny koSe zaplnéné pravé z poloviny, coZ neni podle naseho predpokladu
mozné. Druhd nerovnost plyne z vlastnosti zaokrouhlovani.

Na druhou stranu musi platit, Ze

n

OPT(I) > {Z s(ui)}.

i=1

Dohromady tedy dostaneme, ze FF(I) < 2 - OPT(I). Pokud FF(I) = 1, paki OPT(I) = 1 ai
v tomto pfipadé plati ostrd nerovnost. =

Lze dokonce ukézat o néco lepsi odhad FF(I) < 1£OPT(I) + 2. Na druhou stranu v3ak

existuji instance I s libovolné velkou hodnotou OPT(I), pro néz FF(I) > i (OPT(I) — 1). My

— 10
si ukdzeme p¥iklad instanci, pro néz je FF(I) > 20PT(I), coz neni od 2 p¥ili§ vzdaleno.
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Lemma 8.2.4 Pro libovolnou hodnotu m existuje instance I € Dgp, pro niz je OPT(I) > ma FF(I) >
50PT(I).
3

Dtkaz: Instance bude mit U = {uy,us,..., Uiy}, s témito prvky asociujeme véhy takto:
l4e 1<i<6m,

s(u) ={s+e 6m<i<l12m,

lie 12m<i<18m,

kde ¢ > 0 je dostatecné malé kladné racionalni ¢islo. Optimélni rozdéleni rozdéli prvky do
6m kosti, do kazdého da po jednom prvku s velikostmi 1 + ¢, 5 + ¢, 3 + ¢. Hodnotu & zvolime
dostatecné malou tak, aby se kazda z téchto trojic vesla do kose velikosti 1. Algoritmus FF
bude brat prvky jeden po druhém a vytvoii nejprve m kot kazdy s Sesti prvky velikosti 2 +¢,
pficemz hodnotu ¢ zvolime dostate¢né malou na to, aby se tam vesly, ale protoZe je kladna,
nevejde se k nim nic dalsiho. Poté vytvoti 3m kost, kazdy se dvéma prvky velikosti 3 + ¢,
k nimZ se opét nic nevejde. Nakonec FF vytvoii 6m kost, kazdy s jednim prvkem velikosti

% + ¢. Dohromady je FF(I) = 10m, a tedy %T(I()I) = % n

Pochopitelné brat prvky v libovolném potadi tak, jak to ¢ini FF je nejhloupéj$i moZznou
strategii. Na instanci popsanou v dtikazu lemmatu by pfitom stacilo, kdybychom nej-
prve prvky U setfidili sestupné podle velikosti a poté je umistovali do kost1 v pofadi od nej-
vétsiho k nejmensimu. Algoritmus, ktery postupuje podle této strategie nazveme FFD z an-
glického , First Fit Decreasing”. Lze ukézat, Ze pro libovolnou instanci I € Dgp plati

FFD(I) < %OPT(I) +4.
My si pouze ukazeme piiklad libovolné velké instance, pro nizZ je
FED(I) > %OPT(I).
To ukazuje, Ze uvedeny odhad nelze prili$ zlepsit. Instance bude mit U = {uy, ..., usom},

l+e 1<i<o6m,
L+2e 6m<i<12m,

lie 12m<i<18m,

T—2¢ 18m <i<30m,

kde ¢ > 0 je opét dostatecné malé racionélni ¢islo. Optimélni pocet koSt pro tuto instanci je
9m, 6m kosd, z nichz kazdy obsahuje {1 — 2¢, 1 + ¢, 3 + €} a 3m kosti, z nichZ kazdy obsahuje
{3 —2¢,1 - 26,1+ 2¢, 1 + 2¢). Tento pocet skutené nelze zlepsit, protoZe vsechny kose jsou
zcela zaplnény. Jak se vSak zachova FFD? Tento algoritmus vytvofi dohromady 11m ko$t.
6m kosti bude obsahovat {3 + ¢, ; + 2¢}, 2m kost bude obsahovat {; + ¢, 1 + ¢, + ¢} a 3m
kosti bude obsahovat {3 — 2¢, 1 — 2¢, 1 — 2¢, 1 — 2¢}.
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8.2.3 Uplné polynomialni aproximaéni schéma pro Batoh

Vratme se nyni k tiloze Batohu, pro ktery jsme dfive zkonstruovali pseudopolynomialni al-
goritmus. Tohoto algoritmu vyuZijeme p¥i konstrukci aproximacniho algoritmu, jehoZ apro-
ximaéni pomeér si miizeme piedepsat v rdmci vstupu. Vzpomenime si, Ze algoritmus
pracuje dle véty v &ase O(nV), kde n je pocet pfedmétti a V je jejich celkové cena. Rekli
jsme si také, Ze tento cas by byl polynomiélni, kdyby hodnota V byla omezena néjakym po-
lynomem p(n). Hodnota V' se do odhadu slozitosti algoritmu dostala jako horni odhad
potencidlnich cen pfedmétt v batohu. Pokud provedeme zaokrouhleni cen pfedmétti a poté
jejich pfeskalovani, mtiZzeme zmensit soucet novych cen predmétti a tim sniZit casové néa-
roky algoritmu . Zaokrouhlenim vgak ztratime optimalitu vysledku. Cim hrubgjsi zao-
krouhleni vstupnich cen provedeme, tim rychlejsi béh algoritmu dostaneme, ale tim horsiho
vysledku dosdhneme. Této myslenky vyuZiva algoritmus , kde parametr ¢ urcuje miru
zaokrouhleni vstupnich cen, coz se projevi jednak v ¢asovych narocich algoritmu, jednak
v jeho aproximaénim pomeéru.

Algoritmus 8.2.5 Batoh-apx(s, v, B, ¢)

Vstup: Pole s velikosti pfedmétti a pole v cen pfedmétti, obé délky n, velikost batohu B,
raciondlni ¢islo € > 0. Predpokladame, ze (Vi € {1,...,n}) [O <sfi] < B]

Vystup: Mnozina M pfedmétd, jejichz souhrnné velikost nepfesahuje B.

Spocti index m, pro néjz je v[m| = max; <<, [i].
ife>n-1
then
return {m}
endif
t:= log,(=5)] - 1
c je nové pole délky n.
fori:=1to n
do _
10: cfi] == L)
11: done
12: return Batoh(s, ¢, B) {Viz algoritmus }

Hodnota t, kterd urcuje zaokrouhleni, je samoziejmé zvolena tak, aby sprdvné vysel apro-
ximacéni pomér a ¢asova slozitost algoritmu. Pokud si odmyslime celé ¢asti, mtiZeme nahléd-
nout, ze

[1] olif  2-n-0li
or T o1 - ofm]

Pomér mezi v[i] a v[m] urcuje, kolik procent zabira v[i] vzhledem k v[m]. Zdkladnim cilem
piepoctu je pochopitelné zmensit hodnotu v[m], odpovidajicim zptisobem se proporcionalné
musi zmensit i v[i]. Dal$im dulezitym faktorem je podil ¢ /n. To vychdzi z toho, Ze chceme-li
celkové dosdhnout chyby ¢, mtizeme si na jednom prvku dovolit chybu ¢/n. Ve vypoctu se
uvazuje opacnd hodnota podilu, tedy n/¢, protoze chybu chceme dosdhnout v pfepoctené
hodnoté c[i] a ne v v]i].
UkaZme sinyni, jakého aproximac¢niho poméru a jakého ¢asu dosdhneme s algoritmem

pfi zadané hodnoté .
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Véta8.2.6 Algoritmus pracuje v case O(1n?). Pro libovolnou instanci I = (s, v, B) tilohy Batoh
a libovolné ¢ > 0 plati, Ze

OPT(I) < (1 + €)Batoh-apx(1, €)
Dikaz: Nejprve se zaméfime na aproximacni pomér algoritmu . Pokudje ¢ > n—1, pak
algoritmus vrati mnozinu {m}, to je jisté pfipustné feseni, nebot pfedpokldddme, ze s[m| < B.
Protoze ziejmé OPT(I) < n - v[m], dostavame:

OPT(I) ~ OPT(I) e v[m]
Batoh-apx(I,e)  o[m] ~ o[m]

=n<l+e¢

Nyni pfedpoklddejme, Ze ¢ < n—1.V dalsim dtikazu pouZzijeme nasledujictho pozorovani:
Pro kazdé redlné ¢islo x plati
x—-1<|x]<x. (8.1)

PouZzijeme-li tento odhad na novou cenu c[i], dostaneme

ﬂﬂ—ls{2m|53@

2t 2t 2t
A tedy podle definice c|i] a (El])

oli] — 2" < cfi] - 2! < o[f] (8.2)
VyuZijeme-li pozorovani (El]) pro odhad 2! zdola, obdrzime

1¢-v[m]
4 n

e-v[m]

= 2loga(57)=2 < of (8.3)

a pro odhad shora dostaneme spole¢né s faktem ¢ <n — 1, ze

1 e-vm 1
5 ", <73 v[m] . (8.4)
MnoZina M, kterou algoritmus vrati v kroku 12, spliiuje

Batoh-apx(I, ¢) = Z vli] > Z cli] - 2!,

ieM ieM

e-v[m]

2t < 2log2( Y )-1 —

kde nerovnost plyne z . Necht M" je optimalni feSeni dané instance I, tj. mnozina prvka
s maximdlni cenou v, jeZ se vejdou do batohu velikosti B. ProtoZe M je dle véty opti-
malni feSeni pro instanci I’ = (s, ¢, B), zatimco M" je pfipustné feSeni této upravené instance,
muZeme pokracovat:

Tiemcli] -2 = Tiawcli] -2 2 (dle 8.2)

= Yiem (0[i] = 2) =
= ZieM* U[Z] - ZieM* 2! 2
> OPT(I) —n - 2!
Z toho dostaneme, Ze
OPT(I) , n-2!

< .
Batoh-apx(I, &) ~ * Batoh-apx(J, ¢)
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Staci tedy ukazat, ze

n-2
<e¢€
Batoh-apx(J, ¢)
ProtoZze M je optimalnim feSenim I’ a {m} je pfipustnym feSenim I’, dostaneme, Ze

Batoh-apx(l,¢) = Yemcli]-2'=c[m]-2" > (dle )
> olm] — 2 > (dle B.4)
> olm] - v[m] = Jv[m] .

Dohromady se @ tedy dostaneme, Ze

t .1 eom]
71-2 n 2 n

<
Batoh-apx(I,¢) = 1. o[m]

=£&.

Nyni odhadneme c¢asové néroky algoritmu . Vyjma kroku 12 lze ziejmé vSechny
kroky provést dokonce v ¢ase O(n), tedy v Case linedrnim vzhledem k velikosti vstupu. Zde
opét predpokladame, Ze aritmetické operace I1ze provést v konstantnim case, coZ je zjednodu-
Seni, které jsme si dovolili v poznamce bez Gjmy na obecnosti predpokladat. Z véty
vime, Ze krok 12 zabere ¢as O(nC), kde C = Y./, cl[i]. Sta&i tedy odhadnout hodnotu C.

n - ov[mj - -olm]  4n?

n
R U ) R
4 n

C:Zn:c[i] <n-clm| <

kde predposledni nerovnost plyne z (@). Plati tedy, ze C = O(+n?). Volani algoritmu
tedy zabere ¢as O(n?), tim je dén i celkovy ¢as algoritmu 825 m

8.2.4 Aproximacni schémata

To, co jsme ziskali algoritmem , je postup, jak pro libovolné ¢ > 0 dostat aproximac¢ni
algoritmus pro tilohu Batohu s aproximac¢nim pomérem 1 + ¢, ktery je polynomialni ve veli-
kosti vstupu a 1. Takovému schématu, parametrizovanému hodnotou ¢, budeme fikat tiplné
polynomidlni aproximacni schéma.

Definice 8.2.7 Necht A je libovolna optimaliza¢ni tloha. Algoritmus ALG nazveme aproxi-
macnim schématem pro tlohu A, pokud na vstupu ocekava instanci I € D, a raciondlni ¢islo
¢ > 0 ana vystupu vydd feseni 0 € S4(I), jehoz hodnota se od optimalni 1isi s aproximac¢nim
pomeérem (1 + ¢). Tj. pro maximaliza¢ni tlohu plati, ze

OPT(I) < (1 + ¢)ALG(I, ¢)
a pro minimaliza¢ni tlohu plati, Ze
ALG(I, €) < (14 ¢)OPT(I) .

Predpoklddejme, Ze algoritmus ALG je aproximacni schéma a o¢ekdva na vstupu instanci
I € D, araciondlni ¢islo €. Pomoci ALG, oznac¢ime instanci algoritmu ALG, kde hodnota ¢ je
zafixovédna, vstupem ALG, je tedy jen instance I € D, a béh i vystup ALG, na vstupu I jsou
totoZzné s algoritmem ALG se vstupem I a ¢.

Rekneme, Zze ALG je polynomidlni aproximacni schéma (PAS), pokud je pro kazdé ¢ asova
slozitost algoritmu ALG, polynomidlni v len(I), kde ALG, oznacuje algoritmus vznikly do-
sazenim konstanty ¢ do ALG

Rekneme, Ze ALG je iiplné polynomidlni aproximacni schéma (UPAS), pokud ALG pracuje
v Case polynomialnim v len(I) a +.
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Rozdil mezi polynomidlnim aproximaénim schématem a tplné polynomidlnim aproxi-
mac¢nim schématem je v tom, Ze v piipadé€ PAS se mtiZe ve funkci odhadujici sloZitost algo-
ritmu ALG, objevit hodnota 1/¢ i v exponentu, coZ neni mozné v p¥ipadé UPAS. Napiiklad
sloZitost O(n+) by byla naprosto v pofadku pro PAS, ale nikoli pro UPAS.

Algoritmus @ tedy tvofi tplné polynomidlni aproximacéni schéma pro tlohu Batoh.
Da se ¥ici, Ze tplné polynomidlni aproximacéni schéma maximum, ¢eho lze s aproxima¢nimi
algoritmy dokézat v pfipad¢, Ze nemame piimo polynomidlni algoritmus pro danou tlohu.
Navic technika, kterou jsme pouzili pfi konstrukci algoritmu je obecnéjsi a lze ji pouzit
i v mnoha jinych pfipadech, kdy mame k dispozici pseudopolynomidlni algoritmus, ptred
jehoZ pouzitim jde jen o to vhodné zaokrouhlit vstupni hodnoty.

Tento postup lze i obratit, pokud se ndm pro tlohu A, ktera spliiuje jista omezeni, podafi
popsat UPAS, mtizeme z n&j zp&tné zkonstruovat i pseudopolynomidlni algoritmus pro tuto
ulohu.

Véta 8.2.8 Necht A je optimalizacni 1iloha, jejiZ pipustnd feSeni maji nezdpornou celociselnou hod-
notu. Predpokladejme, Ze existuje polynom dvou proménnijch q, ktery pro kaZdou instanci I € Dy
splriuje

OPT(I) < g(len(I), max(I)).
Pokud existuje 1ipIné polynomidlni aproximacni schéma pro iilohu A, pak existuje i pseudopolynomi-
dlni algoritmus pro A.

Dikaz: Predpoklddejme nejprve, Ze A je maximaliza¢ni tloha, pfipad, kdy A by byla mi-
nimaliza¢ni tloha, bychom probrali analogicky. Necht ALG je tplné polynomidlni aproxi-
macni schéma pro tlohu A, pseudopolynomiélni algoritmus ALG’ feSici ilohu A postupuje
nésledovné: Pro danou instanci I poloZime

e = q(len(I), max(I))™

a pustime ALG,(I). Cas tohoto kroku je polynomialni v len(I) a 1 /¢ = g(len(I), max(I)), dohro-
mady se tedy jednd o polynomidlni algoritmus v len(I) a max(I), tedy o pseudopolynomidlni
algoritmus. ProtoZe ALG je tplné polynomidlni aproximacni schéma a protoze pfedpokla-
déme, Ze A je maximaliza¢ni dloha, dostaneme, ze

OPT(I) < (1 + €)ALG.(I),

tedy
OPT(I) — ALG.(I) < eALG.(I) < eOPT(I) < 1,

kde druhé nerovnost plyne z toho, zZe A je maximalizac¢ni tloha, a tfeti nerovnost plyne z de-
finice ¢ a toho, ze g omezuje velikost OPT(I). Protoze hodnoty pfipustnych feSeni tlohy A
jsou nezdporna cela ¢isla, musi ve skutec¢nosti platit, ze OPT(I) = ALG(I).

Pokud by A byla minimaliza¢ni tloha, postupovali bychom stejné, jen na zavér bychom
dostali, ze

ALG(I) < (1 + ¢)OPT(I),
a tedy
ALG,(I) = OPT(I) < eOPT(I) < 1.

Omezeni kladené na tlohu A neni z praktického hlediska pfili§ vaZné, protoZe redlné
optimalizaé¢ni tlohy nebudou mit obvykle s existenci polynomu omezujictho optimélni hod-
notu feSeni problém. Jako okamZity dtsledek véty dostdvame, Ze pro silné NP-tplné
tlohy, které spliiuji predpoklady této véty, nema asi smysl pokouset se o konstrukci tiplné
polynomiélniho aproxima¢niho schématu.
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Dusledek 8.2.9 Necht A je silné NP-1iplnd optimalizacni iiloha, kterd splituje pfedpoklady véty .
Pokud P # NP, pak neexistuje 1iiplné polynomidlni aproximacni schéma pro tilohu A.

8.2.5 Neaproximovatelnost

V nékterych pfipadech nemtizeme (pokud P # NP) najit ani polynomidlni aproximacni al-
goritmus s konstantnim pomérem. Napiiklad pro tilohu Obchodniho cestujiciho s trojtihel-
nikovou nerovnosti existuje 2-aproximaéni algoritmus (a dosud neni znam zadny lepsi). Pro
tlohu Obchodniho cestujiciho v euklidovské roviné existuje dokonce polynomialni apro-
ximaéni schéma. Na druhou stranu obecna tloha Obchodniho cestujictho bez omezeni ne-
pripousti existenci aproximacniho algoritmu s viibec néjakym konstantnim aproxima¢nim
algoritmem, pokud P # NP.

Véta 8.2.10 Pokud existuje polynomidlni aproximacni algoritmus ALG pro tilohu obchodniho ces-
tujictho s aproximacnim pomérem €, kde € > 1 je konstanta, potom P = NP.

Dikaz: Predpokladejme, Zze ALG je polynomialni aproximacni algoritmus pro tilohu Ob-
chodniho cestujiciho s konstantnim aproxima¢nim pomérem ¢ > 1. UkaZeme, jak tohoto al-
goritmu vyuzit k vyfeSeni NP-tpIlného problému Hamiltonovské kruznice. Necht G = (V, E)
jelibovolny graf, v némz chceme najit hamiltonovskou kruZznici. Zkonstruujeme instanci I ob-
chodniho cestujiciho nésledujicim zptisobem. Mnozina mést bude V, vzdalenost d(u, v) mezi
mésty u a v uréime jako

d(,0) = 1 pokud {u, v} € E
" )e-|V| jinak

Konstrukce je zfejmé polynomidlni a polynomialni je i béh algoritmu ALG na instanci I. Po-
kud v G existuje hamiltonovska kruznice, potom OPT(I) = |V|, protoZe k tomu, abychom
prosli vSechna mésta si vystac¢ime s prechody délky 1. Pokud v G neexistuje hamiltonovska
kruZznice, pakinejlepsi feSeni v I musi vyuZit néktery ptechod délky ¢-|V/|, a proto je v tomto
piipadé OPT(I) > ¢ - |V|. Tato nerovnost je ostrd proto, Ze kruznice ma alesponi dvé hrany a
vSechny maji nenulovou délku. Plati tedy, ze OPT(I) = |V| pravé kdyZ v G existuje hamilto-
novska kruznice, pfi¢emz pokud v G hamiltonovska kruznice neexistuje, plati OPT(I) > ¢|V].
Vzhledem k tomu, ze OPT(I) < ALG(I) < € - OPT(I), znamena to, ze ALG(I) < ¢ - |V]|, pravé
kdyz v G existuje hamiltonovska kruZnice. ProtoZe ALG je polynomidlni algoritmus, ktery
takto fe$i NP-tiplny problém hamiltonovské kruznice, tak P = NP. m

Pokud se za¢neme zabyvat aproximaci, jsou tedy ve sloZitosti NP-tiplnych tloh znacné
rozdily, ackoli uvazime-li jen polynomidlni pfevoditelnost, vypadaji vSechny tyto tilohy jako
stejné tézké. Jsou zde vSak udlohy, které jsou rychle libovolné dobfe aproximovatelné (maji
UPAS) jako napiiklad Batoh, dalsi maji alespoti PAS. MiiZe se stét, Ze pro tlohu A mame
sice aproximacni algoritmus s konstantnim pomérem, ale ne uz s libovolnym konstantnim
pomeérem, napiiklad Vrcholové pokryti, nemaji tedy ani PAS. Konec¢né nejtézsi jsou tlohy,
pro néz dokonce nemtiZeme najit ani aproximacni algoritmus s konstantnim pomérem, jako
je treba Klika nebo Obchodni cestujici, tyto tlohy jsou tedy feSitelné aproximaénimi algo-
ritmy jen velmi obtiZn€, pokud viibec. Na pfikladu Obchodniho cestujictho navic vidime, Ze
nerovnost, zda metrika vzdalenosti je euklidovska), coZ vSak neni nakonec nijak pfekvapivé.
Samoziejmé v8echny tyto tivahy a vysledky plati jen za predpokladu, ze P # NP.
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8.3 Cviceni

N R4

1. UkaZzte, ze néasledujici problém je polynomialné feSitelny:

OMEZENY SOUCET PODMNOZINY

Instance : MnoZina n prvka A, s kazdym prvkem a € A asociovana veli-
kost v(a) € {0, ..., n}, ¢islo B > 0.

Otazka : Existuje mnoZzina prvk@ A’ C A, pro niZ plati, ze

Z v(a) = B?

acA’

2. Definujme optimaliza¢ni tilohu Vrcholového pokryti nasledovné:

VRCHOLOVE POKRYTI

Instance : Neorientovany graf G = (V,E)

Cil : Nalézt co nejmensi vrcholové pokryti grafu G. Tj. cilem je na-
lézt mnoZzinu S C V' s co nejmensim poctem vrchold, pro kte-
rou by platilo, ze (V{u,v} € E) [{u,v} NS # 0).

UvaZme nésledujici jednoduchy aproximacni pro tlohu Vrcholového pokryti:

Algoritmus 8.3.1 Hladovy aproximacni algoritmus pro Vrcholové pokryti

Vstup: Neorientovany graf G = (V,E)
Vystup: Vrcholové pokryti S € V

S:=0
while E # ()
do
Vyber libovolnou hranu e = {u,v} € E.
S:=SU{u,v}
Odstran z E hrany incidentni s # nebo s v.
done
return S

UkaZzte, Ze mnoZina S vracend timto algoritmem skute¢né tvori vrcholové pokryti grafu
G a ze plati |S| < 20PT(G), kde OPT(G) oznacuje velikost nejmenstho vrcholového
pokryti grafu G.

. Popiste, jak s vyuzitim minim&lni kostry zkonstruovat 2-aproximacni algoritmus pro

tlohu obchodniho cestujiciho, pfedpokladdme-li, Ze funkce vzdalenosti spliuje troja-
helnikovou nerovnost.

. Popiste, jak algoritmus z pfedchoziho bodu vylepsit na 2-aproximacni algoritmus za

pomoci kombinace minimalni kostry T a maximdlniho parovani minimélni ceny (vzda-
lenosti) na vrcholech lichého stupné kostry T.

127



Kapitola 9
Dalsi zajimavé sloZitostni tfidy

9.1 Dopliiky jazykt z NP - tfida co-NP

Vimejiz, Ze pokud P # NP, je splnitelnost, tedy SAT téZky problém, ale jsme alespor schopni
ovétit, zda dané ohodnocent je spliiujici. Co kdybychom se u dané formule ale zeptali opacné,
¢ili, co kdybychom se neptali, zda dand formule je splnitelnd, ale zda dand formule je nespl-
nitelna?

NEespPLNITELNOST KNF (UNSAT)

Instance : Formule ¢ v KNF

Otdzka : Plati, Ze pro kazdé ohodnoceni v je p(v) = 0?

U tohoto problému neni vidét, zda patfi do NP, protoze nezndme polynomialné maly
certifikat stvrzujici, Ze formule ¢ neni splnéna pfi zddném ohodnocenti jejich proménnych,
ve skute¢nosti pfevladd nazor, Ze takovy certifikdt ani neexistuje. Na druhou stranu si do-
vedeme pfedstavit polynomidlné velky a ovéfitelny certifikdt negativni odpovédi, protoze
ohodnoceni proménnych v, pro které ¢(v) = 1 ukazuje, Ze ¢ je splnitelnd. Je vidét, ze SAT a
UNSAT jsou v podstaté stejné problémy, zaleZi jenom na tom, jak polozime otazku. Problém
UNSAT je tedy negaci nebo dopliikem problému SAT. T¥idu jazykd, jejichz dopliiky patfi
do tfidy NP, nazveme co-NP.

Definice 9.1.1 Jazyk (problém) A C {0,1}* patti do t¥idy co-NP, pokud jeho dopInék A =
{0, 1} \ A patii do tfidy NP.

Vzpomeneme-li si na definici rozhodovaciho problému , je formélné jazykem SAT
jazyk bindrnich fetézcli, které koduji splnitelné formule. Formalné vzato je tedy doplnék
jazyka SAT jazykem bindrnich fetézcti, které bud nekéduji formule, nebo kéduji sice formule,
ale nesplnitelné. Pfi béZném kédovani jsme vSak jisté schopni jednoduse poznat, zda dany
fetézec kéduje formuli, ¢i nikoli. Mizeme si tedy dovolit jisté zjednoduSeni a jazyk UNSAT,
tedy jazyk nesplnitelnych formuli, opravdu za doplnék jazyka SAT povaZovat.

Misto problému UNSAT se obvykle uvazuje problém Tautologie (TAUT), kde se pro da-
nou formuli v disjunktivné normalni formé (DNF) ptdme, zda je tautologii, tedy zda je spl-
néna pii kazdém ohodnoceni proménnych. Neni téZké si rozmyslet, Ze jde ve skute¢nosti
o tyz problém.

Zptisob prevoditelnosti, pomoci néjz jsme definovali, co je to NP-tipIlny problém, vyuzi-
jeme i pti definici co-NP-tplného problému.

Definice 9.1.2 Jazyk A je co-NP-tplny, patfi-li do tfidy co-NP a pro libovolny jiny jazyk
B € co-NP plati, ze B </, A.
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ProtoZze tfidy NP a co-NP maji zjevné mnoho spole¢ného, neptekvapi nés nasledujici tvr-
zeni:

Lemma 9.1.3 Jazyk A je co-NP-iplny, privé kdyz jeho doplnék A je NP-iplny.
Dtkaz: Plyne pfimo z definice pfevoditelnosti, NP-tplnosti a co-NP-tiplnosti. =

Z toho 1ze jednoduse odvodit i to, Ze pokud by se ukézalo, Ze né&jaky NP-tplny problém
patii do co-NP, pak by bylo NP = co-NP. Protoze tfida polynomiélné rozhodnutelnych pro-
blémt P je zfejmé& uzaviend na doplnky, plati také, Ze P € NP N co-NP. K tomu je potieba
dodat, Ze vSeobecné se predpokladd, Ze NP # co-NP a P ¢ NP N co-NP, pfesto se stidle mtize
ukazat, Ze plati opak.

Tridu co-NP je také moZzné si predstavit jako polynomialné rozhodnutelny predikat, pfed
nimZ pouZijeme vSeobecny kvantifikator. Pfesnéji, je-li A € NP, pak mtizeme napsat

A={x|(dy)P(x,y)},

kde P je predikat rozhodnutelny v polynomidlnim ¢ase v délce x, pro néjz plati, Ze pokud
P(x,y), pak y ma délku polynomidlni v délce x. To plyne z definice tfidy NP. Podobné 1ze
jazyk B € co-NP zapsat jako

B ={x| (Yy)P(x,y)},

kde P spliiuje vySe zminéné pfedpoklady na polynomialitu. Opét si vSimnéme analogie s tii-
dami rekurzivnich jazykt (REK), rekurzivné spocetnych jazyka (RS) a tfidy doplnka rekur-
zivné spocetnych jazykd (co-RS), kde plati podobné vztahy jako v tomto p¥ipadé, pouze ne-
pozadujeme polynomialitu, ale rekurzivitu. Navic v pfipadé rekurzivnich a rekurzivné spo-
¢etnych mnoZin vime, Ze REK = RS N co-RS a RS # co-RS, situace je tedy prece jen trochu
odlisnd. (A mtiZe to byt naopak argument pro¢ si myslet, Ze P = NP N co-NP, ackoli myslet si
muZeme cokoli, nezbyva nam vSak pfesto nez pockat na dtikaz, protoZe do té doby nevime
nic.)

9.2 Pocetni problémy - tfida #P

Je fada tloh, v nichZ nés zajima pocet jejich feSeni. MiiZzeme se napiiklad ptét, kolik spliiuji-
cich ohodnoceni ma dana formule v KNF, nebo kolik perfektnich parovani ma dany bipartitni
graf. Ulohdm tohoto typu budeme fikat pocetni tlohy.

Definice 9.2.1 Funkce f patii do tfidy #P, pokud existuje bindrni relace R v NPF a pro kazdé
x plati, ze f(x) = l{y | (x,y) € R}|. V tom p¥ipadé nazveme f pocetni iilohou asociovanou s R a
budeme ji téZ oznacovat pomoci #R = f.

Nasledujici tvrzeni je jednoduchym dtisledkem definic.

Lemma 9.2.2 Pro kazdy problém A € NP existuje relace R4 v NPF pro kterou plati, Ze x € A &
#R 4 (JC) > 0.

Dikaz : Relace Ry bude obsahovat dvojice (x, y), kde y je polynomidlné velky certifikat
dosvédcujicito, Zex € A. =

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze pokud nds zajima polynomidlni ¢as, neni pftili$ velky roz-

dil mezi vyfeSenim tlohy f(x) nebo jeji rozhodovaci verze, tedy dotazu f(x) > N pro néjaké
N eNN.
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Lemma 9.2.3 Vypocet hodnoty funkce f € #P Ize provést za pomoci polynomidlné mnoha dotazii na
ndlezeni proku do mnoZiny {(x,N) | f(x) > N}.

Dikaz: ProtoZe f € #P, existuje relace R € NPF, pro kterou plati, Ze f = #R. Z definice
plyne, Ze existuje polynom p, pro ktery plati, Ze pokud (x, y) € R, pak |y| < p(|x]). To znamena,
ze f(x) < 2P, pokud uvazujeme x i y jako bindrni fetézce. Bindrnim vyhleddvanim najdeme
hodnotu f(x) dotazy na N = 0, ..., 2°"), protoze bindrni vyhledavani pracuje v logaritmic-
kém case, bude ndm na toto vyhleddni stacit p(|x|) dotazd, je jich tedy polynomialné mnoho.
n

Lemma 9.2.4 Necht f € #P, pak Ize hodnotu f(x) vypocitat v polynomidlnim prostoru vzhledem
Jx].

Dikaz : Necht f € #P, podle definice to znamend, Ze existuje relace R € NPF, pro kterou
plati, ze f = #R. Z definice plyne, existuje polynom p, pro ktery plati, Zze pokud (x, y) € R,
pak |yl < p(lx]), coz znamen4, Ze f(x) < 2°"), a k reprezentaci hodnoty f(x) ndm tedy postaci
p(Ix]) bitt. Algoritmus poéitajici f(x) bude postupné generovat vSechny binarni fetézce y
délky nejvys p(|x]), pro kazdy z nich ovéfime, zda (x, y) € R a pokud ano, zvy$ime hodnotu
f ojedna. K ovéfeni (x, y) € Rndm podle definice NPF sta¢i polynomidlni ¢as, a tedy i prostor,
pro ulozeni y i hodnoty f(x) nam také sta¢i polynomidlni prostor, a celkovy prostor je tedy

polynomidlni. m

funkce, musime si definovat takovy typ pfevoditelnosti, ktery nejen prevede odpovéd typu
ano/ne, ale i hodnotu funkce.

Definice 9.2.5 Rekneme, Ze funkce f : {0,1} — IN je polynomidlné pievoditelnd na funkci
g : {0,1)" = NN, pokud existuji polynomialné spocitatelné funkce o : {0,1}* X N +— IN a
B : 10,1} = {0, 1}, pro které plati, ze

(Y € {0, 1)) [f (%) = al(x, g(B(x)))] -

Intuice za touto prevoditelnosti je ta, Zze pokud dokdZeme spocitat hodnotu funkce g, pak
dokaZeme spocitat jen s polynomidlnim zpomalenim a jednim vypoc¢tem hodnoty funkce g
i hodnotu funkce f, a to tak, Ze nejprve funkci f upravime vstup, spoc¢itame hodnotu funkce
g na novém vstupu a funkci a pfepocitdme hodnotu na tu spravnou. I v pripadé tfidy #P se
zajimdme o ty nejtéZsi alohy.

Definice 9.2.6 Funkce f : {0,1}" je #P-téZkd, pokud je kazda funkce g € #P polynomidlné

prevoditelna na f. Rekneme, Ze f je #P-iiplnd, je-li #P-t&7ka a plati-li soucasné, Ze f € #P.

Stejné€ jako v pripadé NP-tplnosti, i zde je-li funkce f #P-tiplnd, znamena to, Ze jsme
schopni spocitat pomoci ni vSechny funkce z #P. Mame-li funkce f a g z tfidy #P, vime, Ze
kazd4 z nich je asociovand s néjakou tilohou z tftidy NPF. Je-li napfiklad f = #A a ¢ = #B pro
relace A, B € NPF a vime-li, 7e A </ B, pfi¢emz tento pfevod zachova pocet feSeni dloh, pak
i funkci f 1ze polynomidlné pfevést na funkci g.

Definice 9.2.7 Rekneme, Ze relace A € NPF je polynomidlné pFevoditelnd na relaci B € NPF se
zachovdnim poctu feseni, pokud existuje polynomidlné spocitatelna funkce 5 : {0, 1} = {0,1}" a
pro kazdy fetézec x € {0, 1}* plati, ze

Hy | (x,y) e AYl =I{y | (B(x),y) € B}l .

Z této definice i pfedchozich tivah plyne nésledujici pozorovani.
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Lemma 9.2.8 Necht A € NPF je takovd, Ze libovolnou relaci z NPF Ize na A polynomiilné prevést
se zachovdnim poctu fesent, potom #A je #P-1iplnd iiloha.

Pfevody, které jsme si ukazovali, 1ze udélat tak, aby zachovévaly pocty feSeni, proto l1ze
ukdzat, Ze tlohy odpovidajici problémtim, jejichZz téZkost jsme si ukazovali, jsou #P-tplné.
Napftiklad tedy #KACHL, #SAT, #HK, #LOUP a dalsi jsou vSechno #P-tplné dlohy. Kromé

toho vSak existuji i tilohy, které jsou sice polynomialné feSitelné, ale s nimi asociovana pocetni
tloha je #P-tipInd. Jde naptiklad o pfipad splnitelnosti formule v disjuntivné normalni formé.

Definice 9.2.9 Term je konjunkci literdlt, kterd neobsahuje dva literdly s touz proménnou,
napiiklad (x Ay A z). Formule ¢ je v disjunktioné normdlni formé (DNF), pokud je disjunkci
termd, napfiklad (x AYAZ) V(XA Yy)V (yAz) VX

Problém DNF-SAT, tedy splnitelnost formule v DNF je polynomidlné feSitelny, coZ pone-
chame ¢tenarijako jednoduché cviceni. Jak je to vSak s uréenim poctu splitujicich ohodnoceni
formule v DNF?

Véta 9.2.10 Funkce #DNF-SAT je #P-1iplna.

Diikaz : ProtoZe tiloha DNF-SAT ziejmé patii do NPF (dokonce do do PF), patii #DNF-
SAT do #P. PopiSeme, jak prevést #SAT (tj. #KNF-SAT, chceme-li explicitné zdtiraznit, Ze jde
o splnitelnost formule v KNF) na #DNF-SAT. Protoze #KNF-SAT je #P-tiplna funkce, bude to
platiti o #DNF-SAT. Necht ¢ je formule v KNF, pomoci de-Morganovych pravidel pfevedeme
jeji negaci ~¢ na DNF, kterou si ozna¢ime pomoci ¢ = —¢, pak plati, ze

#KNF-SAT (@) = 2" — #DNF-SAT (1)),

kde 7 je pocet proménnych formule ¢. V pfevodu tedy funkce ¢ = (¢) spocita DNF negace
zadané formule v KNF a funkce a(¢, c) odecte pocet c = #DNF-SAT(¢) od 2". To vSe 1ze jisté
provést v polynomidlnim case. m

Kdybychom neprovedli pfevod negované funkce na KNF, mtiZzeme stejné ukazat #P-
tplnost funkce #KNF-FALSE, tedy urceni poc¢tu ohodnoceni, kterd nesplriuji formuli ¢. V ur-
¢itém smyslu je tedy tfida #P uzaviend na doplrky, a to proto, Ze jsme obvykle schopni
spocitat pocet moznych kandidati na feSeni, ktery je v tomto piipadé 2". Z tohoto hlediska
neni nijak pfekvapivé, ze #DNF-SAT je #P-tiplna funkce.

Existuji vSak relace, které nemaji takto pfimocarou souvislost s néjakym tézkym problé-
mem a presto jsou s nimi asociované pocetni tlohy #P-tiplné. Pfikladem mtize byt urceni
poctu perfektnich parovani v bipartitnim grafu. Nalézt jedno perfektni parovani v bipartit-
nim grafu, pokud existuje, miZeme v polynomidlnim ¢ase napiiklad pomoci tokt v sitich,
ale urcit, kolik takovych perfektnich parovani v bipartitnim grafu je, je #P-tiplna tloha. Tato
uloha je ekvivalentni vypoctu permanentu matice. Permanent ¢tvercové matice A typun xn

je definovan jako

per(4) = Y [[ A=),

neS(n) i=

kde prvky S(n) jsou permutace mnoziny {1,...,n}. VSimnéte si, Ze jde o skoro stejny pted-
pis jako v pfipadé vypoctu determinantu, ale v pfipadé permanentu nebereme do tvahy
znaménko permutace. Zatimco tedy spocitat determinant matice 1ze pomoci Gaussovy eli-
mina¢ni metody v polynomidlnim case, tak spocitat permanent je #P-tiplné, a to i v p¥ipade,
kdy prvky matice nabyvaji pouze hodnoty 0 nebo 1.
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9.3 C(Cviceni

1. Rozmyslete si, jak obtizné je rozhodnuti nasledujicich problémi v zavislosti na tom,
je-li ¢ v KNF, DNF, ¢i jde-li o obecnou formuli vyrokové logiky (tj. jsou-li v P, NP¢i
co-NPa jsou-li NP-tézké ¢i co-NP-tézké.

(@) (dv)p(v) =1 (t. SAT ve verzi pro KNF, DNF, obecnou formuli).

(b) (Fv)p(v) = 0 (tj. FALS ve verzi pro KNF, DNF, obecnou formuli).

(c) (Yo)p(v) =1 (. TAUT ve verzi pro KNFE, DNF, obecnou formuli).
(d) (Yo)ep(v) = 0 (. UNSAT ve verzi pro KNF, DNF, obecnou formuli).

2. Je-li ¢ v KNF uvazme néasledujici algoritmus pro test splnitelnosti: Pfeved ¢ do DNF ¢
a otestuj splnitelnost splnitelnost ¢ algoritmem pro DNF-SAT. Bude takovy algoritmus
polynomialni? Odpovéd zdivodnéte.
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