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Uvod



1. Motivace

Tento text obsahuje poznamky, které jsem si zpocatku psal jako predndasejici pro sebe, ale
snazil jsem se je rovnou psét i tak, aby pomohly studenttim p#i studiu tohoto pfedmétu.
Prednéaska by se mimo jiné méla pokusit zodpovédét nasledujici otazky:

(I) Co je to algoritmus?

(II) Co v8echno lze pomoci algoritmi spocitat?

(III) Dokazi algoritmy vyfesit vSechny tlohy a problémy?

(IV) Jak poznat, ze pro feSeni zadané tlohy nelze sestrojit Zzddnym algoritmus?
(V) Jaké algoritmy jsou ,,rychlé” a jaké problémy jimi mtizeme Fesit?

(VI) Jaky je rozdil mezi ¢asem a prostorem?

(VII) Které problémy jsou lehké a které tézké? A jak je poznat?
(VIII) Je lépe zkouset nebo byt zkouseny?
(IX) Jak fesit problémy, pro které nezndme zadny ,rychly” algoritmus?

Jde o otazky, které se vénuji mezim toho, co je mozné vyftesit pomoci algoritm, tedy
mezim ndstrojt, které pouzivaji ti, kdo se zabyvaji informatikou a tedy i programové-
nim. Vyklad za¢neme tou nejzakladnéjsi otazkou, tedy co je to algoritmus.



2. Lehky uvod do teorie algoritmu

V textu se vénujeme algoritmiim, coZ je pojem ponékud téZko uchopitelny. Nez se bude-
me bavit o algoritmech obecné, zkusme se proto chvili zabyvat né¢im méné abstraktnim,
a to programy v jazyce C.

2.1. Za€iname pozdravem
Protoze se budeme déle vénovat algoritméim a programtim, které je implementuji, slusi

se zacit programem, ktery vypiSe na obrazovku tradi¢ni pozdrav, tedy fetézec ,Hello,
world”.

Vypis programu 2.1: Program helloworld.c

#include <stdio.h>

int main(int argc, char sargv([])

{
printf (”“Hello, world\n");

return 0;

Ptiklad takového programu vidime ve vypisu 2.1, nazvéme ho helloworld. c. Po-
divame-li se na tento program, vidime, Ze tento program s jakymkoli vstupem preda-
nym mu na standardni vstup vypiSe jako prvnich dvandct znakt svého vystupu feté-
zec ,Hello, world”aihned skondi. Toto vSak zdaleka neni jediny zptisob, jak napsat
program s touto funkcionalitou, uvazme program helloworld2.c zobrazeny na vy-
pisu 2.2.

Program helloworld2 . c pospusténinacte celé ¢islo n ze standardniho vstupu a po-
té hleda trojici ¢isel x, y, z € IN, pro kterou by platilo x”* + i = z". Pokud je takova trojice
nalezena, je vypsan fetézec ,Hello, world”. K tomu ovSem dojde jen v ptipadé¢, Ze
n = 1nebo 2. Tento je ekvivalentni velké Fermatové vété, coz je tvrzeni, které cekalo témér
400 let na svtij dikaz od chvile, kdy Pierre de Fermat tuto vétu vyslovil. Zamysleme se
vSak obecné nad otazkou, zda je mozné sestrojit program H, ktery by za nas ovéfil, zda

"Volba jazyka C pro pouziti v tomto motivaénim piikladu je viceméné néhodna a bylo by mozné zvolit
jakykoli jiny vy$si programovaci jazyk. Od jazyka C jsou odvozeny dalsi jazyky, které jsou dnes pou-
zivané, proto by syntaxe pouzitd v této sekci neméla byt zcela cizi ani tém, kdo se jinak s jazykem C
nesetkali.




Vypis programu 2.2: Program helloworld2.c

#include <stdio.h>

int exp(int i, int n)
/% Vrdati n—tou mocninu i */

{
int moc, j;
moc=1;
for (j=1; j<=n; 4++j) moc *= i;
return moc;
}

int main(int argc, char =argv|[]) {
int n, total, x, y, z;
scanf ("%d”, &n);
total =3;
while (1) {
for (x=1; x<=total —2; ++x) {
for (y=1; y<=total —x-1; ++y) {
z=total —x—y;
if (exp(x,n)+exp(y,n)==exp(z,n)) {
printf (”Hello, ,world\n”);
return 0;

}
}

++total;




dany program P se vstupem I vypiSe jako prvnich dvanact znakt svého vystupu pravé
,Hello, world”. Zavedme si proto problém HeLLOWORLD.

Problém 2.1.1: HELLOWORLD

Instance: Zdrojovy kéd programu P v jazyce C a jeho vstup I.

Otizka: Je pravda, Ze prvnich 12 znak, které dany program vypise,
je ,Hello, world”? (Nevyzadujeme zastaveni.)
- /

UkdaZeme si, Ze Zadny program v jazyce C za nds problém HeLLowoRrLD nevyfesi. Uva-
Zujme pro chvili (a pro spor), Ze mame takovy program a nazvéme jej tfeba H. Program
H tedy oc¢ekava dva vstupy, zdrojovy kéd programu P v jazyce C a vstup tohoto progra-
mu . V obou pfipadech jde o textové soubory. Situace je zndzornéna na obrazku 2.1.

Odpovéd na

Herroworep(P, 1)

Zdrojovy kod P \ ,ano

Program H

Vstup I / ,ne”

Obrézek 2.1.: Vstup a vystup programu H.

Ve zbytku této podkapitoly pfivedeme existenci programu H ke sporu. Zakladni mys-
lenkou je pfedloZit programu H jeho vlastni zdrojovy kéd a ukazat, Ze program H ne-
dokéaZze nic Fici ani sdm o sobé, natoZ aby to umél obecné o vech ostatnich programech.
Jesté pfedtim v8ak musime program H upravit, protoZe tento program nevypisuje feté-
zec ,Hello, world” zazadné situace a navic o¢ekdva na vstupu dva soubory, zatimco
v problému HELLOWORLD uvaZujeme pouze programy s jednim vstupnim souborem. Pro
zjednoduseni situace budeme uvazovat pouze programy, které spliiuji nasledujici dvé
omezeni:

(i) Predpoklddame, ze vstupni soubory jsou pfedavany vSem uvaZovanym progra-
mtm pouze na standardn{ vstup, ktery ¢tou programy vyhradné funkci scanf?.

*Jde o standardni funkci, jez se v jazyce C pouZiva pro formatovany vstup pro éteni ze standardniho
vstupu. Napiiklad volani scanf (”%d”, &n) pouzité v programu 2.2 nacte ze vstupu fetézec kédujici
celé &islo, které dosadi do proménné n.



Pokud program ocekdvi vice vstupnich souborii (cozZ je pfipad programu H), pak nacte
ze standardniho vstupu nejproe jeden vstupni soubor a poté druhy vstupni soubor. Konec
proniho vstupniho souboru poznd program p¥i nacteni vyhrazeného znaku , EOF”. Vzhle-
dem k tomu, Ze se jednd o textové soubory a Ze programy jsou psané v jazyce C, miize roli
znaku ,EOF” hrit nap¥iklad znak s kédem 0, tj. znak ,, \ 0”.

(ii) Predpoklddame, Ze vystup vSech programti je textovy a Ze je zapisovdn na stan-
dardni vystup, a to vyhradné funkei print £3.

Prvni dpravou programu H bude ndhrada vypisovaného fetézce ,ne” na ,Hello,
world”. Program H; s touto funkci ziskdme nésledujici tpravou: VypiSe-li H jako prv-
ni znak ,,n”, vime, Ze nakonec vypiSe ,ne”. Zménime tedy funkcnost funkce printf
takovym zptisobem, Ze v okamZiku, kdy je tato funkce poprvé zavolana a je-li prvnim
znakem poZzadovaného vypisu ,n”, pak misto svého vypisu funkce print f vypise feté-
zec ,Hello, world” a zajisti (pomocibooleovské proménné), ze od této chvile zadné
volani funkce print £ nevykond zadny vypis. Zkonstruujeme takto program H;, jehoz
funkénost je naznacena na obrazku 2.2.

ZdI‘OjOV}/f koéd P \ ,ano

Program H;

“"

Vstup I ,Hello, world”

Obréazek 2.2.: Funkce programu Hj.

Nasim cilem je pfedloZit programu H; jeho zdrojovy kéd a podivat se, co takto o sobé
program H; bude schopen fici. K tomu staci postavit zdrojovy kéd programu H; do
role vstupniho zdrojového kédu P, musime vSak pfedloZit programu H; také vstupni
soubor I. Polozime tedy I = P a na zdklad¢ této myslenky vytvofime program H», ktery
bude ocekavat jen jeden vstup, a to program P, ktery pfedlozi programu H; jako oba
pozadované vstupy, tedy P i I. Program H, tak jinak pracovat tymz zptisobem jako Hj.
Situace programu H je naznacena na obrazku 2.3.

L | P ! ,ano
kéd P I ) ,Hello, world”

Obrazek 2.3.: Funkce programu Hj.

Program H, ziskame z programu H; nasledujicim postupem:

*Jde o standardni funkci jazyka C pro formatovany vystup. Volani print f ("Hello, world”) prosté
vypiSe na standardni vystup fetézec ,Hello, world”.



1: Program Hj nejprve nacte cely vstup a uloZijej v poli A, které pro tento tcel alokuje
v paméti (napt. pomocimalloc).

2: Poté program H, simuluje préaci H;, pfi¢emz:

a: Ve chvili, kdy H; ¢te vstup (pomoci scanf), Hy misto ¢teni pfistoupi do pole
A.To znamend, Ze zménime implementaci scanf tak, aby misto ¢teni vstupu
etla z pole A.

b: Pomoci dvou ukazatelt do pole A si H, pamatuje, kolik z P a I program H;
precetl (scanf ¢te popofadé, takze ukazatele zacinaji inicializované nulou
a posléze je vzdy pti pfecteni znaky ze vstupu ve funkci scanf program Hj
inkrementuje).

Je ztejmé, Ze takto zkonstruovany program Hj bude mit poZadovanou funkci. To zna-
mend, Ze pokud je mu pfedloZen zdrojovy kéd programu P, pak H; simulaci programu
H; (potazmo H) zjisti, zda P jako prvnich dvandct znakt svého vystupu vypiSe feté-
zec ,Hello, world”. Pokud tomu tak je, vypiSe program Hj na sviij vystup fetézec
,ano”, v opaéném pitipadé vypise Hp na sviij vystup fetézec ,Hello, world”.

Dostane-li H, na vstupu
zdrojovy kéd Hp

\

odpovi
,ano” ,Hello, world”
ﬂ prévé kdyz ﬂ
H; vypise Hj nevypisSe
,Hello, world” ,Hello, world”

Obrézek 2.4.: Pokud zavolame program H; predloZivse mu na vstup jeho vlastni zdro-
jovy kéd, nutné dojdeme k zavéru, Ze ani jedna z moznych odpovédi H,
neni sprdvn4, a tedy program H, nemiiZe existovat.

Polozme si nyni otazku, co se stane, pokud pfedloZime programu H; na vstup jeho
vlastni zdrojovy kéd. V tvahu pfipadaji dvé moZznosti (jez jsou naznaceny na obrdz-
ku 2.4). Bud H, (se vstupem P = H,) odpovi ,,ano”, k tomu mtize ovsem dojit jen v situ-
aci, kdy Hj (v roli P) ve skute¢nosti jako prvnich dvanact znakt svého vystupu vypise
fetézec ,Hello, world”, coZ ovéem neni mozné, bud vypiSe ,ano”, nebo ,Hello,
world”, ale nikoli oboji. Tato moZznost tedy vede ke sporu. Druhou moZnosti je, Ze H»



(se vstupem P = Hy) odpovi ,Hello, world”.To znamend, podle toho, jak jsme pro-
gram H, konstruovali, Ze program H; (nyni v roli P, jemuz je pfedloZen P na vstupu)
ve skutecnosti nevypise jako prvnich dvanéct znakti svého vystupu ,,Hello, world”,
a tedy vypiSe ,,ano”. Opét tak dostavame spor.

Jedinym moZnym zdvérem je, Ze program H, nemtizeme takto zkonstruovat, coz zna-
mend, Ze program H; a zejména ani program H nemohou existovat. Problém HeLLowoRLD
neni feSitelny Zddnym programem v jazyce C. Tento fakt jsme ukazali sporem s pouZzi-
tim diagonalizace, pozdéji se dostaneme k tomu, v ¢em diagonalizace spocivéd a z ¢eho

pochdzi tento nézev.

2.2. Vola ¢i nevola program funkci foo?

vvvvvv

funkci s danym jménem, tomuto problému budeme fikat VoLANf FUNKCE £o0.

p
Problém 2.2.1: VoLAN{ FUNKCE foo

Instance: Zdrojovy kéd programu Q v jazyce C a jeho vstup V.

Otazka: Zavola program Q pfi béhu nad vstupem V funkci jménem

foo?
N\ J

UkdaZzeme si, Ze ani tento problém neni mozné vyfesit Zddnym programem v jazyce
C. Nyni v8ak vyuZijeme toho, Ze uZ mame jeden nerozhodnutelny problém, a to pro-
blém HerroworLp. Ukazeme, Ze kdybychom byli schopni rozhodnout problém VorLANt
FUNKCE foo programem Hj v jazyce C, mohli bychom rozhodnout i problém HeLLowoRrLD
(jinym) programem H v jazyce C. ProtoZe vime, Ze takovy program H neexistuje, uka-
Zeme tim, Ze ani program H3 rozhodujici VoLANT FUNKCE £oo nemftiZe existovat.

Presnéji, ukdzeme, jak prevést problém HELLOWORLD na problém VOLANI FUNKCE Foo. Pou-
Zijeme k tomu zptisob pfevodu jednoho problému na druhy, ktery je naznac¢en na obréz-
ku 2.5. Uvazme problém A a problém B (kazdy z nich je dany popisem toho, jak vypada
instance problému a jakou otdzku si klademe o takové instanci). P¥i pfevodu problému
A na problém B musime popsat pfevodni algoritmus, ktery pfetvoii instanci @ problému
A na instanci g problému B. Pfi¢emZ musime zajistit, aby platilo, Ze kladnd instance pro-
blému A (tedy instance, na niz je odpovéd kladnd) je pfevedena na kladnou instanci
problému B a zdpornd instance problému A (tedy instance, na niz je odpovéd zapornd)
je pfevedena na zdpornou instanci problému B. Potom mtizeme ¥ici, Ze mame-li pro-
gram Hp, ktery rozhoduje problém B, jsme schopni zkonstruovat program Hy, ktery
rozhoduje problém A: Program Hy se vstupem a prosté pouZzije pfevodni algoritmus
pro vytvoreni instance f problému B, na niZz pusti program Hp a vrati touz odpovéd
jako tento program.

UkdaZeme sinyni, jak v tomto smyslu pfevést problém HeLLowoRLD na problém VoLAN{
FUNKCE foo. JiZ vime, Ze nemtiZe existovat program v jazyce C (a ani v jiném programo-
vacim jazyce), ktery by byl schopen rozhodnout problém HeLLoworLD, dostaneme tak,




Instance « Pfevodni Instance f3
problému A algoritmus problému B

Pravé kdyz na ptvod-
ni instanci a problému Rozhodni B
A je odpovéd ano.

Pravé kdyz na ptvod-
ni instanci a problému
A je odpovéd ne.

Obrazek 2.5.: Princip pfevodu problému A na problém B.

Ze ani problém VoLANi FUNKCE foo nelze rozhodnout programem v jazyce C.

Vyjdeme z instance problému HeLLowoRLD a popiSeme postup, jak ji pfevést na instan-
ci problému VoLANi FUNKCE foo. Instance obou problémt vypadaji podobné — jedna
se vzdy o dvojici programu a vstupniho souboru. UvaZzme tedy dvojici P, I, ktera tvoii
instanci problému HeLLoworLD, kde P je zdrojovy kéd programu a I je vstupni soubor.
PopiSeme postup, ktery tuto dvojici pfetvori do jiné dvojice Q, V, kde Q je zdrojovy kéd
programu a V je vstupni soubor, pfitom tento postup zabezpeci, Ze P, I je kladnou instan-
cf problému HeLLoworLp, pravé kdyz Q, V je kladnou instanci problému VOLAN{ FUNKCE
foo. Pfesngji, Ze:

P se vstupem I vypiSe

jako prvnich dvanéct Q se vstupem V zavola (2.1)
znakt svého vystupu fe- funkci foo.

tézec ,Hello, world”.

Pti pfevodu P, I na Q, V budeme postupovat nésledujicim zptisobem:

1: Je-li v P funkce foo, pfejmenujeme ji i vSechna jeji volani na dosud nepouZité
jméno (refaktoring, vysledny program nazveme Py).

2: K programu P; pfiddme funkci foo, funkce nic nedéld a neni voldna (—=P3).

3: Upravime program P, tak, aby si pamatoval prvnich dvandact znak, které vypiSe
a ulozil je v poli A. Jde prosté o ipravu implementace funkce print £, A je nové
pole znakti o dvanécti prvcich, jeZ se v programu jinak nevyskytuje a je lokalni
nové implementaci funkce print £. (=P3).



4: Upravime program P3 tak, Ze pokud pouZije pfikaz pro vystup, zkontroluje pole
A, je-li v ném alespori dvanéct znakli a na za¢atku obsahuje ,Hello, world”.
Pokud ano, zavold funkci foo (tim dostaneme vysledny program Q, vstup V po-
lozime roven I, tedy V =1).

Nahlédnéme nyni, Ze skute¢né plati ekvivalence (2.1).

= Pfedpokladejme nejprve, Ze program P se vstupem I vypiSe jako prvnich dvanact
znakt svého vystupu fetézec ,Hello, world”.Potom to program Q se vstupem
V =1 ve své implementaci printf zjisti a zavola funkci foo.

< Na druhou stranu pfedpokladejme, Ze program Q se vstupem V = I zavola funkci
foo. Z konstrukce programu Q vyplyvé, Ze k tomuto volani mize dojit jen tehdy,
pokud Q ve své implementaci funkce printf zjisti, Ze pole A obsahuje fetézec
,Hello, world”. Toje ovSem moznéjen pokud ptivodni program P se vstupem
I vypsal jako prvnich dvandct znakt svého vystupu fetézec ,Hello, world”.

Y ¥

Z toho vyplyvé, Ze problém VoLANT FUNKCE foo neni feSitelny programem v jazyce C.

2.3. Nevyhody jazyka C pro budovani teorie algoritmu

Ve zbytku tohoto textu je nas$im cilem popsat prostfedky pro popis algoritmi. Pro tento
ucel bychom jisté mohli vyuZzitjazyk C s tim, pokud bychom pfipustili, Ze kazdy algorit-
mus lze implementovat v jazyce C (coZ nyni poznamendvame s védomim toho, Ze jsme
dosud nespecifikovali formalné, co myslime pojmem algoritmu). Jazyk C (jakoZ i jiny
vys$si programovaci jazyk) ma vsak pro tyto tcely fadu nevyhod.

(I) Jazyk C je p1ili§ komplikovany. Jinymi slovy, pokud bychom skute¢né pouzit ja-
zyk C pro teoreticky popis algoritmt, museli bychom vénovat zna¢né tsili tomu,
abychom si popsali, co myslime jazykem C, tedy popsat jeho specifikaci. Ta je dosti
sloZita a nejspis bychom narazili i na fadu nejasnosti a nejednoznacnosti.

(II) Museli bychom definovat vypocetni model (tj. zobecnény pocitac), ktery bude
programy v jazyce C interpretovat. To proto, Ze k tomu, abychom skutecné by-
li schopni algoritmem zapsanym jako program v jazyce C néco spocitat, musime
jej prelozit a spustit na pocitaci. Zptisob pfekladu a interpretace pfeloZeného ko-
du je pochopitelné podstatné pro zodpovézeni otdzek souvisejicim s tim, co a jak
rychle je mozno programy v jazyce C spoditat.
(IIT) V dobé vzniku teorie nebyly proceduralni jazyky k dispozici, proto je teorie v lite-
dovana a nedavéa proto smysl pfepisovat ji pomoci sloZitéjsich prosttedki.

NP

Misto jazyka C nebo jiného vyssiho programovaciho jazyka potfebujeme tedy zvo-
lit vypocetni model, ktery bude dostatecné jednoduchy, aby bylo moZzno jej jednoduse
popsat, ale i dostate¢né silny, aby zachycoval to, co si pfedstavujeme pod pojmem algo-
ritmu.
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2.4. Bibliografické poznamky

Motivacéni priklady popsané, tj. nerozhodnutelnost problémt HeLLoworLD a VOLAN{
FUNKCE foo, byly pfevzaty z [4].
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3. Definice a konvence

V této kapitole zavedeme zdkladni pojmy a konvence pouZité v textu.

3.1. Logika a logické formule

Pro zépis logickych formuli budeme pouzivat béZzné uzivané logické spojky. Obcas bu-
deme pracovat s formulemi v konjunktivni normalni formé a formulemi v disjunktivni
normaélni formé.

Literdl je bud proménna nebo jeji negace, proménnou x nazveme pozitivnim literilem
a jeji negaci —x nazveme negativnim literdlem. Klauzule je disjunkci literali, kterd neobsa-
huje dva literdly s touz proménnou, napiiklad (x v i v z). Formule ¢ je v konjunktivni
normdlni formé (KNF), pokud je konjunkci klauzuli, napfiklad (xvyvz)A(Xvy)A(yvz)AX.
Term je konjunkci literdlt, kterd neobsahuje dva literdly s touz proménnou, napiiklad
(x Ay AZ). Formule ¢ je v disjunktivné normdlni formé (DNF), pokud je disjunkci termf,
napfiklad (x Ay AZ) vV (XAYy) vV (yAz) VX

Je-li ¢ formuli na n proménnych a t € {0,1}", pak pomoci ¢ () ozna¢ime hodnotu, na
kterou se ¢ vyhodnoti, pfifadime-li proménnym hodnoty dané vektorem t. Hodnota 0
oznacuje lez, ¢i false, zatimco hodnota 1 oznacuje pravdu, ¢i true.

3.2. Mnoziny, relace a funkce

V této ¢asti zavedeme pojmy souvisejici s mnoZzinami a pfirozenymi ¢isly.

3.2.1. Mnoziny

Jsou-li A a B mnoziny, pak

A UB oznacuje sjednoceni mnoZzin A a B.

An B oznacuje pranik mnozin A a B.

AN B oznacuje rozdil mnoZin A a B.

A x B oznacuje kartézsky souc¢in mnoZin A a B.

A" pro n > 0 je n-ta kartézskd mocnina mnoZiny A a je definovana jako A = Al a A" =
A" x A, pron > 1.

|A| oznacuje pocet prvki mnoziny A, samozfejmé jen pokud je A konec¢na.
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Jsou-li Ay,..., A, mnoziny (an > 1) aay € Ay,a2 € Ay, ...,a, € A, prvky téchto mno-
zin, pak uspofadanou n-tici tvofenou témito prvkymi oznacujeme pomoci (ay,...,a,).
Ziejmé plati (a1,...,a,) € A1 x Ap x --- x A,. Pokud navic A = A} = Ay = -+ = A,, pak
(a1,...,a,) € A™.

Potencni mnoZinou mnoZziny A je mnozina jejich podmnoZin, kterou definujeme jako

£(A)={B|Bc A} (3.1)
V pifpadé koneéné mnoziny A plati, ze |P(A)| = 214I. Specialng |(A)| je vzdy neprazdna,

nebot vzdy obsahuje pfinejmensim prdzdnou mnoZzinu.

3.2.2. Relace

Pro n > 1 definujeme n-drni relaci R mezi mnoZinami Ay, ..., A, jako mnoZzinu uspofdda-
nych n-tic R ¢ Ay x -+ x Ay, n-drni relaci R na mnoZiné A pak definujeme jako mnoZinu

v vz

uspofddanych n-tic R ¢ A”. Relaci budeme téz fikat predikit.
Zvlastni roli hraji bindrni relace, tedy relace arity 2. O relaci R ¢ A? fekneme, Ze je

Reflexivni pokud pro kazdé x € A je (x,x) e R.

Antireflexivni pokud pro kazdé x € Aje (x,x) ¢ R.

Symetricka pokud pro kazdé x,y € A plati, ze je-li (x,y) € R, paki (y,x) e R.

Antisymetricka pokud pro kazdé x, y € A plati, Zeje-li (x,y) e Ra (y,x) € R, pak y = x.

Tranzitivni pokud pro kazdé x,y,z € A plati, zejje-li (x,y) e Ra (y,z) € R, pak (x,z) € R.
Zvlastni typy relaci, které uvaZzujeme, jsou napiiklad.

Ekvivalence tedy reflexivni, symetricka a tranzitivni relace.

Casteéné usporFadani tedy reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni relace.

Kvaziusporadani tedy reflexivni a tranzitivni relace.

Undrni relace ¢i predikédt R ¢ A md aritu 1 a tedy jde pouze o podmnoZinu mnoZiny A.

3.2.3. Zobrazeni a funkce

Zobrazenim & funkci z mnoziny A do mnoZziny B minime relaci f ¢ A x B pro kterou plati,
ze pro kazdy prvek x € A existuje nejvys jeden prvek y € B, pro ktery plati, ze (x,y) € f,
tuto skute¢nost ¢astéji piSemejako f(x) = y. Fakt, Ze f je funkce z mnoziny A do mnoziny
B zapiSeme pomoci

f+A—-B.

Pokud je funkce f zobrazenim z mnoziny Aj x Ay x---x A, pro néjaké n > 1 do mnoziny B,
hovotfime o n-arni funkci (p¥icemz pokud je n = 1, jde o undrni funkci a pokud je n = 2,
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jde o bindrni funkci). V takovém piipadé piSeme hodnotu funkce f pro n-ticiay,...,a,

jako f(ay,...,a,).
Definicnim oborem (také doménou) funkce f € A x B je mnoZina

dom f = {x | 3y)[f(x) =y},

pticemz pro x € dom f je hodnota funkce f definovand, coz zapiseme pomoci f(x) |,
zatimco pro x ¢ dom f je hodnota funkce f nedefinovand, coz zapiSeme pomoci f(x) 1.
Fakt, Zze hodnota funkce f(x) je definovana pro x € dom f a soucasné je tato hodnota
rovna y € B, budeme také psat pomoci f(x) |= y. Oborem hodnot funkce f je mnoZzina

mg f={y | (3x) [f(x)} rf(x) = y]}.

Pokud je f : A — B pro mnoziny A a B a pokud plati, Ze dom f = A, pak jde o totdlni
funkci, v opa¢ném hovofime o ddstecné funkci.
O funkci f : A - B fekneme, Ze je

Prosta pokud pro kazdé dva prvky x1,x, € dom f, plati, Ze je-li f(x1) = f(x2), pak
X1 = X7.

Na pokud rng f = B.
Vzajemné jednoznacné zobrazeni (téZ bijekce) pokud je totdlni, prosta i na.

Jsou-li f: B - Cag:A — B funkce, pak sloZzenim téchto funkci dostaneme funkci
(fog): A — C, ktera je definovand pravé pro ty prvky x € A pro néz je x € domg
a g(x) edomf, tj.

dom(fog)={xedomg|g(x)edomf}.

Pro kazdy prvek x e dom( fog) definujeme (fog)(x) = f(g(x)). Podobné bychom mohli
zavést i slozeni funkci vice parametrd, pfi¢emz pokud je f funkce arity n, pak uvazujeme
n vnitfnich funkci g1,..., gu-

Budeme obcas pouZzivat anonymni funkce, tj. nepojmenované funkce definované vy-
razem. K jejich zapisu budeme pouzivat Churchovo A-znaceni: Je-li V vyraz, pak pomoci
Ax1xy...x,V oznaéime funkci na proménnych xi,xy,...,x,, kterd je dand vyrazem V.
Napftiklad Aabc[a + c] je funkce, kterd ocekdva tti (¢iselné) parametry, 4, b a ¢ a hodno-
tou této funkce je soucet prvniho a tfettho parametru. VSimnéme si, Ze samotny zdpis
a +c neni dostate¢ny, protoze nespecifikuje pfesné, kolik parametrti funkce o¢ekdva ani
jejich poradi.

Je-li A mnoZina prvkt z univerza U (tedy A ¢ U), pak pomoci x4 budeme znacit
charakteristickou funkci mnoZiny A, jde o funkci x4 : U - {0,1}, kde

1 xe€A

XA(X):{O i A

Speciélné, pokud A je n-arni relace (&i predikat), pak mtizeme také hovofit o charakte-
ristické funkci této relace (¢i predikatu). Charakteristickd funkce je vzdy totalni.
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3.3. Cisla a spoéetné mnoziny

V této ¢asti zavedeme pojmy souvisejici zejména s pfirozenymi ¢isly, pfipomeneme si
také, co myslime pojmem spocetné mnoziny.

3.3.1. Cela a pfirozena Cisla

Mnozinu celych ¢isel ozna¢ujeme pomoci Z, mnoZzinu pfirozenych ¢isel pak pomoci
N, pfi¢emz nulu povazujeme za piirozené &islo (tj. 0 € IN). Doplitkem mnoziny A ¢
N minfme mnoZinu A = N \ A. MnoZinu reédlnych &isel budeme oznacovat pomoci R
a mnoZzinu raciondlnich ¢isel pomoci Q.

3.3.2. Mohutnost mnoziny, spocetné a nespocetné mnoziny

MnoZiny miizeme mezi sebou porovnavat s pomoci mohutnosti nasledujicim zptisobem.
Jsou-li A a B mnozZiny, pak fekneme, ze

1. mnoZzina A md shodnou nebo mensi mohutnost nez mnozina B, pokud existuje prosté
zobrazeni f : A —» B,

2. mnoZzina A mé shodnou mohutnost s mnozinou B, pokud existuje bijekce f : A - B
a

3. mnoZzina A mda mens$i mohutnost nez mnozina B pokud plati bod 1, ale nikoli bod 2.

Napftiklad je-li A ¢ B, pak je mohutnost mnoZiny A shodna nebo mensi neZ mohutnost
mnoziny B. Rekneme, Ye mnoZina A je spocetnd, pokud je jeji mohutnost shodnd nebo
mensi neZ mohutnost mnoziny ptirozenych ¢isel IN. To znamen4, Ze kazdému prvku A
miizeme piifadit néjaké pfirozené ¢islo takovym zptisobem, Ze dvéma rtiznym prvkim
vzdy pfifadime dvé rtiznd pfirozena ¢isla. Napiiklad kazd4 kone¢nd mnozina je ziejmé
spocetna.

Plati, Ze sjednoceni, prinik, rozdil i kartézsky soucin spocetnych mnoZin jsou opét
spocetné mnoziny, specidlné je-limnoZzina A spocetnd, pak i mnoZzina n-tic A" je spocetna
pro kazdé n.

Cislovani n-tic pFirozenych &isel

Pokud chceme naptiklad ukazat, Ze IN? je spodetna mnoZina, mtizeme uvazit Cantorovu
funkci dvojice, kterd je definovana nésledujicim predpisem:

(x+y)(x+y+1) oy

: (32)

(X, y) =

Tato funkce je dokonce bijekci mezi IN? a IN, zptisob, jakym ¢&isluje tato funkce dvojice
¢isel, je naznacen na obrazku 3.1.
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Obrézek 3.1.: Poradi, v jakém Cantorova parovaci funkce ¢isluje dvojice pfirozenych &i-
sel.

Z toho pfimo plyne, Ze mnoZzina raciondlnich ¢isel Q a tedy i mnoZzina celych ¢isel
Z. jsou spocetné, protoze raciondlni ¢islo odpovida dvojici ¢isel ptirozenych — délenci
a déliteli.

Cislovéani dvojic ptirozenych &isel mtizeme roz&ifit na n-tice pro n > 2 induktivnim
zpusobem:

T2(X1,X2) n=2

(3.3)
(X, 1 (X2, .., %)) n>2

T (X1, ..., Xn) :{

Funkce 7t,,(x1,...,x,) je bijekci mezi IN" a IN. Davé proto smysl zavést inverzni funkci
projekce. Pomoci n,‘l%(:)]N — NN, kde n,i ¢ N a i < n ozna¢ime funkci jedné proménné
definovanou nésledujicim pfedpisem:

15 (T (X, ., X)) = X (3.4)

Funkee 7, }(2) si vylozi parametr z jako kéd n-tice x4, ..., x, a vrati jeji i-tou slozku,
tedy x;.

Nespocetné mnoziny
Je potieba také zminit, Ze napfiklad mnoZina redlnych ¢isel R spocetnd neni a spocetnd

neni ani mnozina {(IN). Podle Cantorovy véty navic plati pro kazdou mnozinu A, Ze jeji
potenéni mnozina P(A) ma vétsi mohutnost nez A.
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3.4. Retézce a jazyky

V této ¢asti zavedeme pojmy souvisejici s Fetézci a jazyky.

3.4.1. Retézce

Abeceda je kone¢nd mnoZina znakt . Retézec nebo také slovo nad abecedou L je po-
sloupnost znaki, psand obvykle za sebou bez mezer. Napiiklad je-li X = {a,b,¢,d}, pak
abc, cd, ddadb jsou slova nad abecedou L. MnoZinu vsech fetézcti nad abecedou X ozna-
¢ujeme X*, pFi¢emz pokud je abeceda L jednoprvkovd, tedy napiiklad X = {1}, pak
misto {1} piSeme téz 1*. Prizdny fetézec oznacujeme ¢. Délkou slova w € L* rozumime
pocet znakt v tomto slové a ozna¢ujeme ji |w|. Napfiklad |e| = O, |abc| = 3. Je-li w € ¥
fetézecaie {1,...,|w|} index, pak w[i] oznacuje i-ty znak Fetézce w.

Mnozinu véech slov délky i pro i € IN nad abecedou T oznaéime pomoci X/, plati
zfejmé, ze

=zl
ieN

Jsou-li u,v € X* slova nad abecedou X, pak jejich konkatenaci je slovo w = uv vzniklé
tak, Ze slovo v pfipojime za slovo v. Napfiklad konkatenaci slov abc a ba je slovo abcba.
Ztejmé plati, Ze w = we = ew pro kazdé slovo L*. Je-li w € L* slovo a i € IN, pak w’
oznacuje slovo w zapsané i-krat za sebou, p¥itom pro i = 0 dostdvame w” = ¢. Naptiklad
a* = aaaa, a®b® = aabbb, (ab)? = abab. Pomoci wR
tedy slovo, které vznikne otocenim potadi znakt ve slové w. Naptiklad (abcd )R =dcba.

oznacujeme zrcadlovyj obraz slova w € X.*,

3.4.2. Usporadani fetézcu

Pro porovnavani fetézcti budeme pouZivat variantu lexikografického uspofddéani, kde
prvnim kritériem pro porovnani je délka fetézce, pricemz fetézce s touz délkou jsou
porovnany jako ve slovniku. Této varianté budeme ¥ikat shortlex usporddini.

Definice 3.4.1 (Shortlex uspofdddni) Necht X je abeceda, pfedpokladejme navic, ze
mame k dispozici relaci linedrntho uspofddédni na znacich abecedy (které oznaéime po-
moci <). Necht x, y € " jsou dva rtizné fetézce. Rekneme, Ze fetézec x je mensi v shortlex
usporddini nez y, pokud bud

e |x| < |y|, nebo

o |x=lylaje-lii=min{j|x[j]#y[i]}, pak x[i] < y[/].

Tento fakt ozna¢ime pomoci x < y. Obvyklym zptisobem definujeme dalsi varianty to-
hoto znaceni (<= — mensi nebo rovno, > — vétsi a > — vétsi nebo rovno). <
Napftiklad pokud X = {a,b}, kde a < b, pak fetézce z L* v shortlex uspofadani maji
poradi: €,a,b,aa,ab,ba, bb,aaa, aab,aba, . . ..
Je potieba si uvédomit, Ze shortlex uspofddéni se lisi od slovnikového usporadani (tj.
zptlisobu tfidéni fetézct bézné uzivaného ve slovnicich). Ve slovnikovém uspotadani
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se obvykle krat3i z fetézct x a y pfed porovnanim doplni mezerami zprava na délku
delsiho fetézce (kde mezera je znak mensi neZ vsechny ostatni). Potom teprve probéhne
porovnani podle prvniho li$iciho se znaku. Slovnikové uspofddani neni ovsem vhodné
v situaci, kdy mdme nekone¢nou mnozinu fetézcti. Je-li naptiklad X = {a,b}, kdea < b,
pak v I* je jen pét fetézctl, jez jsou mensi nez ba v shortlex uspofddani. Na druhou
stranu je ovSem v X* nekone¢né mnoho fetézcti, které jsou mensi nez ba ve slovnikovém

usporddani (jde o prazdny fetézec a dale vSechny fetézce zac¢inajici znakem a).

3.4.3. Jazyky

MnozZiné slov L ¢ X* nad abecedou X fikdme jazyk (nad abecedou X). Napiiklad L =
{ab, cd} je jazyk se dvéma Fetézci, jazyk L = @ je prazdny ajazyk L = {a'b’ | i e N} je jazyk
slov tvaru a'b’ pro i € N. Doplitkem jazyka L nad abecedou T myslime jazyk L = Z* \ L.
Konkatenaci dvou jazyka Ly a L, nad abecedou X vznikne jazyk Li - Ly = {wjw; | w; €
Ly, wy € Ly }. Kleeneho uzdvérem jazyka L je jazyk

L* ={w]| (Ike N)(Fwy, ..., wp € L)[w = wiw, ... w]}.

3.4.4. Cislovani fetézct

Maéame-li definované uspofddani fetézcti, mtizeme tyto fetézce ocislovat. Toho budeme
¢asto vyuzivat zejména u bindrnich fetézci, ¢islovani fetézct vSak miizeme definovat
obecné. UvaZme pevnou kone¢nou abecedou X. Ke kazdému fetézci w € Z* definujeme
jeho index

index(w) = [{u | u < w}|

Hodnota index(w) je tedy definovana jako pocet fetézct, které jsou mensi nez w v short-
lex usporadani. Naptiklad index(¢) = 0. Z definice shortlex uspofadani plyne, ze index(w)
je dobfe definované ptirozené ¢islo (tj. jeho hodnota je kone¢nd). Plati dokonce, Ze index
je bijekci mezi X* a IN.

Mnozina X* je spocetnd, nebot mame bijekci ©* na IN. Z toho plyne, Ze i libovolny ja-
zyk L ¢ X" je spocetny. Soucasné tim dostdvame vzajemné jednozna¢nou korespondenci
mezi mnozinami pfirozenych ¢isel a jazyky nad abecedou X. MnoZiné pfirozenych ¢i-
sel A ¢ IN odpovidd jazyk L = {w | index(w) € A}. Na druhou stranu jazyku L ¢ X~
odpovidd mnozina kladnych ptirozenych ¢isel A = {index(w) | w € L}. Z toho plyne,
Ze mnozina vSech jazykt nad bindrni abecedou £(X) uz spocetna neni (protoze neni
spocetnd mnozina £(IN)). Toto plati i pro jednoprvkovou abecedu L = {1}.

Cislovani binarnich retézcu

Casto budeme uvaZovat fetézce nad bindrni abecedou {0,1}, kde mé &islovani fetézct
zajimavou interpretaci. Uvazme bindrni fetézec w € {0,1}* a jeho index i = index(w).
Potom plati, Ze

(i+1)p = 1w,
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w 1w index(w) +1 index(w)

€ 1 1 0
0 10 2 1
1 11 3 2
00 100 4 3
001011 1001011 75 74

Tabulka 3.1.: P¥iklady binarnich fetézcti a jejich indexti.

kde (i + 1)z oznacuje bindrni zapis ¢isla i + 1 bez zbyte¢nych tvodnich 0 a 1w oznacuje
fetézec w, na jehoZz zacatek pfiddme znak 1.V tomto pfipadé je tedy opravdu snadné
pfepocitdvat navzajem fetézce a jejich indexy. Pfiklady binarnich fetézcti a jejich indexti
ukazuje tabulka 3.4.4.

Z M2

Definice 3.4.2 UvaZme pfirozené ¢islo n. Pomoci w;,, ozna¢ime n-ty bindrni fetézec, tedy
bindrni fetézec, pro ktery plati index(wy,) = n. <

Jelikoz index je bijekci mezi {0,1}* a IN, plati, Ze v posloupnosti {w,}, se kazdy
binarni fetézec vyskytuje praveé jednou.

3.5. Matice a vektory

Matice budeme oznacovat tuénymi velkymi pismeny anglické abecedy (napf. A,B),
vektory pomoci tu¢nych malych pismen anglické abecedy (napf. a,b). Matice A je typu
mxn, ma-li m tddkd a n sloupcty, je-li m = n, hovotime o ctvercové matici A. Délkou vektoru
b rozumime pocet jeho slozek.

Je-limatice A typumxnajsou-liie {1,...,m}aje{1,...,n}, pak pomoci A; ; oznacime
prvek matice A na i-tém fadku a j-tém sloupci. Je-li b vektor délky naje-liie {1,...,n},
pak pomoci b; ozna¢ime prvek vektoru b na pozici i.
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4. Vypocetni modely

V této kapitole si pfedstavime nékolik rtiznych vypocetnich modelii a ukaZeme si jejich
ekvivalenci.

4.1. Turingovy stroje

Model Turingova stroje byl poprvé navrzen Alanem Turingem v roce 1936 v ¢lanku [10].
Turingovy stroje budou nasim hlavnim modelem, ke kterému se uchylime vzdy, bude-
me-li potfebovat napsat néco formalné. Budeme jej tedy pouZzivat zejména v definicich
zékladnich pojmii v ¢asti vénujici se teorii vycislitelnosti (napf. pojmti rozhodnutelnosti
¢i ¢astecné rozhodnutelnosti, pfevoditelnosti atd.), tak v ¢asti vénujici se teorii sloZitosti
(napfiklad v definici zdkladnich t¥id sloZitosti, tféid P, NP a dalsich). Je proto pfirozené
zacit popisem pravé tohoto modelu.

4.1.1. Definice Turingova stroje

V této kapitole zavedeme model Turingova stroje spolu se souvisejicimi pojmy, jez bu-
deme déle potfebovat.

Definice 4.1.1 (Turingtv stroj) (Jednopdskovy deterministicky) Turingiiv stroj M je pétice
M= (QI Z‘l 6/ QO/F);

kde

Q je kone¢na mnozina stavd,

Y je kone¢na paskova abeceda, kterd obsahuje znak A pro prazdné policko,

0: QxE - QxXx{R,N,L}u{1}je pfechodova funkce, kde 1 oznac¢uje nedefinovany
pfechod,

e (o € Qje pocatecni stav a
e F c Qje mnozina pfijimajicich stavtl.

Turingtv stroj (TS) sestava z fidici jednotky, obousmérné potencidilné neomezené piasky a hlavy
pro ¢teni a zapis, ktera se miize pohybovat po pasce obéma sméry. <

Struktura Turingova stroje je zobrazena na obrazku 4.1.
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Ridicijednotka  Aktudlni stav

Cteci a zapisovaci hlava,
kterd se mtize pohybovat
obéma sméry

Pfechodova
funkce

...‘H‘e

1\1\0\ ‘w‘o‘r‘l‘d‘...

Neomezena paska

Prazdné Symboly paskové
policko abecedy

Obrézek 4.1.: Struktura Turingova stroje.

Definice 4.1.2 (Displej, konfigurace a vypocet Turingova stroje)

Necht M = (Q,L,6,q0,F) je Turingtiv stroj. Dvojici (g,a) stavu fidici jednotky g € Q
a ¢teného znaku na pésce a € X, na zakladé niz se Turingtv stroj rozhoduje, kterou
instrukci pouzit pro dalsi krok, fikame displej. Konfigurace zachycuje aktudlni informaci
o stavu vypoc¢tu Turingova stroje. Sklada se ze stavu fidici jednotky, slova na pdsce (od
nejlevéjsiho do nejpravéjsitho neprazdného policka) a pozice hlavy na pdsce (v ramci slova
na této pasce).

Vypocet zahajuje TS M v poditecni konfiguraci, tedy v pocate¢nim stavu se vstupnim
slovem zapsanym na pasce a hlavou nad nejlevéjsim symbolem vstupniho slova. Pokud
se M nachézi ve stavu g € Q a pod hlavou je symbol a € = (tedy (g,a) je aktualni displej
Turingova stroje M), pak krok vijpoctu probiha nasledovné:

1. Je-li 6(g,a) = 1, vypocet M kondi,

2. Je-lio(g,a) = (q',a',Z),kdeq' € Q,a" e LaZ € {L,N,R}, ptejde M do stavu q’, zapiSe
na pozici hlavy symbol a’ a pohne hlavou doleva (pokud Z = L), doprava (pokud
Z = R), nebo hlava ztistane stat (pokud Z = N). “

Z popisu vypoctu Turingova stroje vidime, Ze tabulka pfechodové funkce popisuje,
co se ma stat v kazdé konfiguraci, nebo presnéji fe¢eno pti daném displeji. Zptisob pro-
gramovani Turingova stroje ma tedy blizko k deklarativnim jazykdm.

Pouziti pfechodové funkce 6 rozsifime i na konfigurace. Je-li K konfigurace Turingova
stroje M, pak 6(K) oznacuje konfiguraci, kterd vznikne aplikaci pfechodové funkce 6 na

konfiguraci K, na zakladé displeje, ktery je v konfiguraci K obsazen. Hodnota 6(K) = 1,
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pokud je hodnota 6 nedefinovana pro displej obsazeny v konfiguraci K. O konfiguraci
K, pro kterou plati, ze 5(K) = 1, fekneme, Ze je koncovd.

Na vypocet Turingova stroje 1ze také nahliZet jako na posloupnost konfiguraci Ky, . .., K¢,
kde Kj je pocate¢ni konfigurace, pro kazdou konfiguraci K;, i € {0,...,t — 1} plati, Ze
Kir1 = 6(K;), a 0(Ky) = 1, tedy K; je koncova konfigurace.

Definice 4.1.3 (Jazyk pfijimany Turingovym strojem) TS M pfijimd slovo w, pokud vy-
pocet M se vstupem w skonéi a M se po ukonéeni vypoctu nachazi v pfijimajicim stavu.
TS M odmitd slovo w, pokud vypocet M nad vstupem w skonéi a M se po ukonceni vypo-
¢tu nenachdzi v pfijimajicim stavu. Fakt, Ze vypocet M nad vstupnim slovem w skon¢i,
ozna¢ime pomoci M(w) | a fekneme, Ze vypocet konverguje. Fakt, ze vypocet M nad
vstupnim slovem w nikdy neskon¢i, ozna¢ime pomoci M(w) 1 a Fekneme, Ze vypocet
diverguje.

Mnozinu slov, ktera pfijima Turingtiv stroj M ozna¢ime pomoci L(M), zveme ji také
jazykem piijimanym Turingovym strojem M. Rekneme, ze Turingtiv stroj M rozhoduje jazyk
L, pokud L = L(M) a M se zastavi nad kazdym vstupem. «

Priklad 4.1.4
Popisme si naptiklad Turingtiv stroj M, ktery rozhoduje jazyk
PAL = {w=w® |we{a,b}*}, (4.1)

tj. jazyk palindromi.” P¥i konstrukci M vyjdeme z toho, Ze slovo w délky k = |w| je
palindrom, pokud w[1] = w[k] a slovo w[2]...w[k—1] je rovnéz palindrom. Pradzdny
fetézec je téZ palindromem. Turingtiv stroj, ktery zkonstruujeme, bude implemen-
tovat nasledujici algoritmus:

Je-li vstup prazdny, p¥ijmi.

Zapamatuj si ve stavu prvni znak a jdi na konec vstupu.

Lisi-li se posledni znak od toho, ktery je uloZen ve stavu, odmitni.

Smaz posledni znak a vrat se na pocétek vstupu.

Smaz prvni znak (pokud néjaky zbyl) a pfejdi na zacatek zbylého vstupu.
goto 1

SIS ORI

N

Pfi implementaci algoritmu na Turingovu stroji je nejpodstatnéjsim krokem se-
strojeni pfechodové funkce. Z ni potom miizeme vycist, které stavy a znaky paskové
abecedy potfebujeme. Pocate¢nim stavem bude go. Turingtiv stroj bude mit jediny
ptijimajici stav g;. Z tohoto stavu nepovedou jiz Zddné instrukce, a tak zména stavu
na q; odpovida pfimo pfijeti. Tabulka 4.1 popisuje pfechodovou funkci konstruova-
ného Turingova stroje.
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Tabulka 4.1.: Pfechodové funkce stroje M.

gc - ¢,z

1. g, - q,\N
2. qo,a - q2,aR
3. qo, o — q:},,b,R
4. gq,a - q2,a,R
5. Qb - (h,b,R
6. qQo, N =  {qa, A, L
7. g3a —- g3,3R
8. q3,b - qg,b,R
9. qs,A — (s, AL
10. qs,a - ge AL
11. s, — g, A, L
12. d6,a — (e, a,L
13. e, o — q6,b,L
14. de, N  — q7, AR
15. qz,a — o, A, R
16. q7, —  qo, AR
17. q,N - q1, AN




Nyni polozime M = (Q, %, 6,40, F), kde

L Q = {%1111/---,(17},
e X={a,b,},

e 0 je uréend tabulkou 4.1.

o [ = {lh}

Praci Turingova stroje M nad vstupem w 1ze slovy popsat takto: Pokud je vstup
prazdny, je vstup pfijat. V opacném ptipadé si M zapamatuje prvni symbol, ale za-
tim jej necha beze zmény. Pfechodem do stavu g, si M pamatuje, Ze prvnim znakem
je a, pfechodem do g3 si M pamatuje, Ze prvnim znakem je b. Nésleduje pfechod
na konec vstupu, tedy aZ k prvnimu prazdnému policku. Na prvnim prazdném po-
licku uéini M krok hlavou vlevo bud do stavu g4, pokud zapamatovany znak je a,
nebo do stavu g5, pokud zapamatovany znak je b. Zde dojde ke kontrole posledni-
ho znaku (ktery mutZe byt soucasné i prvnim v piipadé vstupu délky 1). VSimnéme
si, Ze k odmitnuti dojde ve stavu g4 pfi ¢teni znaku b, nebot pro tento pfipad neni
hodnota pfechodové funkce definovana. Podobné dojde k odmitnuti ve stavu g5 pfi
¢teni znaku a, nebot pro tento pfipad neni hodnota pifechodové funkce definovana.
Posledni znak je smazdn a pomoci stavu g4 dojde k pohybu hlavy na zacatek pasky.
Zde je ve stavu gy ovéfeno, zda jesté fetézec obsahuje prvni znak. Pokud ano, je sma-
zé&n a hlava se pohne vpravo na pfedpokladany pocatek zbylého, v tomto pfipadé
dojde k zahajeni dal$i smycky, pfechodem do stavu qo. Pokud jiZ je fetézec prazdny,
prejde M ze stavu g7 do pfijimajiciho stavu g;.

“Poznamenejme, Ze PAL je bezkontextovy jazyk a je pro n&j mozné zkonstruovat nedeterministicky
zasobnikovy automat. VSimnéme si, Ze zatimco zdsobnikovému automatu staéi precist vstup jen
jednou, jednopéskovy Turingtv stroj potfebuje projit vstupem w délky 2n az n-krat.

V prikladu 4.1.4 jsme tiSe pfedpokladali, Ze vstupni slovo se sklada pouze ze znaki
0 a 1 a neobsahuje prdzdna policka. To je nutné proto, abychom poznali konec vstupu.
Kdybychom povolili neomezeny vyskyt pradzdnych policek, tak by ndmi zkonstruovany
Turingtiv stroj ve skute¢nosti selhal na slovech typu aaxfa pro libovolné k > 0, tato slova
by byla pfijata, i kdyZ do jazyka palindromi nepatii. Ve skutec¢nosti by Turingtiv stroj
nebyl schopen podobné piipady rozpoznat, pokud by neznal dopfedu horni odhad na
hodnotu k. Pokud by totiz ptecetl nékolik znakti A, nemohl by védét, zda je uz na konci
vstupu, nebo jen jesté nepfeskocil dostatek vloZenych mezer. Mohli bychom sice pou-
zivat prazdnych polic¢ek napfiklad k oddéleni jednotlivych ¢asti vstupu, ale k tomuto
ucelu mtZzeme klidné pouzit i jiny znak. Pfi definici Turingova stroje se ¢asto rozlisuji
vstupni, pracovni a vystupni abecedy. V nasem pfipadé by tedy vstupni abeceda obsa-
hovala pouze znaky 0 a 1, pracovni by navic obsahovala znak prazdného policka . My
jsme v definici vstupni abecedu nezavadéli, z kontextu bude vzdy ziejmé, jaké znaky
jsou ocekavany na vstupu. Navic pfijmeme omezeni dané nésledujici tmluvou.
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Umluva 4.1.5 VZdy piedpoklidime, Ze vstupni fetézce neobsahuji znak » prazdného policka.!

Zapis prechodové funkce si trochu zjednodus$ime a zejména zestru¢nime na zakladé

nésledujici pozndmky:

Pozndmka 4.1.6 Necht M = (Q, X, ,qo, F) je Turingiiv stroj. Abychom zdpis ptechodové funk-
ce 6 zestrucnili, pouZijeme proménné v zdpisech instrukci pro symboly abecedy L. Je-li v zdpisu
instrukce pouZitd proménnd «, pak to znamend, Ze prislusnd instrukce ma kopie pro vSechny
mozné hodnoty a, které jsou uvedeny v pozndmce u daného fadku tabulky. Pokud je v instruk-
ci pouZito vice proménnijch, pak dand instrukce ma kopie pro vSechny kombinace hodnot téchto

proménnijch.

Ptiklad 4.1.7

N

struovaného v pfikladu 4.1.4 s pomoci proménnych zavedenych v pozndmce 4.1.6.

Tabulka 4.2.: Stru¢ny zapis pfrechodové funkce stroje M.

g,¢c - q,c,Z Hodnoty proménnych
1. go» - q,AN
2. goa - {,aR
3. o, o — L]3,b,R
4. qp,a - q,a,R ae{ab}
5. Qo,N = {qa, AL
6. g3, - q3a,R ae{ab}
7. qs, A = (g5, AL
8. ds,2 = (e, AL
9. s, b - ge, AL
10. g, - ge,a, L ac{a b}
11. de, N — 4z, A, R
12. g7,a - go,AR ac{a b}
13. q7, N — ql,?\,N

V ptipadé jazyka pfijimaného Turingovym strojem M nés zajimé stav, ve kterém Tu-
ringtiv stroj skonci. Kazdy Turingtiv stroj v8ak rovnéZ pocita funkci z mnoziny fetézcti

do mnoZiny fetézcti.

"Turingovy stroje v této Gtmluvé nezmitiujeme timyslné, budeme toto omezeni predpokladat i v p¥ipadé

dalsich vypocetnich modelti.
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Definice 4.1.8 (Turingovsky vyc¢islitelné (fetézcové) funkce)
Necht M = (Q, L, 6, 90, F) je Turingtiv stroj. Pomoci fy; ozna¢ime funkci, kterou M pocita,
tedy funkci fps : £ — L*, jejiz doména je tvofena fetézci w € L, pro které je M(w) |,
pri¢emz pro kazdy fetézec w z domény fys plati, Ze vypocet M(w) skondi s tim, Ze na vy-
stupni pasce? je napsano slovo fys(w). O funkci f, kterd je po¢itana n&jakym Turingovym
strojem fekneme, Ze je turingovsky vycislitelna. “
Turingovu stroji, ktery je pouZit pro pfijimani slov z daného jazyka, se také nékdy fika
akceptor a Turingovu stroji, ktery je pouZit pro pocitani fetézcové funkce se nékdy fika
transducer. V obou p¥ipadech se v8ak jednd o tyZ model Turingova stroje, zaleZi jen na

tom, zajima-li nds stav na konci vypoctu, nebo obsah pdsky na konci vypoctu.

4.1.2. Varianty Turingovych strojt

Model Turingova stroje ma fadu variant, které jsou ekvivalentni co do vypocetni sily. Pro
nés bude zdkladni variantou jednopédskovy deterministicky Turingtiv stroj s oboustrané
potencidlné nekone¢nou paskou tak, jak byl popsadn v kapitole 4.1.1. Nékteré varianty si
popiseme v nasledujicich podkapitolach. Zaméfime se na varianty, které budou uzite¢né
ve zbytku tohoto textu. Nejpodrobnéji se budeme vénovat vicepaskovym Turingovym
strojim a nedeterministickym Turingovym strojiim. K obéma modeltim se pozdé¢ji vra-
time jeSté v ¢asti vénované teorii sloZitosti, kde zejména nedeterministické Turingovy
stroje hraji diileZitou roli.

Turingovy stroje s paskou nheomezenou jen doprava

V prvni varianté, kterou si popiSeme, uvaZzujeme Turingovy stroje, jejichZ péska je neo-
mezend pouze doprava. To znamend, Ze takto omezeny Turingtiv stroj nesmi pohnout
hlavou nalevo od jeji poc¢atecni pozice.

Libovolny Turingtiv stroj 1ze prevést na Turingtiv stroj, ktery ma pasku neomezenou
pouze doprava, zformulujeme si toto tvrzeni jako vétu, jejiz diikaz ovSsem ponechdvame
¢tendfi jako jednoduché cvicend.

Véta 4.1.9 Ke kazdému Turingovu stroji M (jehoZ pdska je neomezend v obou smérech) existuje
Turingiiv stroj M, jehoZ pdska je neomezend pouze doprava a ktery simuluje prici M, pfijima
tyz jazyk jako M a pocitd touZ funkci jako M.

Vicepaskové Turingovy stroje

V piipadé vice pasek je obvykle jedna paska urcena jako vstupni a jedna jako vystupni,
pficemZ mtiZe jit i o jednu pésku, kterd plni obé role. Vystupni paska je navic zajimava
jen v p¥ipadé Turingova stroje, ktery pocitd néjakou funkci. Ostatni pasky jsou pracovni.
Casto navic plati omezent, Ze na vstupni pasku nelze zapisovat, ale 1ze z ni jen &ist, po-
dobné na vystupni pasku Ize ¢asto pouze zapisovat a 1ze se na ni pohybovat jen jednim

*Zatim uvazujeme jen Turingovy stroje s jednou paskou, ktera je sou¢asné vstupni i vystupni, nicméné
definice jiz po¢itd s moZnosti mit pasek vice.
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Ridici jednotka

4——»
‘H‘e‘l‘l‘o

ol [1]a]~]

Paska je neomezena pouze doprava

Obrézek 4.2.: Struktura Turingova stroje s paskou neomezenou jen doprava.

smérem ve sméru zdpisu, tedy doprava. Tato omezeni maji vyznam zejména v piipadé,
kdy se zacneme zabyvat omezenym prostorem a zvlasté tim, kolik pracovniho prostoru
potifebujeme ke zpracovani vstupu. K tomu se vratime v kapitoldch vénujicim se pro-
storové slozitosti algoritmii. Pocet pasek je pro dany vicepaskovy Turingtiv stroj pevny
a nezavisly na vstupu.

My si zde ukazeme, Ze kazdy vicepaskovy Turingtiv stroj 1ze simulovat na jednopaés-
kovém Turingovu stroji. To ndm p¥inese zjednoduseni v fad€ situacich, kdy bude snazsi
popsat vicepaskovy Turingtv stroj pro dany tcel, nez jednopéskovy. Zjednodusi to na-
ptiklad konstrukci univerzédlniho Turingova stroje.

Zadefinujme si nyni model vicepaskového stroje formalné.

Definice 4.1.10 k-pdskovy deterministicky Turingiiv stroj M, kde k > 0 je celo¢iselnd kon-
stanta, je pétice

M = (Q/ Z“/ 6/ QO/F)/
kde
e Q je kone¢na mnoZina stavii,

o X je kone¢nd piskovi abeceda, kterd obsahuje znak X pro prazdné policko,

5:Qx Xk 5> QxXFx{RN, L}k u{L} je pfechodova funkce, kde L oznacuje nedefi-
novany piechod,

e (o € Qje pocatecni stav a

F ¢ Q je mnoZina pfijimajicich stavti.
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Vypocet k-paskového TS probihd podobné jako vypocet jednopaskového TS s témito
rozdily:

e Na pocatku je vstup napsan na jedné pésce, ktera je zvolena jako vstupni.
e Na konci je vystup uloZen na jedné pasce, ktera je zvolena jako vijstupni.

e Béhem kroku TS pfecte symboly pod hlavami na v8ech paskach a postupuje podle
prisludné instrukce (pokud takové existuje), v tom pfipadé zapiSe vSemi hlavami
soucasné nové symboly a vykond pohyby hlav dané pfechodovou funkci, hlavy se
pohybuji nezdvisle na sobé rtiznymi sméry. <

Na obrazku 4.3 vidime strukturu vicepaskového Turingova stroje.

Ridici jednotka

Vis|t|u|p|n|i plals|k]|a
«%—»
Plrla|lc|o|Vv|n|1i pléa|s|k]|a
\/—
Viv|s|t|lu|p|n]|i plé&d|s|k]|a

Obrézek 4.3.: Struktura 3-paskového Turingova stroje s jednou vstupni, jednou pracovni
a jednou vystupni paskou. Vystupni paska je urc¢ena jen pro zapis a hlava
se muZe pohybovat jen vpravo.

Piiklad 4.1.11
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Uvazme opét jazyk palindrom, ktery je nam jiz zndmy z p¥ikladu 4.1.4.
PAL = {w=w® |we{a,b}*},

Vzpometime si, Ze jednopéskovy Turingliv stroj M pfijimajici jazyk palindromf,
ktery jsme popsali v pfikladu 4.1.4 mél tu nevyhodu, Ze musel vstupem délky 2n
projit az n-krat. Mame-li k dispozici dvoupdaskovy Turingtiv stroj, staci projit vstup-
ni slovo jen ¢tytikrat. Zkonstruujeme dvoupéskovy Turingiiv stroj M, ktery bude
rozhodovat jazyk PAL. Prvni péska stroje M’ bude vstupni, druhd pracovni. Stroj
bude pfi své préci postupovat podle nasledujiciho algoritmu:

1: Jdi na konec vstupu.

2: Vracej se na vstupni pédsce hlavou zpét na zacatek vstupu a soucasné kopiruj
vstupni fetézec na pracovni pasku, psany pozpatku.

3: Ve chvili, kdy dojdes na zacatek vstupu, vrat se na pracovni pasce zpét na za-
¢atek vstupu.

4: Pohybuj hlavami na vstupni a pracovni pasce soucasné a pritom kontroluj, Ze
fetézce na obou pdaskach jsou shodné.

5. Pokud jsou oba fetézce shodné, pfijmi, jinak odmitni.

Nyni popiseme pfechodovou funkci Turingova stroje M'. Po¢dte¢nim stavem bude
qo a jedinym pfijimajicim stavem bude g;. Pfechodovéa funkce je zobrazena v tabul-
ce 4.3. PouZivame stru¢ny zdpis s proménnymi zavedeny v poznamce 4.1.6.

Tabulka 4.3.: Pfechodové funkce stroje M'.

g,c1,c2 - q,¢1,¢5,7Z1,Z; Hodnoty proménnych

1. qgo,a,n - qo,a, RN ae{a b}
2. qo, NN = qo, A, A LN
3. qax - q,aaLR ae{a,b}
4. g,A\n - q3,22N,L
5 g3, na - g37naNL ae{a b}
6. qs, A\, N = g4, N, AR, R
7. qs,a,a - qso,0,RR ae{a,b}
8. qa, \, N = g1, AN, N
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Nyni polozime M’ = (Q, L, 6,40, F), kde

e Q = {QO/qlw--,fM},
o 2={0,1,7},

e 0 je urcend tabulkou 4.3.

o [ = {lh}

Popi$me si praci Turingova stroje M’ nad vstupem w slovy. Instrukce 1 a 2 pie-
sunou hlavu na posledni symbol vstupu. Instrukce dané fddkou 3 ptekopiruji (ve
stavu qp) vstupni slovo na pracovni pasku, ovSsem psané opac¢né. Hlava na vstupni
pésce se pohybuje zpét k zacatku, na pracovni pasce se pohybuje hlava doprava. Na
pracovni pasku je tak zapsano slovo w®. Kopirovéni je ukon&eno instrukci 4, kdy se
prejde do stavu g3, uréeného pro ndvrat hlavy na pracovni pasce na zacatek. V tuto
chvili je hlava na vstupni pasce na za¢atku a na pracovni pasce na konci fetézce, je
potieba se hlavou na pracovni pasce vratit zpét na zacéatek, k cemuz slouZi instrukce
dané fadkem 5. Instrukce 6 ukoncuje navrat hlavy a pohne obéma hlavami na prvni
znaky fetézcli na obou paskach. Instrukce dané fddkem 7 pak provadeéji kontrolu
shody, v isp&&ném pitipadé se hlavy dostanou na prazdné symboly za fetézci w a wi
na obou paskach a v instrukci 8 dojde k pfijeti.

Nasim dal$im cilem je ukazat, ze kazdy k-péaskovy Turingtv stroj M mé sviij ekvi-
valentni jednopaskovy Turingtiv stroj M'. V tomto smyslu budeme hovofit o tom, Ze
M’ simuluje préci Turingova stroje M. Pojem simulace nebudeme zavadét p¥ili$ formalné,
nicméné budeme jej pouzivat v nasledujicim smyslu. Je-li My Turingtv stroj, ktery si-
muluje TS M,, pak pfedpokladdme, Ze na nékterych paskach M; se n€jakym zptisobem
postupné objevuje obsah pések stroje M, a Ze z prace M, 1ze vy¢ist vypocet stroje M,
pfi¢emz simulace jednoho kroku stroje M, muZe vyzadovat provedeni nékolika krokti
stroje M.

Nékdy budeme uvaZzovat situaci, kdy k jednomu TS M3 s néjakou vlastnosti (napii-
klad k-paskovému) zkonstruujeme jiny TS My s jinou vlastnosti (napfiklad jednopéasko-
vy), ktery pfijima tyZz jazyk nebo pocitd touz funkci, v tom pfipadé nepozadujeme, aby
vypocet M3 probihal tymZz zptisobem jako vypocet My. Jde o obecnéjsi princip, nez si-
mulace, ackoli simulace stroje My strojem M3 mtZe byt jednim zptisobem, pomoci néjz
dosdhneme toho, aby oba stroje pfijimaly tyZz jazyk.

Véta 4.1.12 Necht'k > 2 je pFirozené cislo. Ke kaZdému k-pdskovému Turingovu stroji M existuje
jednopiskovy Turingiiv stroj M, ktery simuluje prici M, pFijima tyz jazyk jako M a pocitd touz
funkci jako M.

Diikaz: Poddme zde pouze ideu diikazu bez technickych detailt. Pfedpokladejme, ze
M = (Q,%,06,q0,F) a ze konstruovany stroj M" = (Q',X',8',q;, F'). Pti konstrukci jedno-
paskového Turingova stroje M’ musime vyfeSit zejména nasledujici dva problémy:
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1. Jak reprezentovat k pasek na jedné pdasce a
2. jak si poradit s tim, Ze hlavy na k paskdach stroje M se pohybuji nezavisle na sobé.

Reprezentaci vice pasek na jedné pasce vyfesime tim, Zze budeme k policek, kterd jsou
na paskach nad sebou, reprezentovat v jednom policku pédsky stroje M'. MiiZeme si to
predstavit tak, ze pédska stroje M’ bude mit k stop. Stopa je v tomto smyslu podobna
pasce, oviem s tim rozdilem, Ze mame k dispozici jen jednu hlavu pro vSechny stopy.
Musime si tedy poradit s tim, Ze ve stroji M mame k hlav a v stroji M’ jen jednu. Pfi
simulaci budeme zachovavat nasledujici invariant:

Invariant I: Na zac¢4tku simulace kroku stroje M jsou pésky stroje M na pasce M’ vzdy
zarovnané tak, aby ¢tené symboly byly pod sebou v jedné burice vice stopé pasky.

K tomu bude nutné posouvat obsahy stop pfi simulaci kroku stroje M tak, abychom
dosahli kyZzeného stavu. Pro posouvani budeme pottebovat znac¢ku w na butiku s hlavou
v misté, nad kterym maji byt hlavy stroje M, aby M’ po posunuti stopy védél, na jakou
buriku se ma s hlavou vratit. Struktura stroje M’ je nazna¢ena na obrazku 4.4. Popisme

Turingtv stroj M Turingtiv stroj M’

Obrazek 4.4.: Reprezentace 3 pasek stroje M pomoci 4 stop na jediné pasce M'. Carkova-
nou ¢arou jsou od sebe oddélené jednotlivé stopy na pasce M’. Obsahy
pések jsou na stopach zarovnané tak, aby hlavy stroje M byly pod sebou.
Znacka w reprezentuje misto, nad kterym jsou hlavy stroje M.

32



si nyni konstrukci stroje M’ podrobnéji. Paskovou abecedu stroje M’ polozime
Z'=ZU({v,v} ><Zk).

Jedna burika stroje M’ tedy reprezentuje k bunék stroje M, kterd jsou na k paskdch nad
sebou. Navic abeceda umoZniuje rozlisit pomoci znacek v a v zda je nebo neni nad da-
nou butikou hlava®. Stroj M’ ma vzdy zformatovanou tu oblast pasky, ktera zachycuje
obsahy pasek M. Na za¢atku mad tato oblast délku vstupu, v prtibéhu simulace se mu-
Ze zformatovana oblast zvétSovat podle toho, jak M vyuziva dalsi prostor na paskach.
Zformatovand oblast pasky je ohrani¢ena prazdnymi poli¢ky a je tedy vzdy poznat, kde
kon¢i a za¢ina (uvazujeme piipad k > 1, pro k = 1 je mozné rovnou nechat stroj M beze
zmeény). Stroj M’ bude p¥i své praci postupovat nédsledujicim zptisobem (lépe feceno
piechodova funkce o’ stroje M’ je zkonstruovéna tak, aby implementovala nasledujici
kroky):

1. V ramci inicializace probéhne pfeformatovani vstupu do stop. Vstup je na vstupu
pfeddn pomoci symbolt v abecedé L. Stroj M’ si pfepiSe vstup tak, Ze nejlevéj-
&1 buriku vstupu obsahujici a € T pFepise na war*~! a dalsi buriky vstupu, které
obsahuji symbol a € . ptepise na var*~1. To odpovidd tomu, Ze na pocatku jsou
pracovni pasky M prazdné, jsou tedy prazdné i odpovidajici stopy. Hlava je nad
nejlevéjsi burikou vstupu, proto je na ni zapsan symbol v, zatimco nad dalSimi
buiikami je symbol v. Pfechodova funkce 6’ Turingova stroje M’ bude obsahovat
instrukce, které provedou tuto inicializaci.

2. Pfedpokladdme, Ze jednotlivé instrukce z pfechodové funkce 6 Turingova stroje
M jsou o&islované. Misto i-té instrukce 6(q,a1,...,a;r) = (r,b1,...,by), kde q,7 € Q
aay,...,ag by, ..., by € T ptiddme posloupnost instrukci do pfechodové funkce ¢’,
ktery provede simulaci této instrukce v stroji M’. Rozliseni toho, kterou posloup-
nost instrukei potom M’ zvoli, bude provedeno na zakladé displeje, 6’ bude de-
finovat piechod &'(q, way ...ax) = (¢', way ...a, N), pfi¢emz stavem g' za&ina po-
sloupnost instrukci simulujici provedeni i-té instrukce stroje M. Tato posloupnost
seskladd z k fazi. V j-té fazipro j = 1,...,kje odsimulovéna instrukce na j-té stopé
(odpovidajici j-té pasce stroje M). Pokud i-t4 instrukce na j-té pasce stroje M pii-
kazuje pohnout hlavou vlevo, pak se cely obsah j-té stopy posune o jedno policko
vpravo. Pokud se ma pohnout hlavou na j-té pasce M vpravo, pak se cely obsah
j-té stopy posune o jedno policko vlevo. Pokud m4 hlava ztistat na misté, ani stopa
stroje M’ se neposouva. P¥i posouvéni stopy o policko vpravo nebo vlevo je vyu-
zita znacka w. Ma-li naptiklad dojit k posunu obsahu stopy vpravo, pak Turingtiv
stroj M’ dojde na zacétek pasky, a cestou doprava posouva policko po policku na
této stopé o jedno vpravo, zatimco ostatni stopy ponechdva beze zmény. Pokud
posledni burika na stopé nebyla prazdn4, je nutné pfiformatovat jedno policko na

*Je potieba zminit, ze zde vyuZivame toho, Ze abeceda Turingova stroje miize byt libovolné velka a mtize-
me si ji tedy libovolné zvétsit, pokud zachovame to, Ze jeji velikost je pro dany Turingtiv stroj konstantni
a neni zavisld na velikosti vstupu. Pokud bychom chtéli zachovat abecedu beze zmény, mohli bychom
reprezentovat k bunék stroje M pomoci k + 1 po sobé jdoucich policek.
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pravém okraji. Posun vlevo probiha obdobné. Po posunuti pasky M’ diky znacce w
poznd, kam se ma vratit. Po provedeni posledni, tedy k-té faze prejde M’ do stavu
r, v némz dojde podle ¢tené k-tice znakti k rozhodnuti, jakéd posloupnost instrukci
se pouZzije pro odsimulovani dalsi instrukce stroje M.

3. Zakazdou kombinacistavu gak-tice znaktiay, ..., ax € X, prokteréje 5(q,a1,...,a;) =
1, ptidame do ¢’ pfechod do pocate¢niho stavu posloupnosti instrukei provadéjici
prekédéavani obsahu pasky tak, aby na ni ziistal jen obsah vystupni pasky stroje
M. m]

Vsimnéme si, ze jednopéskovy Turingtiv stroj M’ pottebuje k odsimulovani provedeni
jedné instrukce stroje M az ©(nk) instrukci, kde n je délka vstupu.

Nedeterministické Turingovy stroje

Nedeterministicky Turingtiv stroj rozsifuje deterministicky Turingtiv stroj o moznost ¢i-
nit nékolik rozhodnuti najednou. Zdkladnim modelem nedeterministického Turingova
stroje pro nés bude stroj jednopéskovy, i kdyz budeme uvazovat i vicepdskové nedeter-
ministické Turingovy stroje.

Definice 4.1.13 (Nedeterministicky Turingtiv stroj) (Jednopdiskovy) nedeterministicky Tu-
ringiiv stroj (NTS) je pétice M = (Q, L, 6, 9o, F), jejiz prvky maji tyZz vyznam jako v pfipadé
deterministického Turingova stroje s tim rozdilem, ze pfechodovéa funkce mé tvar

0:QxL—->RP(QxZx{R,N,L}).

Jinymi slovy pfechodova funkce danému stavu a symbolu na pasce pfifazuje nékolik
pfechodti do jinych stavti se zdpisem rtiznych symbolti a s rtiznymi pohyby. V pfipade,
Ze mnozina moznych pfechodi je prazdnd, neni pfechod definovan.

v N 2

e Podobné jako v pfipadé deterministického Turingova stroje roz$ifime pouziti pfe-
chodové funkce i na konfigurace, tedy 6(K) oznacuje mnozinu konfiguraci, ktera
vznikne aplikaci pfechodové funkce na konfiguraci K na zakladé displeje, ktery je
v konfiguraci K obsaZen.

o Vijpocet nedeterministického Turingova stroje nad vstupem x € X.* je posloupnost kon-
figuraci, kterd zac¢ind pocatecni konfiguraci Ky a pro kazdé dvé nésledujici konfi-
gurace K, K’ v posloupnosti plati, ze K’ € 6(K). V kazdém kroku si tedy nedeter-
ministicky Turingtv stroj vybere, kterou z moZnosti zvoli a tu aplikuje.

e Vypocet nedeterministického Turingova stroje je konecny, jde-li o kone¢nou po-
sloupnost konfiguraci K, ..., K; a pro posledni konfiguraci K; plati, ze 6(K;) = @.

o Vipocet nedeterministického Turingova stroje je ptijimajici, pokud je kone¢ny a jeho
posledni konfigurace je pfijimajici, tj. M je na konci v pfijimajicim stavu.

e Rekneme, Ze nedeterministicky Turingtiv stroj M p¥ijme slovo x, pokud existuje vy-
pocet nedeterministického Turingova stroje M nad x, ktery je pfijimajici.
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e Jazyk slov pfijimanych nedeterministickym Turingovym strojem M oznac¢ime po-
moci L(M). <

Nedeterministicky Turingtiv stroj se od deterministického lii jen tim, Ze v dané chvili
umoZnuje pouzit vic pfechodi. Nas zptisob definice vypoctu nedeterministického Tu-
ringova stroje pfedpoklddd, Ze nedeterministicky Turingtiv stroj se nachazi vzdy v jedné
konfiguraci, pokud ma z této konfigurace na vybér nékolik moZnych prechodi, jeden
znich sivybere, tedy ,,uhodne” jej. A pokud néjaka posloupnost téchto vybért ¢i,, uhod-
nuti” vede k pfijeti, fekneme, Ze nedeterministicky Turingtiv stroj dany vstup pfijal. Pti
definici vypoctu nedeterministického Turingova stroje M v8ak narozdil od determinis-
tického Turingova stroje nepozadujeme, aby posledni konfigurace K; v posloupnosti by-
la koncova, tedy aby jiz nebylo mozno déle pokracovat aplikaci pfechodové funkce na
konfiguraci K;. Ponechdme na nedeterministické volbé stroje M, zda v dané konfiguraci
zastavi vypocet ¢i bude dal pokracovat. Obvykle budeme predpokladat, Ze pfijimajici
konfigurace (tj. konfigurace, v nichz je M v pfijimajicim stavu) koncové jsou.

Vypocet nedeterministického Turingova stroje si vSak l1ze predstaviti tak, Ze v kazdém
kroku nedeterministicky Turingtiv stroj pouZzije vSechny mozné pfechody a nachazi se
tak vzdy ve vSech dostupnych konfiguracich najednou, podobné si obvykle predstavuje-
me i praci nedeterministického kone¢ného automatu. V obou pfipadech si také mtizeme
vypocet nedeterministického Turingova stroje reprezentovat pomoci stromu vypoctu.

Definice 4.1.14 (Strom vypoctu nedeterministického Turingova stroje)
Necht M = (Q, L, 6,490, F) je nedeterministicky Turingtiv stroj. Strom vypoctu stroje M
nad vstupem x € L* je dvojice T, £, kde

e T = (V,E) je orientovany zakofenény strom, pfi¢emz V a E jsou (potenciadlné i ne-
kone¢né) mnoziny vrcholti a hran. Hrany jsou orientované od kofene smérem k lis-
tam.

e L je funkce, kterd kazdému vrcholu v € V pfifazuje konfiguraci stroje M a ktera
splituje nasledujici podminky:

- Kofeni r € V stromu T piifazuje funkce £ pocatecni konfiguraci vypoctu (tj.
na pdsce je zapsan vstup x, stroj M je v poc¢atecnim stavu go a hlava je nad
nejlevéjsim symbolem vstupu).

— Pokud (u,v) € E je hrana, pak £(v) € 6(L(u)).

— Pokud u € V je uzel stromu, pak pro kazdou konfiguraci K € 6(L(u)) existuje
vrchol v € V, pro ktery plati, ze £L(v) = Ka (u,v) € E. “«

Podle nasi definice je vypocet nedeterministického stroje M nad vstupem x posloup-
nosti konfiguraci, coz odpovida jedné vétvi stromu vypoctu. V piipadé, Ze M je deter-
ministicky Turingtv stroj, strom vypoctu tvofi cestu.

Piiklad 4.1.15

Vzpometime si, Ze jsme jiz zkonstruovali dva deterministické stroje, které testuji,
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Strom deterministického vypoctu Strom nedeterministického vypoctu

Obrézek 4.5.: Nalevo je naznacen strom vypoctu deterministického Turingova stroje, te-
dy cesta. Napravo je naznacen strom vypoctu nedeterministického stroje.
Tucné je vyznacena vétev ukoncend symbolem v” reprezentujicim p¥ijima-
jici konfiguraci, tedy pfijimajici vypocet. Vétve ukoncené symboly x jsou
ukoncené, ale nikoli pfijimajici. VInovky na koncich dalsich vétvi nazna-
¢uji, Ze vétve dale pokracuji a jsou neukoncené. Kjj v kofeni obou stromti
oznacuje pocatecni konfiguraci pfi vypoctu nad vstupem x.
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zda slovo patfi do jazyka palindromu
PAL = {w —ul |we {a,b*},

jednopéskovy stroj v piikladu 4.1.4 a dvoupdaskovy stroj v ptikladu 4.1.11. Uvazme
nyni jazyk

PAL? =PAL-PAL = {uv|u,v € {a,b}* Au=uf rv=08}

Jazyk PAL? tedy obsahuje fetézce, jeZ vzniknou konkatenaci dvou palindromt za
sebe.

Rozmysleme si nejprve, jak by mohl vypadat deterministicky Turingtv stroj M
piijimajici jazyk PAL?. Pro dané vstupni slovo x € {a,b}* délky n = x| by M musel
uvazit véechna mista déleni, tedy pro kazdé j = 0,...,n by musel M uvazit dvojici
slovu =x[1]...x[j], v =x[j+1]...x[n] (pfiCemZ u = e proj=0av =€ proj=n)
a otestovat, zda jde o palindromy. Test toho, zda je slovo palindrom by bylo nutné
spustit az 2(n + 1)-krat.

Popisme nyni nedeterministicky Turingtiv stroj N = (Q, X, 6,qo, F), ktery pfijima
préavéjazyk PAL?. Nedeterminismus nam umoziiuje ,,uhodnout” spravné rozdéleni
vstupniho slova x na dvé ¢asti u a v a poté jen otestovat, zda obé ¢asti jsou palindro-
my. Pfedpokladejme pro jednoduchost, Ze N je tiipaskovy Turingtv stroj. Vstup je
na zacatku zapsan na prvni pésce, ktera sluZzi jen ke ¢teni vstupu a N na ni nezapi-
suje. Stroj N postupuje nasledujicim zptisobem:

1. Kopiruj vstupni slovo na druhou pasku.
2. V néjakou chvili se (nedeterministicky) kopirovani zastavi.

3. Otestuj, zda slovo na druhé pasce je palindrom, pokud ne, vypocet konéf od-
mitnutim. K tomuto testu jsou vyuZzity obé pracovni pasky a je pouZit postup
popsany v pfikladu 4.1.11.

4. Vymaz obé pracovni pasky.
5. Okopiruj zbytek vstupniho slova na druhou pésku.

6. Otestuj, zda slovo na druhé pésce je palindrom, pokud ne, vypocet kon¢i od-
mitnutim.
7. Pijmi.

Stroj N tedy pfi jednom vypoctu nad vstupem x vyzkousi jednu moZznost rozdéleni
slova x na podslova u a v. Slovo x patti do slova PAL?, pravé kdyz jeden z t&chto
vypocti uspéje. Nedeterministismus je zde obsaZen pouze v kroku 2, tedy v tom,
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kdy N ukonéi prvni podslovo u. Tabulka 4.4 popisuje pfechodovou funkci stroje N,
pouzivame stru¢ny zptisob zapisu s proménnymi, zavedeny v poznamce 4.1.6.
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Tabulka 4.4.: Pfechodové funkce nedeterministického Turingova stroje N.

qg,c1,¢2,c3 — q,¢1,¢5,¢5,721,Z2,Z3 Hodnoty proménnych

Kopirovéni vstupu s nedeterministickym ukonéenim

do,o, \, N = qo,&,a,N\,R,R,N ae{a,b}
qgo,a, \,x = qa,a,\, A\, N,L,N ae{a b}
QOI 7\/ 7\/)\ = 5]2/ 7\/ >\/ A/N/L/N

Zde zaéina kontrola palindromu na druhé pésce

© X N U

q2,a,ﬁ,7\ — qz,a,ﬁ,ﬁ,N,L,R

g, o, N = g3, a,\,A\,N,N,L ae{a,b, }

g3, e, N — q3,a,7B,N,N,L ae{a,b,},Be{a b}
gz, a0, N = qa,a, M7\ N,R,R ae{a,b, 1}

qa, B, = qs,a,2AN,RR ae{a,b, },Be{a b}
Ja, 0, \, N = g5,a,\,7\,N,N,N ae{a,b,r}

s o2

Zde zac¢ind kopirovani zbytku vstupu na druhou pasku

10.
11.

gs,, , N > gs,a, 0,7\, R,R,N ae{a b}
0]5,>\/7\;7\ = 116/7\;7\;>\/N/L1N

Zde zacina kontrola palindromu na druhé pasce

12.
13.
14.
15.
16.
17.

ge,, BN — gs,,B,B,N,L,R

g, o, \, = q7,a,\,\,N,N,L ae{a,b, 1}

g7,e, N\, — qz,a,7B,N,N,L ae{ab, },Be{a b}
gz,a, \, N = qs,a, N\, N,R,R ae{a,b,r}

qs, o, B, — qs,a, A N,RR ae{a,b, },pe{a b}
gs,a, N - qi,a,\,\,N,N,N ae{a,b, }

Nedeterministicka volba je skryta pouze v instrukcich 1 a 2. Stroj N ¢te prochézi
vstupem instrukci 1 a v kazdém misté ma moznost nedeterministicky se rozhodnout
ukongit prvni slovo a zacit test toho, zda jde o palindrom. Ve chvili, kdy dojde N na
konec vstupu, instrukce 3 ukonéi prvni slovo a druhé podslovo bude pak prazdné.
Bloky instrukci 4 az 9 a 12 az 17 jsou zkopirovany z pfechodové funkce Turingova
stroje z piikladu 4.1.11, jsou upraveny jen v tom smyslu, Ze pouzivaji druhou a tteti
pasku, jeZ po sobé nechavaji prazdné. Instrukce 10 a 11 kopiruji druhé slovo na
druhou fadku.

Zde si ukaZeme, Ze praci nedeterministického Turingova stroje M l1ze simulovat na

Z¥ 2

deterministickém Turingovu stroji M. Z tohoto hlediska nept#indsi nedeterminismus nic

vvvvv
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ministické Turingovy stroje hraji podstatnou roli.

Véta 4.1.16 Ke kazdému nedeterministickému Turingovu stroji M existuje jednopdskovy deter-
ministicky Turingiiv stroj M', kteryj simuluje prici M a pfFijima tyz jazyk jako M.

Diikaz: Jednim zptisobem, jak pfevést nedeterministicky Turingtiv stroj M = (Q, X, 6,40, F)
na deterministicky Turingav stroj M" = (Q’, X/, 6,4(, F") by bylo implementovat v stroji
M’ prichod stromem vypoc¢tu M do 8itky. To by jisté $lo udélat, pokud bychom po-
pisovali M’ jako vicepaskovy Turingtiv stroj, tak na jedné pasce by si udrzoval frontu
konfiguraci, z niZ by v cyklu vyzvedaval konfiguraci, aplikoval na ni vSechny mozné
pfechody podle 6 a vysledné konfigurace by M’ pfidaval do fronty. Ve chvili, kdy M’
narazi na ptijimajici konfiguraci, ptijme. Pokud zjisti M’, Ze je fronta prazdn4, odmitne.*

sloZitosti. Ozna¢me pomoci r maximdlni faktor vétveni stroje M, tedy

r=max|6(q,a)|.
q€Q
aek

Predpokladejme dale, Ze pro kaZdou dvojici g € Q,a € L je mnoZina moznych pfecho-
dt 6(g,a) o¢islovana a pro j € {1,...,r} oznaéme j-ty pfechod pomoci 6(q,4,j) (po-
kud |6(g,a)| < j < r, definujeme 6(g,a,j) = L, tedy pokud 6(g,4) = @, pak definujeme
0(q,a,j) = Lproj=1,...,r). To odpovidd tomu, Ze pokud mame k dispozici dodate¢-
nou informaci o tom, ktery pfechod z moznych ma M v danou chvili pouZit, stane se
vypocet M deterministickym.

Polozme abecedu B = {by,...,b,}, kde by, ..., b, jsou néjaké symboly, jeZ se mohou, ale
nemusi vyskytovat v abecedé X. Uvazme nyni vypocet K, ..., K; stroje M nad vstupem
x, tedy Kj je pocate¢ni konfigurace a K; € 6(K;_1) proi = 1,...,t. Tento vypocet 1ze jed-
nozna¢né popsat fetézcem w € B'. Znak w[i] = b; proie {1,...,t}aje {1,...,r}, pokud
Ki = 0(Kj-1, ), kde 6(K;_1, ) oznacuje konfiguraci vzniklou aplikaci ptechodu 6(g,a) na
konfiguraci K;_1, kde dvojice g € Q,a € X tvoii displej v konfiguraci K;_. Na druhou
stranu kazdy fetézec B* urcuje néjaky vypocet stroje M nad vstupem x.

Zkonstruujeme nejprve deterministicky 3-paskovy Turingtiv stroj M", ktery bude si-
mulovat praci M. Jednopdaskovy Turingtiv stroj M’ pak mtizeme z M" zkonstruovat na
zakladé véty 4.1.12. Vyznam pések stroje M" je nésledujici:

Vstupni paska uchovava vstup x, tato paska slouzi jen ke ¢teni.

Adresni paska slouzi ke generovani fetézcti w € B*, které specifikuji adresy prochaze-
nych uzld stromu vypocétu M nad vstupem x.

Simulacéni paska slouzi k simulaci stroje M na vstupu x p¥i volbach pfechodové funkce
dle fetézce na adresni pdsce.

Struktura stroje M" je naznacena na obrazku 4.6.

*Nespecifikovali jsme ptesné, co u nedeterministického Turingova stroje M znamena ,,odmitnuti” vstupu.
V ptipadé nedeterministického Turingova stroje nds obvykle ani odmitnuti nezajimé a zajimédme se
pouze o to, zda stroj pfijme. D4 se ale fici, Ze M odmitne sviij vstup, pokud je jeho strom vypoctu
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Ridici jednotka

kla|j|lal|k].. Vstupni paska
1(0]3(2|1].. Adresni paska
kla|jla e Simula¢ni paska

Obrazek 4.6.: Struktura tfipaskového deterministického Turingova stroje M", ktery si-
muluje nedeterministicky Turingtiv stroj M.
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Stroj M" postupné generuje fetézce w € B* na adresni pasce. P¥i tom generuje nejprve
v8echny Fetézce délky 1,2,3,.... S kazdym fetézcem w € B* provadi M" simulaci stro-
je M na vstupu x s volbami pfechodové funkce podle fetézce w. K simulaci je vyuzita
simula¢ni paska, kterd zde slouzi pfimo jako pracovni paska M, pficemZ pted kazdou
simulaci je vzdy vycisténa a je na ni okopirovan vstup ze vstupni pasky. Pokud M" vy-
generuje pfi simulaci pfijimajici konfiguraci, pak pfijme. Pokud pro néjakou délku t € N
na vsech Fetézcich w € B' skonéf simulace po méné nez t krocich, pak M” odmitne. O

Pouzity zptisob konstrukce stroj M v dtukazu véty 4.1.16 provadi prachod stromu
vypoctu stroje M nad vstupem x pomoci iterativniho prohlubovéni a v principu se od

v Y,

prachodu do $ifky pfili$ nelisi.

4.2. Random Access Machine

V této kapitole zavedeme dalsi vypocetni model, a to RAM — random access machine,
tedy stroj s ndhodnym piistupem do paméti. Jde o model, ktery se casto (ackoli se to
ne vzdy zminuje) pouZziva jako zdkladni vypocetni model pfi méfeni asové a prosto-
rové slozitosti algoritmt. Motivaci k zavedeni tohoto modelu byla pravé snaha priblizit
se vice k redlnym pocita¢iim a umoznit tak studium algoritmt a jejich implementaci
pro klasické pocitace. P¥i definici a popisu dalsich vlastnosti budeme vychazet z ¢lan-
ku [2], v némZz byl model RAM zaveden. V literatufe je oviéem mozno najit fadu jinych
ekvivalentnich definic, které se li$i zejména v pouzitych instrukcich a zptisobu zapisu
programdi.

4.2.1. Definice

Podobné jako Turingovy stroje, i RAM je strojem s oddélenou paméti pro data a pro
instrukce. Struktura RAM je zobrazena na obrazku 4.7. RAM se skldd4 ze tfi podstatnych
casti:

Program je konec¢nou posloupnosti instrukei Iy, Iy, I, . . . I, které jsou ocislované pfiro-
zenymi ¢isly, oéislovani urcuje pofadi provaddéni téchto instrukci a soucasné na-
vésti pro piikaz podminéného skoku. Jednotlivym prvkam posloupnosti instrukeci
fikdme fadky programu.

Pamét pro data se sklad4 z neomezené posloupnosti registrii rg, 71,72, ..., které jsou
ocislované prirozenymi ¢isly poéinaje nulou, témto ¢isliim budeme fikat adresy.
Obsahem registru mtize byt libovolné velké ptirozené &islo’.

Ridici jednotka (central processing unit, CPU) vykonava program. Instrukce jsou po-
stupné vykonavany v poradi, v jakém jsou zapsané v programu, i kdyZ nékteré

°Fakt, Ze se omezujeme na ptirozena ¢isla, neni nijak podstatny, klidné bychom mohli povolit libovolna
cel4 ¢isla. PouZiti pfirozenych ¢isel mé tu vyhodu, Ze ¢islo uloZené v registru je mozné pouzit i jako ad-
resu registru. V pfipadé potteby neni velky problém reprezentovat i zdporna ¢isla s pomoci pfirozenych
Cisel.
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Vstup —» Vystup

1:READ(1’0) 70

2:READ(rq)
3:LOAD(1,73) n
4: INZ(rp,6) )

5: INZ(r3,9) 3

6: ADD(7p,11,172)
7: SUB(?’(), 73, 7’0)

8: INZ(70,6) Pamét
9: PRINT(r?) rozdélend do neome-
Program zeného poctu registrii

Obrézek 4.7.: Struktura RAM. Program na obrazku implementuje RAM, ktery pocita
funkci ndsobeni.

instrukce (napt. instrukce skoku) mohou toto potadi ménit. Ridici jednotka se p¥i
své préci rovnéz stard o ¢teni hodnot ze vstupu a zdpis hodnot na vystup.

Program pro RAM se sklada z instrukci, které jsou popséany v tabulce 4.5. Pfi jejich
popisu pouzivame néasledujici konvence:

e Obsah registru r; oznac¢ujeme pomoci [7;].

e V popisu instrukci mtiZe byt adresa registru uréena nepfimo, tedy obsahem jiné-
ho registru, pomoci [[r;] tak ozna¢ujeme obsah registru s adresou, ktera je ur¢ena
obsahem registru r;, tj. je-li j = [r;] obsahem registru r;, pak [r] = [r[.,1] = [r}]-

e Pti popisu instrukci dale pouZivdme symbol <+ ve vyznamu pfifazeni, leva strana
pfitom urcuje registr, do kterého md byt pfifazena hodnota vyrazu na pravé strané.
Napiiklad vyraz r; < C popisuje efekt instrukce LOAD(C,r;), kterd do registru r;
uloZi hodnotu C.

Tabulka 4.5.: Seznam instrukci RAM

Instrukce Efekt Popis

LOAD(C, ;) ri« C Prifadi do registru r; konstantu C € IN.

43



Tabulka 4.5.: Seznam instrukci RAM

Instrukce Efekt

Popis

ADD(r,7j, 1) 1 < [ri] + (7]

Selte obsahy registrti r; a r; a vysledek ulozi do
registru ry. Adresy registra r;, Tis Tk nemusi byt
nutné razné.

SUB(?’Z',T’]‘, T’k) Ty < max([ri] - [T]],O)

Od obsahu registru r; odecte obsah registru 7;
a vysledek uloZi do registru ry. Adresy registrti
ti, T, Ty nemusi byt nutné rtizné.

COPY([r,],74) ra< [1y]

Do registru r; zkopiruje obsah registru s adre-
sou uréenou obsahem registru 7.

COPY(7s,[14]) (s < [7s]

Do registru, jehoZ adresa je ur¢ena obsahem re-
gistru ry, zkopiruje obsah registru 7;.

Podminény skok (jump if not zero). Pokud je v re-
gistru r; kladné ¢islo, pak program dale pokra-
¢uje instrukci I, v opa¢ném piipadé (tj. [r;] = 0)
program pokracuje instrukci ndsledujici po pra-
vé vykonavané instrukci JNZ.

Do registru r; precte dalsi ¢islo na vstupu. Po-
kud neni na vstupu dalsi ¢islo, na¢te hodnotu 0.

JINZ(7;, 1) if ([r;] > 0) goto z
READ(7;) t; < input
PRINT(7;) output « [r;]

Hodnotu uloZenou v registru r; zapiSe na vy-
stup.

Sada instrukci popsana v tabulce 4.5 zdaleka neni jedind mozna. Nékteré varianty ne-

umoznuji obecné séitani a od¢itani, ale pouze pticteni jednicky (increment) a odectent
jednicky (decrement). Dal$i varianty ptipoustéji aritmetické operace nebo nepfimou ad-
resaci pouze s pouzitim zvlast pro to vyhrazeného registru, kterému se ¥ikd akumulétor.
Na druhou stranu v nékterych pfipadech se pfipousti obecnd aritmetika, tedy ne jen s¢i-
tani a od¢itani, ale napfiklad i ndsobeni ¢i celoc¢iselné déleni. Prozatim se nezabyvame
¢asovou a prostorovou sloZitosti, poznamenejme v3ak jiZ nyni, Ze vzhledem k tomu, Ze
jednotlivé registry mohou obsahovat neomezené velka ¢isla, je potfeba pii pocitani caso-
vé a prostorové sloZitosti algoritmu vzit do tivahy velikost reprezentace ¢isel uloZenych

v pouzitych registrech. Tomu se budeme podrobnéji vénovat v ¢asti I1I.

Piiklad 4.2.1

Model RAM si ukdZeme na jednoduchém ptikladu stroje, ktery pocitd funkci ndso-

~

beni. Program ocekdva na vstupu dvé ¢isla x; a xp, na vystup zapiSe jejich soucin
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Mutr(xy,x2) = x71 - X2. RAM R, ktery bude tuto funkci implementovat, bude postu-
povat podle velmi jednoduchého algoritmu: K hodnoté 0 postupné x;-krat pricte
hodnotu x5.

1: function Murr(x1, x2)

2 READ(79) D> 1o < X1
3 READ(r1) D> 1< X2
4: LOAD(1,73) > r3 < 1, budeme potiebovat od¢itat 1.
5: JINZ (1, 7) > Pokud [rg] > 0 sko¢ na Fadek 7.
6 JNZ(r3, 10) > [r3] = 1, nepodminény skok na fadek 10.
7 ADD(7p,11,772) D 1y < [r2] + [r1], pFicteni rq k vysledku.
8 SUB(7y,13,70) > 1o < [ro] — [r3], protoze [r3] = 1, jde o odeéteni jednicky.
9 JINZ(rg,7) > Pokud je [rg] > 0, sko¢ na tadek 7, tedy pokracuj v pFicitani.

10: PRINT(r7) > Vypis vysledek, ktery je v 7.
11: end function

V programu jsou pouZity ¢tyfi registry, registry rq a r1 slouzi k uloZeni vstupnich
hodnot, do registru r, se postupné x;-krat pficte hodnota x,, zde je tedy na zavér
vysledek, ktery je vypsan instrukci PRINT. Pomocny registr 73 je pouZit jen k to-
mu, abychom postupné mohli od¢itat jedni¢ku od hodnoty v registru rg (instrukce
odc¢itani SUB totiZ neumoziiuje pfimo odecist konstantu od registru, viz dale tmlu-
vu4.24).

RAM R vykonéava program krok po kroku, tedy tak, jak jsme zvykli z imperativ-
nich programovacich jazykt, pfi¢emz vyznam jednotlivych krokt je uveden v ko-
mentéfi u kazdého fadku programu. Krok 7 je proveden piesné x;-krat (kde x; je
prvni nac¢tend hodnota ulozena v rp), pokud je x; = 0, pak v kroku 5 neprovede skok,
ale RAM bude pokracovat krokem 6, coz je nepodminény skok na konec programu.
Tento nepodminény skok je implementovan podminénym skokem s pouZzitim regis-
trurs, kde je uloZzena hodnota 1. Pokud je x1 > 0 pokracuje se pfi¢tenim x, (v registru
r1) k7. Poté je ode¢tena hodnota 1 v kroku 8. Pokud ztistane hodnota v 7y pozitivni,
dojde k opakovani smycky skokem na fadek 7. To znamen4, Ze se krok 7 se opakuje
dokud se postupnym od¢itanim jedni¢ky nesniZzi hodnota x; na 0, tedy x;-krét.

Povsimnéme si dale instrukce COPY, kterd je popsand ve dvou verzich. Tato instrukce
umoziiuje nepfimé adresovani, bez kterého se neobejdeme, chceme-li, aby byl program
schopen pfistoupit k registrtim s libovolné velkymi adresami. Pocet potiebnych registrti
muZe byt pochopitelné zavisly na velikosti vstupu a bez nepiimé adresace by pocet re-
gistrti, k nimZz mtize program pfistoupit, byl pouze konstantni. PouZiti instrukce COPY
si pozdéji ukdZeme v piikladu 4.2.6.

Predpoklddame, Ze vstup je stroji RAM predén jako posloupnost ¢isel x1, xo, ..., x,. Ke
svému vstupu pristupuje RAM volanim instrukce READ, ktera nacte hodnotu ze vstupu
(tim se posune na vstup dal$i hodnota). Pokud tato instrukce dojde ke konci vstupu, vra-
cijiz jen hodnoty 0. RAM bud vi, kolik parametri ma nacist (napfiklad pocita-li funkci
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s pevnym poctem parametrti), nebo ocekdva fetézec slozeny z ¢isel, ktery je ukonceny
0, jsou moZné samoziejmé i jiné moZnosti, napiiklad prvni hodnotou pfedanou RAM
miiZze byt pocet parametrd, které ndsleduji. My se pfidrzime prvnich dvou p¥istupd,
které budeme specifikovat za okamZik.

Vystup zapisuje RAM pomoci instrukce PRINT, opét se jednd o posloupnost ¢isel
Y1,Y2,--.,Ym- Vyznam jednotlivych ¢isel na vystupu je pochopitelné dan programem,
ktery RAM zpracovava.

Definice 4.2.2 (Vypocet RAM) Na zacatku vypoctu dle programu Iy, ..., I, maji vSech-
ny registry hodnotu 0, vypocet za¢ina prvni instrukci Iy a pokracuje dalsimi instruk-
cemi v pofadi. Pro zjednoduseni dalsich tvah budeme pfedpokladat, Ze ¢islo aktudlni
instrukce si fidici jednotka udrzuje ve zvlastnim registru (citac instrukci, program counter,
PC). Hodnota tohoto registru je na zac¢atku 0 a po provedeni kazdé instrukce se zvysuje
o jedna. V pfipadé pouZiti instrukce INZ miize dojit ke skoku na jinou instrukci, nez je
dalsi v poradyi, tim dojde i k pfislusné zméné hodnoty PC. Vypocet kon¢i v ptipadé, kdy
je hodnota ¢itace instrukei PC vy3si, nez £. K tomu mtZe dojit ve dvou pfipadech, bud
je vykondna instrukce na posledni fddce programu I; (a jeji soucasti neni skok na fadek
programu s niz$im ¢islem), nebo dojde ke skoku (pfikazem JINZ) na fddku programu
k > ¢. Fakt, ze se vypocet RAM R nad danym vstupem xy, ..., x, zastavi, budeme ozna-
¢ovat pomoci R(x1,...,x,) | a budeme fikat, Ze vypocet konverguje. To, Ze se vypocet
nezastavi, tedy Ze diverguje, budeme oznacovat pomoci R(xq,...,x,)1. <

Podobné jako v pfipadé Turingovych stroji, mtizeme i RAM pouZit jednak k pfijimé-
ni slov z daného jazyka, nebo k po¢itani hodnoty funkce. Tyto dva zptisoby budeme
rozliSovat zejména kviili zptisobu interpretace vstupu.

Definice 4.2.3 (RAM vycislitelné funkce) Necht f : IN" — IN je ¢aste¢nd funkce (ne-
musi tedy byt definovand pro viechny vstupy). Rekneme, ze RAM R pogita funkdi f,
pokud plati:

e Pokud f(xq,...,x,)1, pak vypocet R se vstupem (x1, ..., X, ) neskon¢i, nebo skon¢i
s tim, Ze neni vypsan Zadny vystup pomoci PRINT.

e Pokud f(x1,...,x,) |, pak vypocet R skon¢i, dojde k zapisu alespori jedné hodnoty
na vystup a prvni hodnotou, kterou R na vystup zapiSe, je hodnota f(x,...,x,)

O funkci f, pro kterou existuje RAM, ktery ji pocitd, budeme fikat, Ze je RAM vycislitel-
nd. <

Vsimnéme si, Ze v definic 4.2.3 nijak neomezujeme pocet provedenych instrukci READ
ani PRINT. Z toho plyne, Ze s touto definici kazdy RAM R po¢ita pro kazdé n € IN
néjakou funkci n proménnych.

Vsimnéme si, zZe v ptipadé Turingovych strojii jsme v definici 4.1.8 zavedli turingovsky
vydislitelnou funkci jako funkci Fetézcovou, tedy typu f : Z* - L*. Naopak v pfipadé
RAM v definici 4.2.3 zavddime RAM vy¢islitelnou funkci jako funkci nad pfirozenymi
¢isly, tedy funkci typu f : N" — IN. Pro Turingovy stroje je pfirozené pracovat s fetézci,
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zatimco RAM pfirozené pracuje s ¢isly. Na druhou stranu je potfeba si uvédomit, Ze ten-
to rozdil neni prili§ podstatny: Posloupnost ¢isel na vstupu RAM miiZe reprezentovat
i fetézec, jak si ukdZeme dale v definici 4.2.5 a podobné i posloupnost ¢isel na vystupu
miiZzeme interpretovat jako fetézec. Na druhou stranu Turingovu stroji miZeme pfe-
dat na vstup posloupnost ¢isel zakddovanych v jednom fetézci a podobné i fetézec na
vystupu mtiZe reprezentovat ¢islo. Tomu se budeme déle vénovat v kapitole 5.4.

Umluva 4.2.4 (Zjednoduseni pouZiti nékterych instrukci) Na piikladu 4.2.1 si miiZeme
vsimnout, Ze instrukcni sada, kterou jsme zvolili, je v leccems velmi omezujict, nap¥iklad nemii-
Zeme rovnou napsat SUB(rg,1,t) pro sniZeni hodnoty v registru ry o 1. Misto toho je potte-
ba vyuzit pomocného registru r3, kam si nejprve uloZime konstantu 1, abychom mohli zavolat
SUB(tg,13,10) a tim teprve odecist od obsahu registru ro hodnotu 1. Toto omezeni md svilj smy-
sl, ktery se ukize teprve ve chvili, kdy zacneme jednotlivym instrukcim p¥itazovat cas provedeni
a tim pocitat casovou sloZitost algoritmu. Zatimco instrukce LOAD, tedy nacteni konstanty do
registru bude mit konstantni sloZitost, sloZitost operace SUB bude zdvisld na hodnotdch men-
Sence a mensitele, tedy na obsahu odpovidajicich registrii. Podobné omezujici je fakt, Ze nemdme
k dispozici nepodminény skok, opét to Ize obejit s pomocnym registrem a uloZenim nenulové
hodnoty do tohoto registru. Pro piehlednost programu v RAM by se ndm navic hodilo pouZiti
symbolickych ndvésti.
Na zikladé téchto tivah si proto zavedeme ndsledujici konvenci:

(I) Registr ro vyhradime v zdpisech programii pro iicely ndsledujicich zjednodusent instrukci
a nebudeme jej vyslovné pouzivat.

(II) V operacich ADD a SUB pfipustime pouZiti konstanty jako jednoho ze scitancii, mensitele
¢i mensence (Ciselnou konstantu od registru vzdy odliSime, nebot registry oznacujeme
pomoct r;, navic nent potieba povolovat vice konstant neZ jednu). Naptiklad ADD(r;, 5, 1y)
je zkratkou za posloupnost LOAD(5, 1), ADD(t;, 1o, I%).

(III) Zavedeme si dodatecnou instrukci JUMP(I,), kterd provede nepodminényj skok na instrukci
I.. Jde o zkratku za posloupnost LOAD(1,ry), JNZ(ry, L;).

(IV) V operaci PRINT povolime zipis konstanty. Naptiklad PRINT(5) je zkratkou za posloup-
nost LOAD(5,1), PRINT(ry).

(V) V zipisech programit pro RAM také umoznime pouZivat symbolickijch ndvésti, jez bu-
deme deklarovat pomoci navésti :. PouZito v instrukci skoku pak ndvésti odkazuje na
ndsledujici fadek.

(VI) V zapisech programii pro RAM také umoZnime pouZivat symbolické nazvy registrii. V kte-
rémkoli misté programu miiZe byt pFitomna deklarace proménné s tim, ve kterém registru
bude uloZena. Dile je moZno pouZivat ndzev této proménné misto registru. To ndm umozni
dat registriim vyznam, ktery bude z jejich ndzvu sndze pochopitelnyj.

MuiZeme se samoziejmé ptit, pro¢ jiz v tabulce 4.5 nemdme naptiklad k dispozici pFikaz nepod-
minéného skoku. Diivodem je snaha o minimalismus, snaZime se zvolit mnoZinu instrukci tak,
aby byla co nejjednodussi a nebyly v ni nadbytecné instrukce.
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PopiSeme si jesté, co znamend, Ze RAM R pfijima jazyk L.

Definice 4.2.5 Budeme uvaZzovat fetézce nad kone¢nou abecedou X = {01, ...,0, }. Moh-
li bychom sice uvazovat i nekone¢nou abecedu, protoZe neomezujeme ¢isla na vstupu,
nebudeme to v8ak pottebovat. Podstatné je, Ze symboly abecedy indexujeme od 1. Po-
kud je w = 0;,0,,04,...0;, € 1" fetézec (ktery mutZe byt i prazdny), pak jejf RAMu R
predame na vstup jako posloupnost ¢isel iy, ...,i,,0. ProtoZe indexy symbolii jsou ne-
nulové, prvni nula pfectend instrukci READ ze vstupu oznacuje konec fetézce. Vypocet
RAM s takto pfedanym vstupem budeme oznacovat jako R(w).

e Rekneme, e RAM R ptijimé slovow € £*, pokud R(w) | , R pouZije béhem vypoctu
alespori jednu instrukci PRINT a prvni hodnotou zapsanou na vystup je 1.

e Rekneme, e RAM R odmita slovo w € ©*, pokud R(w) | a béhem vypoctu bud
nedojde k zépisu na vystup instrukci PRINT, nebo prvni hodnotou zapsanou na
vystup neni 1.

Podobné jako v pfipadé Turingovych strojti fekneme, Ze RAM R pfijimé (resp. odmit4)
jazyk L ¢ X*, pokud R pfijima (resp. odmitd) pravé slova z jazyka L. Jazyk pfijima-
ny RAMem R oznaéime pomoci L(R). Rekneme, e RAM R rozhoduje jazyk L, pokud
ptijima L a odmité L (tj. na v8ech vstupech se zastavi a bud je p¥ijme nebo odmitne). «

Priklad 4.2.6 ukazuje RAM rozhodujici jazyk palindromt. Pro srovnani si mizeme
pfipomenout, Ze jsme jiz zkonstruovali jednopaskovy deterministicky Turingtiv stroj
v ptikladu 4.1.4 a dvoupéskovy deterministicky Turingtiv stroj v pfikladu 4.1.11. Na-
vic jséme zkonstruovali dvoupaskovy nedeterministicky Turingtv stroj pfijimajici jazyk
PAL".

Piiklad 4.2.6
UkaZeme si napfiklad RAM R, ktery rozhoduje jazyk
PAL = {w=w® |we{a,b}*}.

Pro téely predéni fetézce w € {a, b} RAMu, musime odislovat znaky symboly abe-
cedy. Oznacime proto 01 = a,02 = b a budeme pracovat nad abecedou X = {01,002} =
{a,b}.Cislo 1 pfedané na vstupu tedy odpovida znaku a a &islo 2 pfedané na vstupu
odpovida znaku b. Program nejprve nacte cely vstupni fetézec w délky n do registri
r8,...,Tns7, béhem nacitani vstupu si navic program spocitd hodnotu m = [ 5 |. Poté
pro kazdy index i = 0,...,m — 1 program zkontroluje, zda [r4+;] = [r+3-i], tedy zda

2.7

x[i+ 1] = x[n - i]. Popis jednotlivych krokt programu je uveden v komentafich.

1: function PALINDROM (W)

‘ Alokace proménn)’rch‘

2: Proménna n oznacuje registr rq, je v ni uloZena délka vstupu.
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B Ww

10:

11:
12:
13:
14:
15:

16:
17:
18:

19:
20:

21:
22:
23:

24:
25:

Proménna m oznacuje registr r,, prtibéZné je v ni pocitdna hodnota | 5 |.

Proménna a oznacuje registr r3, slouzi k nacteni dalsiho znaku ze vstupu.
Déle je tato proménna pouzita jako pomocnd pfi porovnavani x[i + 1] s x[n —i].

Proménné addr oznacuje registr r4, slouzi k pocitdni adresy pro nepfimou
adresaci.

Proménnd odd oznacuje registr 5, slouzi k identifikaci toho, zda je aktualni
hodnota n licha.

Proménnd b oznacuje registr 1, a proménna c oznacuje registr r;. Tyto dvé
proménné jsou pouzity pro kontrolu rovnosti dvou znaki.

‘ Nacteni vstupu ‘

nacti_znak:
READ(a) > a < znak ze vstupu.
JINZ(a,dal3i_znak) > Pokud nebyla nactena 0, jde o dalsi znak.
JUMP(kontrola) D Pokud byla nactena 0, jde o konec vstupu, pfejdi na

kontrolu toho, je-li naéteny fetézec palindrom.

dalsi_znak:

LOAD(8, addr) > addr < 8
ADD(addr, n,addr) >addr <~ n+addr=n+8
COPY(a, [addr]) > Nacteny znak je uloZen do registru 7,44, = 748.
ADD(n,1,n) Dn<n+1
JINZ(odd,1icha) > Pokud je odd > 0, na¢teny znak je na liché pozici.
suda:
LOAD(1, 0dd) > Byl nacten znak na sudé pozici, pfisti bude na liché.
ADD(m, 1,m) > Zvy$ hodnotum = | 5| o 1.
JUMP(nacti_znak) > Vstup jesté neskoncil, nacti dalsi znak.
licha:
LOAD(0, odd) > Byl nacten znak na liché pozici, pfisti bude na sudé.
JUMP(nac¢ti_znak) > Vstup jesté neskoncil, nacti dalsi znak.

‘ Test rovnosti x[i + 1] = x[n — i] postupné proi=m-1,...,0.

kontrola:

JINZ(m,cyklus) > Pokud je pocet znakti n > 1, pokrac¢uj kontrolnim
cyklem.

JUMP(pfijmi) D> Pokudjem =0,jen <1 afetézec je automaticky pfijat
jako palindrom.
cyklus:

SUB(m,1,m) >m<m-—1

‘ Nacteni x[m +1] do b ‘

LOAD(8, addr) > addr < 8
ADD(addr, m,addr) > addr < m +addr = m + 8
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26:

27:
28:
29:
30:

31:
32:

33:
34:

35:

36:
37:

38:

39:

COPY([addr],b) > b < [addr] = [rmes] = x[m + 1]

‘ Nacteni x[n - m] do ¢ ‘

LOAD(7,addr) > addr < 7
ADD(addr, n,addr) > addr < addr+n=n+7
SUB(addr, m,addr) D> addr < addr-m=n+7-m
COPY([addr],c) > ¢ < [addr] = [rys7-m] = x[n —m]

‘Testx[m+1] <x[n-m] ‘

SUB(b,c,a) > a < max(b-c,0)
JINZ(a,0odmitni) Da>0<b-c>0«<b>c tedy b # c a vstup bude
odmitnut.

‘Testx[m+1] > x[n—m] ‘

SUB(c,b,a) > a < max(c-b,0)
JINZ(a,0dmitni) Da>0<«c-b>0<«c>b, tedy b # c a vstup bude
odmitnut.
| Do dal3{ smycky |

JINZ(m,cyklus) D Plati b =ca tedy x[m + 1] = x[n — m], navic je$té zbyvaji
dvojice k porovnani, pokracuj v cyklu.

pfrijmi:

PRINT(1) > V8echna porovnani uspéla, pfijmi zapsdnim 1 na vystup.

JUMP (konec) > Presko¢ime zapsani 0 na vystup (neni nutné).
odmitni:

PRINT(0) > Odmitni tim, Ze zapiSe$ 0 na vystup.
konec:

end function

4.2.2. Programovani RAM

Abychom si déle zjednodusili situaci, uvédomme si, Ze programovaci jazyk RAM od-
povidé jednoduchému procedurdlnimu jazyku podobného napiiklad Pascalu. Hlavni
rozdily proti bézZnému jazyku jsou nédsledujici:

1. K dispozici jsou jen pfirozena ¢isla.

2. Jediné ptistupné aritmetické operace jsou s¢itdni a od¢itani.

3. Procedury a funkce nelze volat rekurzivné.

4. Pole jsou jednorozmérna a s neomezenou velikosti.
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Funkce jsou v programu RAM pouzity tim, Ze jejich kéd je pfimo vepsan do mista
pouziti (pfipadné s pfe¢islovanim registri1). Funkce a procedury jsou tedy vzdy inline.
Uvazme napiiklad funkci Mutr, jejiz program je uveden v p¥ikladu 4.2.1. Pokud v jiném
programu pro RAM pouzijeme funkci ndsobeni tim, Ze napiSeme jako fadek volani

1 < MULT(1’2, 1’3),

je tento fadek jen zkratkou za vloZeni celého kédu programu pro funkci Mutr, kde jsou
vstupy vzaty z registrti r, a r3 misto nacteni ze vstupu a kde je vyslednd hodnota ulozena
do registru r; misto zapsani na vystup. Absence rekurze neni pfili§ omezujici, nebot ji
vzdy muzeme nahradit pomoci cyklu while, ktery je mozné v RAM zapsat pomoci
podminéného skoku.

Zastavme se chvili u proménnych a poli. Pamét RAM je tvofena jednim neomezenym
polem. Pfedpokladejme, Ze program stroje RAM R pouziva skaldrni proménné (tedy
jednoduché proménné pro &isla) xo, ..., xs a pole Ay, ..., Ap, kterd jsou indexovéana pii-
rozenymi ¢isly, tedy pocinaje nulou, a jejichz délka neni omezena. Potom vSechna tato
data reprezentujeme v jednorozmérné paméti RAM, nasledujicim zptisobem:

Prvek A;[j], kdeie {1,...,p},j € N, umistime do registru Tisju(pe1)-

Prvky pole A;, i=1,...,pjsou tedy v registrech 7;, 7ispi1, Tis2(ps1), - - - -

e Proménnou x;, kde i € {0,...,s} umistime do registru Tix(ps1)-

Skalarni proménné jsou tedy postupné v registrech rg, 75,1, 2(p+1) s 13(p+1)s - -+ o Ts(pe1)-

Pfipomerime si, Ze registr ro ma zvlastni vyznam pro zjednodusSeni programu RAM
dané tmluvou 4.2.4. Tento zvlastni vyznam md tedy p¥i pouZiti zjednoduseného zépisu
instrukci i proménna x¢. Pole a skalarni proménné jsou tedy vzdjemné propleteny jako
zip. V paméti je nejprve uloZena prvni skaldrni proménnd, poté prvni prvky poli, druha
skaldrni proménnd, druhé prvky poli, tfeti skalarni proménné, tfeti prvky poli atd. Tuto
situaci ilustruje pro pfipad dvou poli obrazek 4.8. Uvédomme si, Ze neni moZné prosté
zapsat do paméti pole za sebe, nebot jejich délka neni omezena.

rn n r 13ty rs  te t7 13 ..
[ Xo IAl[O]IAZ[O]I X1 IAl[l]IAz[l]I X2 IAl[Z]IAZ[Z]]”

Obrézek 4.8.: Zptisob alokace proménnych a poli v programu RAM, kde jsou pouZzity
skaldrni proménné x, ..., xs a dvé pole Aj a Aj.

4.2.3. Varianty RAM

V této podkapitole zminime dvé varianty modelu RAM, které je moZzné najit v literatute
— RASP a PRAM.
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RASP

Stroj RAM ani Turingovy stroje nejsou stroji Von Neumannovy architektury, nebot maji
oddéleny pamétovy prostor pro program a data. Tim se i RAM odliSuje od bézného
pocitade, byt se mu jinak snazi bliZit®. Stroje RASP odstratiuji tento nedostatek. Zkratka
RASP znamend random access stored program, ndzev tedy naznacuje, Ze program je ulozen
v hlavni paméti spolu s dalsimi daty. Program ma navic moZnost zasahovat i do paméti
se svym kédem, protoZe ten je soucasti pristupného pamétového prostoru.

PopiSeme si stru¢né verzi RASP, kterd byla popsédna v ¢lanku [2]. Model RASP, ktery
v tomto ¢lanku autofi popsali, ma k dispozici dva zvlastni registry — akumulditor (accu-
mulator, AC) a ¢itac instrukci (instruction counter, IC). Na pocatku jsou hodnoty v obou
téchto registrech nulové. Kromé toho ma RASP, stejn€ jako stroj RAM, neomezeny pocet
registrti ro,71,12,.... Kazdd instrukce RASP je uloZena v paméti ve dvou po sobé nésle-
dujicich registrech, kde v prvnim registru je uveden operacni kod instrukce a ve druhém
registru je uvedena hodnota parametru instrukce, kazd4 instrukce ma tedy prave jeden
parametr. Na zacéatku je program zapsan v po sobé jdoucich registrech, pfi¢emz prvni
instrukce zabird prvni dva registry rg, r;. Program je ukoncen instrukci HALT. VeSke-
ra aritmetika a dal3i operace probihaji s pomoci akumulatoru. Seznam instrukci RASP
i s jejich opera¢nimi kédy je uveden v tabulce 4.6.

Tabulka 4.6.: Seznam instrukci RASP

Instrukce Op. Efekt Popis
kéd

LOAD(j) 1 AC «j Prifadi do akumulétoru konstan-
IC<[IC]+2 tu je IN.

ADD(j) 2 AC « [AC] +[r]] Pri¢te k akumuldtoru hodnotu
IC < [IC]+2 z registru r;.

SUB(j) 3 AC < max([AC] - [r;],0)  Od akumulatoru odecte obsah re-
IC < [IC]+2 gistru r;.

STORE(j) 4 ri « [AC] Do registru r; vlozi obsah akumu-

latoru.

JINZ(j) 5 if ([AC] >0) Pokud je hodnota v akumulato-
then IC « j ru kladnd, pokracuje se instrukci
else IC « [IC] +2 vregistrur;, jinak se pokracuje na-

sledujici instrukdi.

67 praktického hlediska neni ovéem tento rozdil p#ili§ podstatny, nebot b&Zné nepiseme programy, jez by
potfebovaly upravovat sviij kod.

52



Tabulka 4.6.: Seznam instrukci RASP

Instrukce Op. Efekt Popis
kéd
READ(j) 6 rj < input Do registru r; prette dalsi islo

na vstupu. Pokud neni na vstupu
dalsi &éislo, nacte hodnotu 0.

PRINT(j) 7 output <« [r/] Hodnotu uloZenou v registru r;
zapiSe na vystup.

HALT 0, stop Ukonceni programu, opera¢nim

8az oo kédem je libovolné ¢islo, které ne-

ni kédem jiné instrukce (tedy O
nebo alespori 8.)

Vsimnéme si, Ze instrukéni sada v tabulce 4.6 neobsahuje instrukce COPY pro nepfi-
mou adresaci. Nepfimou adresaci je mozné provést tipravou programu za béhu tak, ze
program upravi hodnotu parametru p¥islusné instrukce (napfiklad STORE nebo ADD).
Jinak jsou ovSem programy pro RASP podobné tém pro RAM a je moZzno celkem bez
obtizi program pro RASP upravit na program pro RAM a naopak.

PRAM

Paralelni RAM (PRAM) je obvyklym modelem pouzitym pfi studiu paralelnich algo-
ritmt. Od béZného stroje RAM se lisi tim, Ze m& neomezeny pocet procesort, které vy-
konavaji tyz program. Pamét je tvofena jednou neomezenou posloupnosti registrti a je
sdilena pro v8echny procesory. P¥i pfistupu do pameéti je tedy potfeba néjakym zptiso-
bem fesit kolize. Zde si vysta¢ime s timto jednoduchym popisem, nebot paralelnimu
programovani se tento text nevénuje.

4.3. Ekvivalence Turingovych strojti a RAM

V této kapitole si ukdzeme, Ze Turingovy stroje a RAM maji shodnou vypocetni silu.
To znamend, Ze ke kazdému Turingovu stroji M 1ze sestrojit RAM R, ktery ,,déla to-
téz”, anaopak. Kazdy smér pfevodu popiSeme zvlast. Zejména nds p¥itom zajimaji jazy-
ky prijimané Turingovym strojem a RAMem a funkce vy¢islitelné Turingovym strojem
a RAMem.

Véta 4.3.1 (Ekvivalence Turingovych strojt a RAM) NechtL c X* jejazyka f : & - X~
je fetézcovd funkce. Potom plati:
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Viz definice 4.1.3
a4.2.5.

Viz definice 4.1.8
a4.23.

Viz definice 4.1.2

1. Jazyk L je pFijimany néjakym Turingovym strojem M, pravé kdyz je pFijimany néjakym
RAMR.

2. Funkce f je turingovsky vycislitelnd, pravé kdyz je RAM vycislitelnd.

Dtikaz obou ekvivalenci provedeme ve dvou krocich, nejprve si ukdZeme, jak prevést
Turingtiv stroj na RAM, ktery pfijima tyZ jazyk a pocita touz funkci. Poté si ukdZeme
druhy smér, tedy pfevod RAM na Turingtiv stroj, ktery pfijima tyz jazyk a pocita touz
funkci.

4.3.1. Pfevod Turingova stroje na RAM

Uvazme Turingtv stroj M = (Q, L, 9,90, F). UkdZeme, jak zkonstruovat RAM R, ktery
prijima jazyk L(M) a pocitd funkci fy.

Pro jednoduchost budeme pfedpoklddat, Ze M ma pasku neomezenou jen doprava,
z véty 4.1.9 vime, Ze tento pfedpoklad neni nijak omezujici. Budeme déle pfedpokladat,
Ze stavy i symboly pdskové abecedy jsou ocislované, pfesnéji,

e Q=1{q0,q1,-..,9-} proné&jaké r > 0, kde g je pocate¢ni stav a

o X ={00,01,02,...,05} proné&jaké s > 1, kde og = A je znak prazdného policka.
Pfipomenime si, Ze hodnota 0 na vstupu RAMu oznacuje konec vstupniho fetézce, coz
je konzistentni s tim, Ze 09 oznacuje znak prazdného policka. Pfedpoklddame dale, Ze

v s

buriky na pasce M jsou o¢islované pfirozenymi ¢isly, pficemz nejlevéjsi policko md index
0.

Konstruovany RAM R bude v paméti reprezentovat aktualni konfiguraci, a tedy i dis-
plej stroje M. K tomu R pouZije ndsledujici proménné a datové struktury (pfipomerime
si, ze zptisob uloZeni poli a proménnych v paméti RAM jsme popsali v kapitole 4.2.2).

e Proménnd g oznacuje index aktudlniho stavu stroje M, tj. hodnota g = i reprezen-
tuje fakt, Ze M je ve stavu g;.

e Proménnd h oznacuje index buriky, nad kterou je hlava M.

e Pole T reprezentuje obsah pasky M. Symbol pod hlavou M je tedy na pozici T[h].

Piiklad 4.3.2

NiZe je ukdzéan priklad konfigurace a jeji reprezentace v RAM M.
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Konfigurace stroje M Reprezentace v RAM R

gs

i
l h
T

‘02‘03‘01‘04‘7\‘...

5
1

{2,3,1,4,0,...}

Praci RAM R mtZeme rozdélit do tfi fazi. V prvni fazi nacte vstup do pole T, ve druhé
tazi provadi samotnou simulaci stroje M a ve tteti fazi zpracuje vysledek této simulace.

Naéteni vstupu: Zatimco Turingtv stroj M o¢ekavd, Ze ma vstup zapsan na pasce,
RAM R oproti tomu ¢te vstup pomoci instrukci READ. RAM R tedy nejprve nacte cely
vstupni fetézec a uloZi jej do pole T na pozice T[0],..., T[n — 1], kde n oznacuje pocet
nactenych nenulovych indext znakt pfed hodnotou 0, kterd oznacuje konec vstupniho
fetézce. Hodnoty proménnych £ a g jsou na poc¢atku 0, coZ je ddno pocate¢nim obsahem
registra R.

Provedeni kroku: Provedenijednoho kroku je provedeno pomoci sady podminénych
ptikazt, z nichZ kazdy implementuje jeden fadek tabulky pfechodové funkce 6 Turin-
gova stroje M. Instrukce 6(q;,07) = (g, 01, R) je v programu R implementovana podmi-
nénym piikazem

1: ifg=iand T[h] = j then

2: q<—k

3: TU’Z] <1
4: h<~h+1
5: end if

V pripadé pohybu N ztstavd hodnota i beze zmény a v pfipadé pohybu L je na fadku 4
pouzit rozdil h < h -1, pfi¢emZz neni nutné pfed odectenim jednicky kontrolovat, zda
h = 0, protoze ptedpoklddame, Ze M nepohne hlavou nalevo od nejlevéjsi buriky pasky.

Pokud néktery z téchto podminénych piikazti uspéje, pokracuje R simulaci dalstho
kroku. V opa¢ném piipadé cyklus vykonavani krokt konci a pokracuje se dalsi fazi,
tedy zapsanim vystupu.

Priklad 4.3.3

Uvazme Turingtiv stroj M s nédsledujici pfechodovou funkci.
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¢ - q,c,2

1. do,02 — (3, Ol/R
2. q3,01 — {2,00,L
3. q2,00 - 4go,00,N

RAM R tuto pfechodovou funkci implementuje nasledujici posloupnosti podmineé-
nych ptikazi.

1: if g=0and T[h] = 2 then

2: q < 3

3: T[h] <1

4: h<h+1

5: elseif g =3 and T[h] = 1 then
6: g<2

7 T[h] <0

8: h<~h-1

9: elseif =2 and T[h] =0 then
10: qg<0
11: T[h] «2
12: else
13: Konec simulace
14: end if

Zpracovani vysledku simulace: Pokud nds zajiméd, zda Turingtiv stroj M pftijal svij
vstup, tedy zda vstupni slovo patfi do jazyka L(M), pak je na vystup zapsdna hodnota
1 za podminky, Ze stav uloZeny v proménné g je pfijimajici. Pokud nés zajim4 hodnota
funkce fj vyc¢islované Turingovym strojem M, je na vystup zapsano slovo na pdasce ak-
tudlné uloZené v poli T. Bud R zapiSe na vystup obsah T az do prvni prazdné buriky,
nebo zapiSe ten kus pole T, k némuz se M béhem vypoctu dostal, to je ddno maximdlni
hodnotou & béhem vypoctu.

4.3.2. Pfrevod RAM na Turinguv stroj

PopiSme si nyni, jak pfevést RAM R na Turingtiv stroj M, ktery pocita touz funkci a p¥i-
jima tyz jazyk. Turingtiv stroj M zkonstruujeme jako 4-paskovy.
Vyznam pések je nasledujici:

1. Vstupni paska. Posloupnost ¢isel, kterd ma dostat R na vstup. Jsou zakédovana
bindrné a oddélend znakem #. Z této pasky M jen cte.

2. Vystupni paska. Sem zapisuje M ¢isla, kterd R zapisuje na vystup. Jsou zakédo-
vand bindrné a oddélena znakem #. Na tuto pasku M jen zapisuje.
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3. Pamét RAM. Obsah paméti stroje R. Format této pasky popiseme nize.

4. Pomocna pdska. Pro vypocty souctu, rozdilu, nepfimych adres, posunu ¢éasti pa-
meétové pasky a podobné.

Predpoklddame, Ze vstupem R mohou byt libovolna ptirozend ¢isla, proto piedpo-
kladame, ze Turingtiv stroj M dostane na vstup tato ¢isla zapsand binarné. To je ovsem
technicka zaleZitost, bylo by samoziejmé mozné Turingovu stroji rovnou dat seznam
znak, které jsou témito ¢isly reprezentovany, pokud nds zajimd naleZeni fetézce do ja-
zyka. Podobné ptistupujeme i k vystupu Turingova stroje M, ktery méa byt opét v podobé
binarnich zapist ¢isel, jez by vypsal RAM R.

Je tfeba si podrobnéji popsat reprezentaci obsahu paméti RAM na 3. pésce. Staci si
pamatovat obsahy vyuZitych registri, tedy téch, do nichZ byla uloZena néjaka hodno-
ta v pribéhu prace R. Ostatni registry obsahuji 0. Obsahy registrii si zapiSeme za sebe
v rostoucim potadi podle &isel registrtt’ Za kazdy registr r; pfiddme dvojici tvofenou
indexem i a ¢islem [r;] uloZenym v registru r;. Obé &isla jsou zapsand bindrné a oddé-
lena znakem |. Jednotlivé dvojice jsou pak oddéleny znakem #. To znamend, Ze jsou-li
aktualné vyuzité registry r; ,7i,,...,1;,, kde iy <ip < - < iy, pakje na pasce reprezentujici
pamét RAM R fetézec

() | ([ri, D#(2)p | (ri Dt - # () | ([73,, -

Predpoklddejme, Ze RAM R se fidi programem sloZenym z instrukci Iy, ..., I, kde
¢ € IN. Pfechodova funkce M zabezpeci vykondni téchto instrukci v daném pofadi. Za
tim tcelem bude soucasti stavu M hodnota ¢itace instrukci (program counter, PC), coz
je ¢islo z rozmezi 1,...,¢. Uvédomme si, Ze ¢ je konstanta nezdvisld na vstupu a je tedy
mozné, aby hodnota PC byla uloZena ve stavu. Kazd4 instrukce bude nahrazena po-
sloupnosti instrukci Turingova stroje. P¥icemZz posloupnost instrukci implementujici in-
strukci I; pro j € {1,...,{} bude koncit ve stavu, ktery bude poc¢atecnim pro posloupnost
implementujici nasledujici instrukci v programu R. Obvykle po I; néasleduje I;,1 kromé
piipadu instrukce JNZ, kterd mize zménit hodnotu PC na hodnotu danou parametrem.
Posloupnost s ¢islem ¢ + 1, tedy za koncem programu, pak bude provadét zakonceni
prace programu.

Implementace kazdé jednotlivé instrukce RAM na Turingovu stroji je pfi dané repre-
zentaci pameéti RAM celkem p¥imocard a dand pfimo vyznamem instrukci v tabulce 4.5.
Pri implementaci téchto instrukci je podstatné zejména to, Ze Turingtiv stroj mtiZe mani-
pulovat se seznamem dvojic reprezentujicich data v registrech na 3. pasce. To znamen4,
ze pro dany index i mtiZe najit blok odpovidajici registru r;, pfecist a upravit hodnotu
v ném uloZenou. Navic Turing@iv stroj dokdze poznat, zda dany index i nema dosud sviij
zédznam v pameéti a je tedy potieba jej pridat. Aritmetické operace nad bindrnimi ¢&isly 1ze
opét snadno implementovat na Turingovu stroji (zejména je-li k dispozici pomocna 4.
péska).

"Neni sice nutné, aby &isla registrii byla uspofadand, ale trochu to zjednodusuje hledani registru s danym
indexem v seznamu.
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4.4. Castecéné rekurzivni funkce

Dalsim vypocetnim modelem, ktery si popiSeme, jsou ¢aste¢né rekurzivni funkce. Ty
budou také reprezentovat dals$i paradigma programovacich jazyk, totiz funkcionalni
piistup k programovani.

4.4.1. Definice

Tiidy primitivné a ¢aste¢né rekurzivnich funkci budeme odvozovat ze zakladnich funk-
cf pomoci odvozovacich pravidel neboli operatorti, oboji hned zavedeme. VSechny funk-
ce uvazované v této ¢asti jsou funkce typu

f:IN" >IN

pron>1.

Primitivné rekurzivni funkce
Zacneme popisem primitivné rekurzivnich funkci.

Definice 4.4.1 (Primitivné rekurzivni funkce) Zikladnifunkce, znichzbude za¢inat od-
vozovani kazdé funkce maji nasledujici tfi formy.
(I) Konstantni nulovd funkce o(x) = 0. Jde tedy o funkci jedné proménné, kterd pro
kazdy vstup nabyva hodnoty 0.

(II) Funkce nislednika s(x) = x+1. Jde tedy opét o funkci jedné proménné, ktera nabyva
hodnoty o jedna vy$3i, neZ je ¢islo na vstupu.

IIT) Projekce If; X1,...,Xy) = x;, kde 1 < j < njsou libovolna pfirozena ¢isla. Jde o funkci
] j J=1n] p
n proménnych, kterd vraci hodnotu j-tého parametru.

Ze zékladnich funkci budeme ostatni funkce odvozovat pomoci nasledujicich operd-
torit.

(IV) Substituce. Je-li f funkce m proménnych a g1, g, ..., gm jsou funkce n proménnych,
pak operétor S;' pfifadi funkci f a funkcim g1, g2, ..., gm funkci n proménnych £,
pro kterou plati:

h(xy,...,xn) :f(g1(x1,x2,...,xn),...,gm(x1,x2,...,xn))

(V) Primitivni rekurze. Necht n > 2, pak funkci n — 1 proménnych f a funkcin + 1 pro-
meénnych g pfifadi operator primitivni rekurze R, (f,g) funkci n proménnych #,
pro niz plati:

fx2,x3,...,%) x1=0

h(x1,%2,Xx3,...,%,) ~
e Q(x1 =1, h(x1 - 1,x2,...,%n),X2,X3,...,X,) X1 >0
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Odvozent funkce f je pak kone¢nd posloupnost funkdi fi, fo, ..., fx = f, kde funkce f;,
1 < i< kjebud zdkladni funkce, nebo je odvozena pomoci nékterého operatoru z funkci
{fj 1 1<j<i}.Soucasti odvozeni je i informace o tom, které operatory a na které funkce
byly pouZity.

Funkce je primitivné rekurzivni (PRF), pokud existuje jeji odvozeni ze zakladnich funk-
cf pomoci operétorti substituce a primitivni rekurze. <

V&imnéme si, ze jiz zakladnich funkci je nekone¢né mnoho, a to diky funkcim projekce
I),. D4 se také Fici, Ze tfida primitivné rekurzivnich funkci je nejmeni téidou funkci, je%
obsahuje vSechny zékladni funkce a je uzavfena na skladani funkci (substituci) a pouziti
primitivni rekurze.

Poznamka 4.4.2 Zatimco vyznam operdtoru substituce je zfejmy, nebot tento umoZiiuje skld-
dani funkci, tedy pouZiti jiz odvozené funkce, vijznam operdtoru primitioni rekurze je tfeba si
trochu objasnit. Na proni pohled to vypadd, Ze implementace tohoto operdtoru v procedurilnim
jazyku by vyzadovala pouZiti rekurzivniho voldni, ale ve skutecnosti lze nahlédnout, Ze primitioni
rekurze odpovidd pascalovskému cyklu for (tedy omezenému cyklu s predem danymi pevnymi
hranicnimi hodnotami a krokem) a naopak i pascalovsky cyklus for Ize pfepsat pomoci primitioni
rekurze. Pro jednoduchost budeme uvaZovat n = 2, coZ je nejmensi hodnota n, pro kterou ma smy-
sl pouZit operitor primitivni rekurze R, (f, g). Toto omezeni plyne z poZadavku, Ze funkce f ma
mit n — 1 proménnych, pti¢emz kazdd funkce musi mit alespori jednu proménnou, proto pomoci
primitivni rekurze neni mozné odvodit funkci jedné proménné. Pokud ptece pottebujeme odvodit
funkci jedné proménné, nent problém p¥idat pomoci substituce jednu umélou proménnou, kterd
nebude vyuZita, to uvidime bud v ramci cviceni nebo dile v nékterych ditkazech.

Uvazme tedy funkce f s jednim parametrem a g s tfemi parametry a necht h = Ry(f, g), tedy
funkce h je odvozena z funkci f a g primitivnt rekurzi. MiiZeme tedy psit:

h(0,x2) = f(x2)

h(1,x2) = g(0,h(0,x2),x2)
h(2,x2) = g(1,h(1,x2),x2)
h(3,x2) = &(2,h(2,x2),x2)

h(x1-1,x) = g(x1-2,h(x1-2,x2),%2)
h(xy,x2) = g(x1-1,h(x1-1,x2),x2)

Je tedy vidét, Ze hodnotu funkce h(x1,x2) Ize spocitat ndsledujicim cyklem:

1: function h(x1, x)

2 z < f(x7).

3 fory<0Otox; -1do
4: z < g(y,z,x2)
5 end for

6 return z

7: end function
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Nenfi ani tézké nahlédnout, Ze naopak cyklus tohoto typu Ize piepsat pomoci primitivni rekurze.
To ndm naddle velmi uset#i nase tivahy, protoze ndm to dovoli uvazovat pomoci prostiedkil, které
jsou dnes béznému programdtorovi blizké.

Vétsina béZznych funkci je primitivné rekurzivni, nékteré si shrneme v nasledujicim
tvrzeni.

Lemma 4.4.3 Ndsledujici funkce jsou primitivné rekurzivni: Konstanta c e N, x +y, x - y, x¥,
x!, |x — y|, min{x, y}, max{x, y}, x = y = max(x - y,0), sign(x) (0 pokud je x = 0, 1, pokud
je x> 0), xdiv y (celociselné délent), x mod y (zbytek po celociselném deélent), [log. (y)| (pro
x>1,y >0, pfipady pro x <1 nebo y = 0 miiZeme dodefinovat teba 0), parita(x) (vraci 1, je-li
x liché ¢islo, a 0, je-li x sudé ¢islo).

Dikaz: Diikazy jsou vétsinou jednoduché a odvozeni ponechdme ¢tenéfijako cviceni.o

My si ukdZeme na piiklad odvozeni funkce s¢itani.

Piiklad 4.4.4

UkéZzeme si odvozeni funkce App(a,b) = a + b. Mame-li k dispozici jen pFicitani
jednicky, mtizeme k vypoctu pouZzit nésledujici for cyklus, v némz b-krat pfi¢teme
jednicku k a:

function App(a, b)
z<Db
fory<~Otoa-1do

z+z+1
end for
return z
end function

Z poznamky 4.4.2 jiz vime, jak takovy cyklus prepsat pomoci primitivni rekurze.
Pokud bychom méli funkce f(b) =ba g(y,z,b) = z+1, mohli bychom rovnou pouZzit
App = Ry(f, ). Funkce f je projekce I}, nebot I1(b) = b je funkci identity. Funkci g
lze napsat pomoci zakladnich funkecf jako g(v,z,b) = s(I5(y,z,b)), tedy naslednik
druhé ze tfi vstupnich proménnych.

Takové odvozeni ndm obvykle bude stacit ve chvili, kdy budeme pottebovat od-
vodit primitivné ¢i ¢astecné rekurzivni funkci. Ve skute¢nosti nebudeme ¢asto ani
zminovat pouZiti projekce, nebot to je obvykle zcela pfimocaré, podobné misto po-
uzitf funkce néslednika s budeme prosté pouzivat pricitani 1. Od této chvile navic
vime, Ze s¢itani je primitivné rekurzivni, a tak bychom jiZ pfi odvozovani dalSich
funkci, napt. ndsobeni, vyuZzili pfimo s¢itdni a nemuseli je odvozovat znovu.

Pro tplnost si zde uvedeme i formalni odvozeni (ve smyslu definice 4.4.1), to
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miiZzeme ve zkratce zapsat jako:
App = Ry(I}, Si(s,3)) (4.2)

Z toho je jiz zfejmé, jak vypada posloupnost funkci odvozujici App:

f1=5(x) funkce naslednika (II)
fr=0(x) projekce (III)

f5 = 13(x1,x2,%3) projekce (III)

fa= S_% (f1, f3) = Ax1xox3[xp +1]  substituce (IV)

App = f5 = Ro(f2, fa) primitivni rekurze (V)

Posledni fadek odvozeni s pouZitim primitivni rekurze ma nasledujici vyznam:

ADD(O,Xz) = fz(Xz) = X2
ADD(xl + 1,X2) f4(x1,f5(x1,x2),x2) = ADD(xl,X2) +1

V dal8im textu si vysta¢ime s daleko méné formdlnim pifistupem a zastavime se

obvykle na vy3si arovni ve chvili, kdy bude jiZ jasné, jak bychom se tohoto formal-
niho odvozeni dobrali.

Nasim cilem je popsat vypocetni model, ktery by ndm umoznil zformalizovat pojem
intuitivniho algoritmu. Primitivni funkce tento pozadavek nemohou spliiovat. Je-li f
primitivné rekurzivni funkce, pak je definovana pro vSechny vstupy (plati to pro za-
kladni funkce a neni tézké nahlédnout, Ze operdtory substituce a primitivni rekurze
vzdy z totalnich funkci odvodi totalni funkci). OvSem v jinych vypocetnich modelech
(zatim jsme si zminovali jen Turingtiv stroj a RAM) je mozné implementovat algoritmus,
ktery se nezastavi pro vSechny vstupy. Dal$im dtivodem je, Ze existuje fada (i totalnich)
funkci, které povazujeme za vy¢islitelné intuitivnim algoritmem, ale nejsou pfitom pri-
mitivné rekurzivni. O tom nas pfesvédci jednoducha dvaha. Odvozeni primitivné re-
kurzivni funkce f 1ze popsat fetézcem v né€jaké vhodné abecedé (naptiklad v podobé,
v jaké jsme popsali odvozeni funkce App, viz (4.2)). Tento fetézec lze vzdy prepsat do
bindrni abecedy {0,1} a kazdému takovému fetézci mtizeme piifadit piirozené ¢islo,
kterému budeme Fkat Godelovo &islo.® Primitivné rekurzivni funkci s jednim paramet-
rem, kterd mé v tomto ocislovani ¢islo x si pro tuto chvili ozna¢me jako f,. UvaZme nyni
funkci ¢ dvou parametrd, kterd je definovana jako

P(x,y) = f(y)

Takto definovand funkce je univerzdlni pro t¥idu primitioné rekurzivnich funkci. Ukazme si,
Ze funkce 1) nemiiZze byt primitivné rekurzivni.

$Podrobnéji to provedeme pro ptipad Turingovych strojii v kapitole 5.2, pro téely této Gvahy nejsou tech-
nické detaily k6dovani podstatné.
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Véta 4.4.5 Univerzilni primitivné rekurzioni funkce Y(x,y) ~ fx(y) neni primitivné rekur-
zioni.

Dtikaz: Predpoklddejme sporem, Ze 1 je primitivné rekurzivni, potom je primitivné
rekurzivni i funkce g(x) ~ (x,x) + 1 = fi(x) + 1, kterou odvodime z funkce ¢ a funkce
néslednika s pomoci substituce. V tom pfipadé této funkci pfindlezi Godelovo ¢islo z

a tedy f;(x) ~ g(x). OvSem plati, Ze f,(z) = g(z) ~ f.(z) +1, tedy f.(z) = f.(z) + 1. To
ovSem neni mozné uvazime-li, Ze funkce 1), g i f. jsou definované pro vSechny vstupy.
Dostavame tedy spor a funkce 1, ktera je univerzalni pro PRF nemtize existovat.” To
znamend, Ze primitivné rekurzivni funkce nejsou dost silné na to, abychom v nich mohli
naprogramovat univerzalni funkci pro tuto tfidu. Pfitom je ovSem algoritmus vypoctu
primitivné rekurzivni funkce velmijednoduchy, a tedy ocekdvame, Ze vypocetni model,
ktery by mél zachycovat pojem intuitivniho algoritmu, umoZni implementovat vypocet

primitivné rekurzivni funkce. m]

Co ndm navic oproti intuitivnimu pojmu algoritmu chybi, je obecny while cyklus
fizeny logickou podminkou, a tedy potencidlné neukonceny. Primitivni rekurze odpo-
vida pouze for cyklu, u kterého dopfedu vime, kolik smycek nejvys provede.

Casteéné rekurzivni funkce

Operator, ktery pfiddme k interpretaci potencidlné neomezeného cyklu while, je ope-
rator efektivni minimalizace.

Definice 4.4.6 (Efektivni minimalizace) (VII) (Efektivni) minimalizace.Je-li f funkce n+
1 proménnych, pak M, (f) uréuje funkci n proménnych h, pro kterou plati

h(xq,%2,...,%,) >min{y | f(x1,x2,...,%,y)1=0 (4.3)
a(Vz<y)[f(x1,x2,...,%0,2) 1 ]} (4.4)

Tedy h nabyva nejmensi hodnoty vy, pro niz je hodnota funkce f(x1,...,x,,y) de-
finovand a rovna 0. Navic poZadujeme, aby pro vSechny hodnoty z niZsi nez y by-
la hodnota funkce f(x1,...,x,,v) definovana. Pro operdtor minimalizace budeme

pouZivat nasledujici znacent:
h(x1,x0,...,%n) ~ Ax1x3 .. .xn[yy[f(xl,xz, e X, Y) O]] <

Definice 4.4.7 (Casteéné rekurzivni funkce) Funkce f je édstecné rekurzioni (CRF), po-
kud ji 1ze odvodit ze zakladnich funkci pomoci substituce, primitivni rekurze a mini-
malizace. Funkce f je obecné rekurzivni (ORF), pokud je f CRF, kter4 je definovand pro
vSechny vstupy. «

oV dtkazu jsme pouzili techniku diagonalizace.
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Uvédomme si, ze vyraz uy| f(x1,x2,...,Xx,,y) ~ 0] obecné neoznacuje , nejmensi ¢islo
y, pro které je f(x1,x2,...,x,,y) = 07, a to diky podmince (4.4) v definici minimali-
za¢niho operatoru. Podminka (4.4) pozadujici, aby byla hodnota f(x1,x2,...,x,,z) defi-
novand pro vSechny hodnoty z < vy, je navic velmi dileZzita, protoZe odpovida tomu,
co intuitivné povaZujeme za efektivni minimalizaci. Rozmysleme si, jak by program
v béZném imperativnim jazyku pocital hodnotu funkce h: Postupné by pocital hodnoty
f(x1,...,%4,0), f(x1,...,%xn,1),...,azby nalezl prvni y, pro néz by platilo f(x1,...,x,,y) =
0. Tento postup odpovida nédsledujicimu while cyklu:

1: function h(xy,...,x,)

2 y<0

3 while f(xq,x2,...,%,,y) #0do
4: y<y+1

5 end while

6 return y

7: end function

V tomto algoritmu jisté plati, Ze pokud jedna hodnota f(x,...,x,,z) pro néjaké z < y
neni definovéna, coz odpovidd tomu, Ze vypocet f(x1,...,x,,z) neskonéi, pak hodnota
funkce h(xy,...,x,) neni definovand. Podobné i v piipadé, kdy f(xy,...,x,,z) je sice de-
finovand pro kazdou hodnotu z < y, ale pro Zddnou z nich neni nulov4, neni hodnota
funkce h(xq,...,x,) definovana.

Navic plati, ze pokud bychom podminku (4.4) vynechali a definovali bychom funkci
h odvozenou minimalizaénim operatorem jako

h(x1,x2,...,%,) =min{y | f(x1,%2,...,%,,¥)1=0},

nebyly by ¢aste¢né rekurzivni funkce uzaviené na operaci minimalizace. V&imnéme si
také, Ze pokud je funkce f definovand pro vSechny vstupy (je tedy obecné rekurziv-
ni), pak je podminka (4.4) splnéna automaticky a funkce i = M, (f) v tomto pfipadé
skute¢né hled4 nejmensi hodnotu y, pro kterou f(x1,...,x,,y) = 0.

Ptikladem funkce, kterd je ¢aste¢né rekurzivni, ale neni obecné rekurzivni mutze byt
funkce, kterd neni definovand pro zadny vstup:

Ax{uy[s(y) = 0]].

Pfikladem funkce, kterd je obecné rekurzivni, ale neni primitivné rekurzivni je univer-
zalni funkce pro PREF, jak jsme jiz ukazali ve vété 4.4.5. Dal$im pfikladem je Ackerman-
nova funkce, kterd je sice definovana pro vsechny vstupy, ale roste rychleji, nez jakékoli
primitivné rekurzivni funkce. Fakt, Ze je dana funkce vSude definovana tedy jesté ne-
znamend, Ze se piijejim vypoctu obejdeme bez while cyklu.

Na zévér této podkapitoly zmirfime, Ze odvozovani ¢astecné rekurzivni funkce ma
blizko k funkciondlnimu programovéni. I kdyZz diky tomu, Ze primitivni rekurze od-
povidéa for cyklu a minimalizace while cyklu, mizeme popisovat ¢astecné rekurzivni
funkce i imperativnim (¢i proceduralnim) zptisobem.
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4.4.2. Zakladni vlastnosti PRF, ORF a CRF

Pti popisu vlastnosti rekurzivnich funkci se nam bude hodit pojem rekurzivniho a re-
kurzivné spocetného predikatu. Pfipomerime, Ze predikaty a relace byly definovany
v kapitole 3.2.2.

Definice 4.4.8 Predikat (nebo relace) R ¢ IN", n > 1je primitivné (resp. obecné) rekurzivni

predikit (PRP, ORP), pokud je jeho charakteristicka funkce primitivné (resp. obecné)

rekurzivni. Obecné rekurzivnim predikattim a relacim budeme téZ fikat rekurzioni.
Predikat (nebo relace) R ¢ IN", n > 1 je rekurzivné spocetny (RSP), pokud existuje funk-

ce n proménnych fr : IN" - IN, pro kterou plati, ze

R=domf.

Hodnota funkce fg je tedy pro danou n-ticixy, ..., x, definovand pravé kdyz R(xy, ..., xp).
Hodnota funkce fg neni v tomto p¥ipadé dulezita.

Unérni rekurzivni (resp. rekurzivné spocetny) predikat A ¢ IN budeme téz nazyvat
rekurzioni mnoZinou (resp. rekurzivné spocetnou mnozinou). <

Ziejmé kazdy primitivné rekurzivni predikat je soucasné obecné rekurzivni, a tedy
rekurzivni, naopak to vSak platit nemusi. Podobné kazdy rekurzivni predikét je i re-
kurzivné spocetny, ale naopak to neplati. TotéZ lze pfirozené fici o mnoZindch. Vétsina
obvyklych relaci a predikétt je primitivné rekurzivni, at jiz jde o bézné relace jako <, >, =
nebo testovani prvociselnosti predikatem prime(x).

Ptiklad 4.4.9

Napiiklad relace x; > x; je primitivné rekurzivni, nebot x»(x1,x2) ~ sign(x; = x2).

Poznamenejme, Ze jako podminku jsme v definici 4.4.6 operatoru minimalizace povo-
lili pouze test toho, zda je hodnota vlozené funkce f(x1,...,x,) definovdna a rovna 0. Ve
skute¢nosti je vS8ak mozno pfipustit libovolny rekurzivni predikét, protoZze v tom pfi-
padé bychom mohli v operdtoru minimalizace pouZit jeho charakteristickou funkci. My
tohoto faktu budeme pouZivat a v minimalizaci pouZivat libovolné podminky. Zvl4sté
pro libovolny obecné rekurzivni predikat R(xy, ..., x,, y) budeme pouzivat zapis

py[R(x1, -, xn, )] = py[ (1 = xr(x1,- -, %0, y)) = 0]

Vsimnéme si, Ze je-li R obecné rekurzivni predikat a funkce xr je tedy obecné rekurziv-
ni, je podminka (4.4) v definici 4.4.6 automaticky splnéna a tento zdpis tedy skutecné
znamena ,nejmensi y, pro néz je predikat R(xy, ..., x,, y) splnén”.

Zminime déle pér jednoduchych vlastnosti PRF, ORF, CREF, rekurzivnich a rekurzivné
spocetnych predikatti. VSechna nasledujici tvrzeni 1ze pochopitelné jednoduse zobec-
nit pro libovolny pocet proménnych, my budeme pro jednoduchost uvazovat funkce
a predikaty co nejmensiho poctu proménnych. V nasledujicich tvrzenich Ize navic vzdy
nahradit ,PRF” pomoci ,,ORF”, tedy co lze ukdzat pro primitivné rekurzivni funkce,
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plati i pro obecné rekurzivni funkce. Navic fadu diikazti 1ze zopakovat i pro ¢astecné
rekurzivni funkce a rekurzivné spocené predikaty.

Lemma 4.4.10 (Kone¢ny soucet a soucin) Je-li f PRF dvou proménnyjch (pro jednoduchost),

potom i funkce g(z,x) = ¥, f(y,x) (pFicemz g(0,x) = 0) a h(z,x) = 1y, f(y,x) (pFicemz
h(0,x) =1) jsou PRF.

Dikaz: Predpoklddame, Ze s¢itdni i ndsobeni jsou primitivné rekurzivni operace. Po-
tom g(z,x) mtzeme spocitat nasledujicim cyklem.

1: function g(z,x)

2 s« 0

3 fory<0Otoz-1do
4: s<s+ f(y,x)
5 end for

6 return s

7: end function

Inicializace nulovou funkci odpovida situaci, kdy bychom chtéli s¢itat 0 s¢itancti, proto
ur¢ime tuto hodnotu podle definice jako 0. PfepiSeme-li tento cyklus pomoci primitivni
rekurze ve smyslu poznamky 4.4.2, mtizeme g(z, x) odvodit pomoci primitivni rekurze
jako ¢ = Ra(o, nabc[b + f(a,c)]).

Odvozeni funkce / je zcela shodné se zaménou séitani za nasobeni a konstanty 0 za
konstantu 1. o

Kdybychom chtéli spocitat g(z) = ¥, f(v), kde f je PRF jedné proménné, nemtizeme
pouZit pfimo primitivni rekurzi, nebot pomoci ni nelze odvodit funkci jedné proménné.
Mtizeme vSak zavést umélou proménnou, jejiz hodnotu nikde nepouzijeme, pfesnéji,
podle lemmatu 4.4.10 bychom odvodili funkci

§'(zx) =2 f'(yx),

y<z

kde f'(y,x) ~ f(y). Poté bychom polozili g(z) ~ g'(z,z). Dostaneme tak jednoduchy
disledek.

Disledek 4.4.11 Je-li f PRF jedné proménné, potom i funkce g(z) = ¥, f(y) (pficemz
§(0) =0) ah(z) =l f(y) (pFicemz h(0) = 1) jsou PRF.

Dalsi uzite¢né tvrzeni ndim umozni pouziti podminéného ptikazu.

Lemma 4.4.12 (Podminény piikaz) Af g1(x),...,gn(x), n > 0 jsou PRF jedné proménné
(opét pro jednoduchost) a necht Ry(x),...,Rn(x) jsou primitivné rekurzioni predikity jedné
proménné, pro néz plati, Ze pro kazdé x € IN je splnén privé jeden z nich. Potom funkce f defino-
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vand ndsledujicim predpisem je PRF:

f)=g1(x) = Ri(x)
() =g2(x) = Ro(x)

f(x) =gn(x) = Ru(x)

Diikaz: Funkci f mtizeme zapsat nasledujicim zptisobem

f(x) = g1(x) - Xr, (%) + 82(X) xR,y (%) + - + g (X) - xR, (¥),

kde xR,, XR,,---,XR, jsOU primitivné rekurzivni charakteristické funkce primitivné re-
kurzivnich predikétt Ry (x), Ra(x), ..., R, (x). Protoze soucet i soucin primitivné rekur-
zivnich funkci vede podle lemmatu 4.4.3 opét k primitivné rekurzivni funkci, je f pri-
mitivné rekurzivni funkce. o

Lemma 4.4.12 nabizi analogii dvou dileZitych struktur z vyssich programovacich ja-
zykt, jednak if-then-else v piipadé n = 2, jednak case (pfipadné switch) pro
obecné n > 0. K tomu uvazme, Ze pokud spliuji predikaty Ry, ..., R, pfedpoklady lem-
matu 4.4.12, pak musi platit, Ze

Ry(x) < =Ry (x) A =Rp(x) A++- A =R,1(x),

dé se proto fici, Ze R, (x) uréuje vétev else pfikazu if, & implicitni (default) vétev
P
pfikazu case ¢i switch.

Lemma 4.4.13 (Omezena kvantifikace) Méjme primitivné rekurzivni predikit P (pro jed-
noduchost bindrnt), potom Vp(z,x) = (Vy < z)[P(y,x)] a Ep(z,x) = (3y < z)[P(y,x)] jsou
primitivné rekurzivni predikity.

Dikaz: Ozna¢me pomoci xp charakteristickou funkci P, pomoci yy charakteristickou
funkci Vp a pomoci xg charakteristickou funkci Ep. Potom plati:

xv(zx) = [lxe(y,x)
y<Z
Xe(z,x) = Sign( > Xp(y,x))
y<Z
Tvrzeni proto plyne pfimo z lemmatu 4.4.10 a lemmatu 4.4.3. m|

Situace s neomezenymi kvantifikdtory je ponékud komplikovanéjsi a budeme se ji
jesté déle vénovat v piipadé rozhodnutelnych a ¢aste¢né rozhodnutelnych problémt.
Pokud je P primitivné rekurzivni predikat, pak (3y)[P(y)] je rekurzivné spocetny pre-
dikat, ktery vSak neni nutné obecné rekurzivni, (Vy)[P(y)] nemusi byt ani rekurzivné
spocetny, ale jde obecné o doplnék rekurzivné spocetného predikatu (3y)[-P(y)].

Lemma 4.4.14 (Logické spojky) Jsou-li P a R primitivné rekurzioni predikity (pro jedno-
duchost undrni), pak i R A P, Rv P a =P jsou primitioné rekurzioni predikaty.
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Dikaz: Plati:

xpar(X) xp(x) - xr(x)
xpvr(X) sign(xp(x) + xr(x))
x-p(x) = 1=xp(x)

Proto jsou pfislusné charakteristické funkce primitivné rekurzivni. ]

Zatimco konjunkci a disjunkci bychom mohli ptefikat i pro rekurzivné spocetné pre-
dikdty, negaci rekurzivné spocetného predikdtu je rekurzivné spocetny predikat praveé
kdyZ jsou oba rekurzivni. K tomu se jesté vratime pozdé¢ji v ¢asti vénované rozhodnu-
telnym a ¢aste¢né rozhodnutelnym problémutm.

Lemma 4.4.15 (Koneénd konjunkce a disjunkce) Je-li P primitivné rekurzivni predikdt dvou
proménnyjch, pak i predikity A(x,z) = Ny« P(x,y) a B(x,z) = Vy: P(x,y) jsou primitioné re-
kurzivni.

Ditikaz: Jisté plati A(x,z) = (Yy < z)[P(x,y)] a B(x,z) = (Jy < z2)[P(x,y)], jde tedy
o dtsledek lemmatu 4.4.13. o

Narozdil od neomezené efektivni minimalizace definované v definici 4.4.6 je omezena
minimalizace primitivné rekurzivni.

Lemma 4.4.16 (Omezend minimalizace) Je-li P primitivné rekurzivni predikit (pro jedno-
duchost bindrni), potom (bindrni) funkce f definovand ndsledujicim zpiisobem je primitivné
rekurzivni.

min{y < z | P(x, okud takové v existuje
f(x,z)z{ {y<z|Pxy)} p y existuj

Funkci f budeme také oznacovat pomoct f(x,z) = uy < z[P(x,y)].

z jinak.

Diikaz: Ozna¢me si pomoci xp charakteristickou funkci predikétu P, stejné jako pre-
dikét P, je xp primitivné rekurzivni. Uvazme, jak bychom hodnotu funkce f spocitali,
nemame-li k dispozici cyklus while, mohli bychom pouZit tfeba nasledujici cyklus for:

1: function f(x,z)
2 u<0 >V u si budeme pamatovat navratovou hodnotu funkce.
3 fory< Otoz-1do
4 if P(x,y) then
5: break
6 end if
7 u<u+l
8 end for
9: return u
10: end function

Cyklus for odpovida primitivni rekurzi a podminény pifikaz if mtzeme pouZit di-
ky lemmatu 4.4.12. Co vSak nemame k dispozici, je pfikaz break pro vyskoceni z cyklu
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ven. Misto ukonceni cyklu predc¢asné jej tedy nechdme dobéhnout aZ do konce, pficemz
od chvile, kdy algoritmus nalezne hodnotu y, pro kterou je predikét P(x, y) splnén, ne-
bude jiz dale tuto hodnu ménit. To mtizeme zabezpecit nasledujicim cyklem:

1: function f((x,z))
2: u:=0 >V u si budeme pamatovat navratovou hodnotu.
3 fory<~Otoz-1do
4: if -P(x,u) then
5: u<u+1l D> Jesté jsme nenasli vhodnou hodnotu.
6 end if
> Pokud byl spInén predikat P(x, u), nechdme u beze zmény.
7: end for
8: return u

9: end function

V cyklu zvysujeme hodnotu u do chvile, kdy neni predikat P(x, 1) splnén. Ve chvi-
li, kdy je poprvé P(x,u) splnén, ponechdme u beze zmény a protoze od té doby bu-
de P(x,u) platit stale. Na konci ztistane v 1 nejmensi hodnota, pro kterou byl predikat
P(x,u) splnén. Nyni uz md funkce reprezentujici télo cyklu spravny tvar, ktery odpovi-
déa nésledujici funkci:

u pokud P(x,u)
LU, X)
8y, u,x) {u +1 jinak
Tato funkce je primitivné rekurzivni'® podle lemmatu 4.4.12 a toho, ze P(x, u) i -P(x,u)
jsou primitivné rekurzivni predikaty, prvnijmenovany dle pfedpokladu, druhy dle lem-
matu 4.4.14. Vyslednou funkci f odvodime primitivni rekurzi z nulové funkce a funkce

g, tedy f =Ry(0,8). o

Lemmata4.4.10,4.4.12,4.4.16,4.4.13,4.4.14 a 4.4.15 1ze pfeformulovat i pro ORF a ORP,
pro CRF a RSP plati rovnéZ témé¥ viechna. Vyjimku tvoti negace predikatu v lemma-
tu 4.4.14, jak jsme jiz zminili v komentati za timto tvrzenim.

4.4.3. Cviceni

Definice a odvozovani primitivné a ¢asteéné rekurzivnich funkci

1. UkaZzte, Ze funkce ndsobeni je primitivné rekurzivni, pfedpokladdejte p¥i tom, Ze
s¢itani primitivné rekurzivni je (viz pfiklad 4.4.4) a nemusite je odvozovat.

2. Ukazte, Ze nasledujici funkce jsou primitivné rekurzivni, mtZete p¥i tom pouZzit
jiz odvozené funkce. (Nyni médme s¢itani a ndsobeni. )

a) cx(x) = k (obecnd konstantni funkce pro konstantu k, k je zde soucdst jména,
nikoli parametr, vime, Ze co(x) = o(x) je zdkladni funkce)

10Ve skutec¢nosti je to zfejmé, protoze bychom mohli ptimo psat g(y, u,x) = u + (1= xp(x,u)).
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b) sign(x) (0 pro x =0, 1 jinak)
c¢) x~1(x-1prox>0,0prox=0)
d) x+y (x-yprox>y,0jinak)
e) [x-y
f) xdivy (celoc¢iselné déleni)
g) xmod y (zbytek po celo¢iselném déleni)
h) min(x, y), max(x,y)
i) x¥
j) x!
3. UkaZte, Ze nésledujici relace a predikaty jsou primitivné rekurzivni.
a) Porovnéavani: <, <, =, >, >.
b) prime(x) (splnény pokud x je prvocislo)
4. Ukazte, ze nasledujici funkce jsou ¢astecné rekurzivni.
a) Funkce f(x), pro kterou plati, Ze neni definovand pro zadny vstup, tj. (Vx)[ f(x)
].
b) Funkce f(x,v), pro kterou plati, ze f(x,y)| < y<x.
¢) Funkce f(x,y), pro kterou plati, ze f(x,y)| < (3k)[y = kx].

S-m-n véta
V nékterych cviceni se vyuziva nésledujici ¢islovani rekurzivné spocetnych mnoZin.
W, = domg, = {x | pc(x)| }.

kde ¢, oznacuje ¢aste¢né rekurzivni funkci s Godelovym ¢islem e. Jde o funkci pocitanou
Turingovym strojem M, s Godelovym ¢islem e. Viz téz sekci 4.5.

5. S pouzitim s-m-n véty ukaZzte, Ze existuje prostd PRF f(x,y), pro kterou plati, ze

Oy (1) = px(u) + @y (u).
(Pripomerite si pfiklad 4.5.12. Toto cvicent zde slouzi jen jako vzor.)

6. S pouzitim s-m-n véty ukaZzte, Ze existuje prostd PRF f(x), pro kterou plati, Ze
Pfix) (y) = 2.
7. S pouzitim s-m-n véty ukaZzte, Ze existuje prostd PRF f(x), pro kterou plati, ze
Wiy = {0,...,x} ={y|y<x}.
8. S pouzitim s-m-n véty ukaZte, Ze existuje prostd PRF f(x), pro kterou plati, ze

Wf(x) = {kx | ke N}
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4.5. Ekvivalence Turingovych stroji a CRF

V této sekci probereme jednak ekvivalenci CRF s Turingovsky vy¢islitelnymi funkcemi,
dale ekvivalenci pojmu rekurzivni mnoziny ¢i predikatu s rekurzivnim jazykem a re-
kurzivné spocetné mnoziny ¢i predikdtu s rekurzivné spocetnym jazykem. Dospéjeme
také k univerzalni CRF a Kleeneho vété o normalni formé.

Vétad.5.1 1. Je-lih CRF n proménnijch, pak h je Turingovsky vycislitelnd. Presnéji, existuje
Turingiiv stroj My, takovyj, Ze pro kaZdou n-tici pFirozenyjch cisel x1,x2,...,x, plati

Mh((xl)B#(xZ)B#' . '#(xﬂ)B) ‘J/ <~ h(X],xz, e /xn) l
a plati-li h(xq,x2, ..., %n) L=y, potom vypocet Turingova stroje My, vyda na vistupu feté-
zec ().

2. Prevod je navic mozno ucinit efektivné. Jinymi slovy, existuje Turingiiv stroj CRE2TS,
ktery pokud na vstupu dostane kéd CRF h, spocitd Gédelovo &islo e stroje M,, kteryj pocitd
funkci h.

Diikaz: ProtoZe jsme presnéji nespecifikovali kédovani CREF, je zfejmé, Ze nemtizeme
detailné dokézat druhy bod znéni véty. Tento dtikaz by byl zbyte¢né technicky, a tak
ndm bude stacit, ztistaneme-li na intuitivni drovni. Pfesnéji, vzhledem k tomu, Ze da-
kaz prvniho bodu bude konstruktivni, ponechdme jiz ¢tenafi k uvéZeni, Ze popsané
konstrukce by Slo implementovat na Turingové stroji. Ani diikaz prvniho bodu v8ak ne-
struovaného Turingova stroje.

Tvrzeni ukdzeme indukci podle délky (nebo struktury) odvozeni funkce h. Pfedpo-
kladejme nejprve, Ze h je jedna ze zakladnich funkci, tento p¥ipad je sice trividlni, ale my
jej prece jen alespori stru¢né provedeme.

(I) h je konstantni nulovd funkce o(x). TS M), prosté smaze obsah pasky, zapie 0 a skon-
¢l

(I) h je funkce naslednika s(x). TS My, implementuje p¥i¢teni jednicky k binarnimu &islu.

(II1) h je projekce I),(x1, ..., x,). TS M, pieskoci j—1blokti 0 a 1 oddé&lenyich # spolu s jejich
smazanim. Poté pieskoci j-ty blok, ale necha jej byt. Nasledné M), smaZe nasledu-
jicich n — j + 1 blokti a vrati se na zacatek toho jediného bloku, ktery zbyl. Cisla j
a n jsou soucasti stroje My, proto je mozné je vyuzivat i ve stavu, coZ usnadiiuje
pocitani toho, kolik blokti je tfeba jesté smazat a preskocit.

Ztejmé vSechny zdkladni funkce jsou reprezentovany pomoci konkrétnich TS, které maji
konkrétni kédy a odpovidajici ¢isla, ta je mozno efektivné najit i v pfipadé projekce
pro zadané j a n. Nyni pfedpokladejme, Ze h bylo odvozeno nékterym odvozovacim
pravidlem z jiz dfive odvozenych funkci. Podle indukéniho pfepokladu miZeme vzdy
predpokladat, Ze pro tyto dfive odvozené funkce mame jiz zkonstruované Turingovy
stroje.
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(IV) Funkce h byla odvozena substituci z funkce f na m proménnyich a funkci g1, 2,...,gmnan
proménnych. Pfedpokladejme, Ze jiz méme TS My, Mg, My,, ..., My, které pocitaji
funkce f, g1, %2, ..., gm. PopiSeme praci stroje M, ktery bude pocitat funkci . Stroj
popiSeme jako tfipaskovy, z véty 4.1.12 uz vime, Ze z néj 1ze zkonstruovat jedno-
paskovy TS, ktery d€la totéz. Na prvni pasce si nechdme vstup a nebudeme na ni
zapisovat, na druhé pasce budeme postupné simulovat praci strojtt My, ..., Mg,
a na tfeti pdsce budeme na zavér simulovat praci stroje My. Presnéji, prace My,
bude vypadat nasledovné.

a) Proi:=1,...,m provede M, postupné nédsledujici kroky.
i. Okopiruje vstup na druhou pésku a vrati se na jeji zacatek.

ii. Provede simulaci Mg, na druhé pasce, My, je jednopéskovy stroj, proto si
s druhou péskou vystadi.

iii. Pokud se My, zastavi a zapiSe na vystup Cislo, pak jej M), ptipiSe na konec
tieti pasky za oddélujici znak #. Pokud se vypocet M, nezastavi, neni
hodnota g;(xy,...,x,) definovana, a tedy neni definovana ani hodnota
h(x1,...,x,), v tom piipadé se ptirozené nemd zastavit ani M;,.

iv. Stroj M), smaze obsah druhé pasky.
b) Mj se vrati na zacatek tfeti pasky.

c) Na tfeti pasce provede M}, simulaci stroje My, vstupem je obsah tfeti pasky,
coz jsou hodnoty g1(x1,...,%n), ..., §m(X1, ..., Xn).

d) Je-li vypocet M kone¢ny, je po jeho ukondeni na tfeti pdsce uloZzend hodnota
funkce h(x1,...,x,) = f(g1(x1,...,%n), ., m(x1,...,%4)). To, kde na konec
tato hodnota skon¢i, zavisi na tom, jak je stroj M, pfeveden na jednopaskovy.

(V) Funkce h byla odvozena primitivni rekurzi z funkci f na n — 1 proménnijch a funkce g na
n + 1 proménnych. Opét pfedpokladejme, Ze mame jiz sestrojené stroje My a M,
které pocitaji funkce f a g, a popisme préci stroje M;,. Bylo by mozné popsat stroj
M, s pouzitim rekurze, kdy by si stroj M, udrzoval zasobnik aktiva¢nich zdznam.
Jednodussi vsak bude uvazit, Ze primitivni rekurze je totéz, co cyklus for. Pfesné-

ji, ve vy$8im programovacim jazyce bychom hodnotu funkce i (xq, x2, . . ., x,,) mohli
spocitat timto cyklem:

Tento cyklus jiz jednoduse implementujeme i na TS. Pro dplnost si zde takovy
stroj M, popiSeme, bude mit tfi pasky, opét jiz standardnim zptisobem bychom jej
prevedli na jednopéskovy. Prvni paska obsahuje vstup, na druhé pésce si budeme
pamatovat hodnotu ¢itace y zapsanou bindrné jako (y)g, na tfeti pasce budeme
simulovat stroje My a Mg.

a) M), nejprve okopiruje na tfeti pasku vstup s vyjimkou hodnoty x;.
b) M}, simuluje praci M¢ na tieti pasce.

c) M), zapiSe na druhou pasku fetézec 0 (tj. y = 0).
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d) Dokud fetézec na druhé péasce kéduje ¢islo mensi nez prvni parametr na prv-
ni pasce, opakuje M}, nasledujici kroky:
i. Pfed slovo na tfeti pasce (tedy hodnotu z pfedchozi smycky z) okopiruje
slovo z druhé pasky (tedy hodnotu ¢itace y) a oddéli je pomoci #'.

ii. Na konec tteti pasky ptikopiruje obsah prvni pasky, vyjma prvni hodno-
ty x1, tj. pfikopiruje parametry x», ..., x,.

iii. Na tfeti pasce simuluje praci Mg, ktery necha na tfeti pasce svtij vystup,
tedy hodnotu g(y,z,x2,x3,...,%,).
iv. Ke ¢itacdi y na druhé pdasce pricte jednicku.

e) Na zavér tieti paska obsahuje hodnotu h(x, ..., x,).

(VI) Funkce h byla odvozena minimalizaci z funkce f na n + 1 proménnych. Opét pfedpo-
klddame, Ze mame jiz sestrojeny stroj M pocitajici funkci f. Jak jsme si jiz fekli,
minimalizace odpovidé4 nasledujicimu while cyklu:

Neni t€zké si pfedstavit, jak bude vypadat stroj M, ktery bude provadét tento
while cyklus. My si jej opét pro tplnost popiSeme, vystaci si dokonce se dvéma
péskami a jeho prace bude vypadat nasledovne.

a) Na zacatku pfipise M), za vstup #0, tedy hodnotu y = 0.

b) Déle M;, opakuje nésledujici kroky do té doby, nez simulovany stroj My ne-
vrati 0.

i. Okopiruje obsah prvni pasky na druhou pasku.
ii. Na druhé pasce simuluje stroj M.

iii. Pokud na zévér prace My bude na druhé pasce jen slovo reprezentujici
nulovou hodnotu, pak Mj, ukonéi opakovani cyklu.

iv. V opa¢ném ptipadé M) smaZe obsah druhé pasky a k hodnoté y uloZené
za poslednim oddélovacem # pricte 1.

¢) Nalezena hodnota y je nyni uvedena na prvni pasce jako posledni parametr.

Konstrukce popsané v dtikazu by $lo implementovat na Turingové stroji, ale tomu se my
vénovat nebudeme. O

v 2

Nyni se zaméfime na opacény smér, tedy fakt, Ze kazda turingovsky vy¢islitelna funkce
je CRF. Na vypocet Turingova stroje mtizeme pohliZet jako na posloupnost konfiguraci,
pfi¢emz vypocet zacina v pocatecni konfiguraci a pfechod z jedné konfigurace do dalsije
jednoznac¢né urceny prechodovou funkci (v pfipadé deterministickych TS, s nimiz nyni
pracujeme). Pfipomenime si, Ze konfigurace TS popisuje kompletni stav vypoctu, sklada
se ze stavu, polohy hlavy na pésce a slova na pésce, pficemz z celé pasky v kazdém oka-
mziku sta¢f uvazovat jen jeji kone¢nou ¢ast od nejlevéjsiho k nejpravéjsimu prazdnému
polic¢ku. Vypocet zac¢ind v pevné dané pocatecni konfiguraci. Z jedné konfigurace ptejde
Turingtiv stroj do dalsi na zdkladé pfechodové funkce, jde o lokdlni a velmi elementarni
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zménu spocivajici v pfechodu do nového stavu, zmény jednoho znaku ve slové na pasce
a pohybu hlavou o nejvys jedno poli¢ko jednim smérem. Diky tomu i slovo na pésce se
v kazdém kroku prodlouzi o nejvys jeden znak. Tato lokalita tpravy a omezenost délky
konfigurace dava tusit, Ze k manipulaci s konfiguracemi a pfechodu pomoci ptechodové
funkce by mély stacit omezené cykly, tedy primitivni rekurze.

Zacneme popisem zakédovani konfigurace do ¢isla tak, aby se s nim dobte pracovalo
prostfedky primitivné rekurzivnich funkci. MoZnosti, jak takové kédovani provést, je
celd fada, my navdZeme na to, jakym zptisobem jsme zakédovali pfechodovou funkci
Turingova stroje v kapitole 5.2.1. Nejprve zakédujeme konfiguraci fetézcem v abecedé
I'={0,1,L,N,R,|,#,; }. Necht se Turingtiv stroj M nachézi ve stavu g;, na pasce obsahuje

slovo X, Xj, ... X, a hlava ¢te symbol X, tuto konfiguraci zakédujeme fetézcem:

(i)B#(jl)B#(jz)B#- : ~#(jk—1)3‘(jk)3#- : ‘#(jé’)B

tj. za bindrni zapis ¢isla stavu umistime symboly slova na pasce oddélené #, pficemZz
pred ¢teny symbol misto # umistime |. Nyni pfevedeme fetézec v abecedé I' na binarni
stejné jako u pfechodové funkce. S kazdym bindrnim fetézcem w méme jiZ jednoznacné
asociované ¢islo, jehoZz binarni zapis je 1w. Oboji je provedeno stejné jako v kapitole 5.2.1.

Déle mtiZeme postupovat dvéma zptsoby, bud popiSeme primitivné rekurzivni funk-

v N2

ci simulujici jeden krok TS M, kterd na vstupu obdrzi ¢islo odpovidajici kédu konfi-
gurace K;j a vréti ¢islo odpovidajici kodu konfigurace Kj, kterd z K; vznikne pouZitim
pfechodové funkce. Funkce simulujici jeden krok TS je skute¢né primitivné rekurzivni,
nebot jak jsme jiz zminili, jednd se o lokdlni a elementdrni zménu fetézce (k manipula-
ci s Fetézci se vsak jesté vratime). Protoze dopfedu nevime, jaky pocet kroktt musi TS
M ucinit, neZ se na daném vstupu zastavi, dojde-li k tomu vtibec, najdeme tento pocet
krokti pomoci while cyklu, ¢ili minimalizace.

My v8ak budeme postupovat jinak, zakédujeme posloupnost konfiguraci tj. vypocet
TS do binarniho fetézce a popiSeme predikat, ktery otestuje, zda dany fetézec kédu-
je konvergujici vypocet daného stroje. Tato kontrola bude primitivné rekurzivni, while
cyklus, ¢ili minimalizaci, vyuZijeme k nalezeni vhodného fetézce kédujictho vypocet
daného TS.

Je-li vypocet tohoto TS M dany konfiguracemi Ko, K, .. ., K;, potom kédem tohoto vy-
poctu bude

Ko; K1;Kp; ... K.

Jde tedy o jednotlivé konfigurace umisténé za sebou a oddélené sttednikem. Jak zminé-
no, ptrevod tohoto fetézce na bindrni a posléze na ¢islo 1ze najit v kapitole 5.2.1.

Uvédomme si, Ze béZné operace s fetézci reprezentovanymi jim odpovidajicimi ¢isly
jsou primitivné rekurzivni.

Lemma 4.5.2 Funkce pro bézné operace s bindrnimi fetézci jsou primitivné rekurzioni, pficemz
uvazujeme, Ze bindrni fetézec wy, je pfeddn v parametru svym Cislem y. Jde nap¥iklad o urceni
délky tetézce, pFistup k znaku na zadané pozici, porovndni fetézcii, vijbér podretézce, nalezeni
podietézce, nahrada podfetézce za jiny, konkatenace a dalsi.
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Dtikaz: Diikaz pouze nazna¢ime, odvozeni vSech operaci zde provddét nebudeme, cte-
néf si je mize vyzkouset jako cviceni. SloZitost obvyklych fetézcovych operaci je omeze-
na délkou Fetézcti a hodnotou dal$ich parametrti na vstupu. Neni tedy nijak pfekvapivé,
Ze k jejich implementaci neni tfeba obecného cyklu a vystac¢ime si s for cyklem, podmi-
nénym piikazem, voldnim podprogramu a zdkladnimi funkcemi, které jsou primitivné
rekurzivni podle lemmatu 4.4.3. Napfiklad délku fetézce w, spocitime pomoci funkce

len(y) = [log, y].

Ptistup ke znaku (0/1) fetézce w, na pozici i mtZzeme zrealizovat funkci

znak(y, i) = (y div 270Dy mod 2,

zde je potteba si uvédomit, ze bindrni fetézce ¢teme obvykle zleva do prava, tedy znak
na pozici 0 fetézce w, je na druhém nejvyznamnéjsim bitu ¢isla y hned za Gvodni jednic-
kou. Pokud bychom radéji pracovali pfimo s abecedou I', mtizeme pfistupovat ke ¢isltim
znakt z ni pomoci funkce

znakr(y,1) =4 - znak(y,31) + 2 - znak(y, 3i + 1) + znak(y, 31 + 2).

Ptipojeni znaku b € {0, 1} k fetézci w, bychom zrealizovali pomoci

pridejznak(y,b) =2 y +b.

Obecnou konkatenaci fetézcti w, a wy, bychom mohli provést tfeba pomoci

konkatenace(a,b) = a - olen(b) | (b= zlen(b))_
Pomoci téchto funkci bychom jiz jednoduse naprogramovali zbylé. O

Nyni jiz mtZeme popsat predikat, ktery ovéfi, zda dany fetézec kéduje vypocet da-
ného Turingova stroje.

Véta 4.5.3 Definujme predikit T, (e, x1,...,%u,Y), kteryj je splnén, pravé kdyz bindrni fetézec
wy, je kédem vijpoctu TS M, nad Fetézcem (x1)g#(x2)g# . .. #(xn) g, kteryy na zdvér vydd bindrné
zapsané cislo. Potom Ty (e, x1, ..., Xn, y) je primitivné rekurzivni predikit.

Diikaz: Jde opétjen o ndznak dikazu. Formalni dtikaz by byl zbyte¢né technicky kom-
plikovany, pfi¢emz by nepfinesl myslenkové nic zajimavého, proto vynechdme vSechny
technické detaily a budeme se vénovat pouze myslence diikazu. Budeme uvaZovat pou-
ze piipad n = 1 a budeme pro jednoduchost pouzivat znaceni T(e,x,y) = T1(e,x1,Y),
zobecnéni pro libovolné n > 1 je pouze technickou zaleZitosti.
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Predikat T'(e, x, ) si rozepiSeme jako konjunkci predikatt nasledujicim zptisobem:

T(e,x,y) kodTS(e)A

A pocatecni(kon figurace(y,0),e,x)A
pocet(y)—-2
A A nasledujici(konfigurace(y,i), konfigurace(y,i+1),e)A
i=0
A koncova(e, kon figurace(y, pocet(y) — 1)) A
A cislo(kon figurace(y, pocet(y) — 1))

o Predikat kodTS(e) provede syntaktickou kontrolu toho, jestli w, je platnym kédem
TS. Pokud ne, znamend to, Ze nemd smysl pokracovat v dalSich testech. V ¢em
spocivd tento test, jsme popsali jiz pfi konstrukci univerzalniho TS, zde bychom
pouze museli naprogramovat syntaktickou analyzu v jazyku PRF.

e Funkce konfigurace(y,i) vyextrahuje z fetézce wy kéd i-té konfigurace a vrati jeho
¢islo, tedy ¢éislo a, pro néz je w, kddem i-té konfigurace. Pokud tato funkce zjisti,
Ze na daném misté neni platny kéd konfigurace, tj. narazi na syntaktickou chybu,
vrati ¢islo prazdného fetézce, tedy 1.

e Predikdt pocatecni(a, e, x) otestuje, jestli fetézec w, kéduje konfiguraci a jestli jde
o pocatecni konfiguraci stroje M, pfi vypoctu nad vstupem (x)p.

e Funkce pocet(y) zjisti, kolik je v w, zakédovano konfiguraci.

e Predikat nasledujici(a, b, e) zjisti, jestli fetézce a a b kéduji konfigurace a jestli kon-
figurace zakddovand fetézcem wy, nésleduje po konfiguraci zakédované fetézcem
w, ve vypoctu stroje M,. Tj. jestli existuje odpovidajici instrukce v programu w,,
kterd z w, udéla wy,.

e Predikdt koncova(e,a) otestuje, jestli w, kduje koncovou konfiguraci stroje M., mu-
si jit o platnou konfiguraci, z niz uz nelze déle podle pfechodové funkce stroje M,
pokracovat.

e Predikat cislo(a) zkontroluje, jestli konfigurace kédovana pomoci w, ma na pésce
binarni zapis ¢isla.

Fakt, Ze tyto funkce a predikéty jsou primitivné rekurzivni, nebudeme dale zkoumat,
protoze jde o technickou zaleZitost. V3e plyne z toho, Ze vSechny bézné funkce pro ma-
nipulaci s fetézci jsou primitivné rekurzivni dle lemmatu 4.5.2, s témito funkcemi uz
dokédzeme implementovat vyse uvedené primitivné rekurzivni funkce a predikaty. Ko-
nec¢nd konjunkce je primitivné rekurzivni dle lemmatu 4.4.15. o

Kdyz jsme schopni ovéfit, jestli dany fetézec kéduje vypocet Turingova stroje, mtize-
me jiz k zadanému Turingovu stroji najit odpovidajici CRF.

Véta 4.5.4 Je-li funkce f turingovsky vycislitelnd, je f CRF.

75



Dikaz: Pro jednoduchost pfedpokldadejme, Ze f je funkci jedné proménné. Je-li f tu-
ringovsky vyc¢islitelnd, pak podle definice 4.1.8 existuje Turing@iv stroj, ktery ji pocita.
Predpoklddejme, Ze jde o stroj M, s Godelovym ¢islem e. MtiZeme tedy psat

f(x) =U(py[T(e,x,y)]),

kde U je funkce, kterd z y vytdhne posledni konfiguraci a z ni &islo, které tato konfigura-
ce reprezentuje. U je zfejmé primitivné rekurzivni funkce, technickymi detaily se opét
nebudeme zabyvat. Cislo programu e je konstanta, kterou mtizeme do T vloZit pomoci
substituce. |

Nyni mtizeme pouZit nasledujici ivahu. M&me CRF f, protoZe jde o CRF, existuje
podle véty 4.5.1 TS M, ktery f pocitd. TS M md pfifazeno Godelovo ¢islo, oznacme jej e,
které tedy urcuje kromé stroje M = M, i funkci f. Ocislovani Turingovych stroji mtize-
me tedy vyuZit i k o&islovani CRF. Toto o&islovani CRF se ndm bude hodit vic, ne to,
které bychom dostali zakédovanim odvozeni CRF do fetézce a potazmo &isla, protoze
timto zptisobem ¢islo odpovida skute¢né algoritmu a je jiz jedno, jaky jazyk ¢i vypocetni
model (v nagem ptipadé TS nebo CRF) bychom pouzili k jeho implementaci. Vzhledem
k tomu, jak jsme definovali funkci, kterou M pocitd, je ziejmé, Ze pro libovolny pocet
proménnych n > 0 po¢ita TS M néjakou funkci n proménnych, nasledujici definice tedy
dava dobry smysl.

Definice 4.5.5 Pomoci <p§”) ,kde e,n € IN, oznaéime CRF n proménnych, kterou pocita
stroj M,. Pokud n = 1, budeme téZ psat ¢,. «

To, co jsme vlastné dosud ukazali, je Kleeneho véta o normalni forme.

Véta 4.5.6 (Kleeneho o normalni formé) Existuje primitioné rekurzivni funkce(y) a pri-
mitivné rekurzivoni predikit Ty,(e,x1,...,Xn, Y), pro které plati:

(VnelN) (Vee IN) [(pé")(aq,...,xn) :u(yy[Tn(e,xl,...,xn,y)])]

Diikaz: Dikaz uz vlastné mame hotovy, viz véta 4.5.4. |

Zajimavym dtsledkem Kleeneho véty o normalni formé je, Ze libovolnou CRF mtiZe-
me odvodit za pomoci jediného minimaliza¢niho operatoru, tedy jediného kroku, ktery
neni primitivné rekurzivni. D4 se to také fici tak, Ze kazdy algoritmus lze prepsat za
pomoci nejvys jednoho cyklu while. Pfi¢emZ fada béznych funkci a algoritmti je jiz
primitivné rekurzivnich, takZe se obejdeme i bez toho while cyklu, nicméné Kleeneho
véta ndm dava uniformni pohled na viechny CRF (a potazmo vSechny algoritmy, pii-
poustime-li Churchovu-Turingovu tezi).

Dalsim disledkem Kleeneho véty o normaélni formé je fakt, Ze kazdy rekurzivné spo-
Cetny predikat 1ze napsat za pouZiti primitivné rekurzivniho predikatu a existen¢niho
kvantifikatoru. Pfesnéji:

Lemma 4.5.7 Predikit R ¢ IN" je rekurzivné spocetny, privé kdyz existuje primitivné rekur-
zivni predikat P ¢ N"*Y, pro néjz plati, Ze R(x1, ..., x,) < (3y)[P(x1, ..., %n, Y)]-

76



Dikaz: Predpoklddejme nejprve, Ze R je rekurzivné spocetny predikat. Podle definice
to znamenad, Ze existuje CRF <p§”) takova, ze R(xq,...,x,) < (pgn)(xl,...,xn) | . Podle
Kleeneho véty o normalni formé dostaneme, ze

XR(X1, ..o, Xp) goén) ~ Ll(yy[Tn(e,xl,...,xn,y)]).

Z toho plyne, ze pro kazdy vstup xy, ..., x, plati

XR(X1,...,x0) L < uy[Ta(e,x1,...,x0,y)] 1 .

Jelikoz T, je primitivné rekurzivni predikét a je tedy definovany pro vSechny vstupy,
znamena to, Ze minimaliza¢ni operator najde vhodné y pravé kdyZz néjaké existuje. Ji-
nymi slovy

XR(X1, .., x0) L <= BY)[Tu(e,x1,..., %0, y)],

staci tedy definovat

P(x1,...,x0,y) =Tu(e,x1,...,%Xn, y).

Nyni predpokladejme, Ze predikat R(x1,...,x,) = (3y)[P(x1,...,xn,y)], kde P je pri-
mitivné rekurzivni predikat. Z toho plyne, zZe charakteristickd funkce xp predikatu P
je primitivné rekurzivni a funkci f, jejimz definicnim oborem je R, mtiZeme definovat
takto

f(x1/~"/xn) = ‘uy[XP(xll“'/xn/y) = 1]/

pfiemz opét vyuzivdme toho, Ze v pfipadé, kdy P je PRP, a tedy xp je PREF, je dru-
ha podminka minimaliza¢niho operatoru automaticky splnéna, a tak zde minimalizace
odpovida existenénimu kvantifikatoru. a

Rozdil mezi rekurzivnim a rekurzivné spo¢etnym predikatem je tedy moZzné zformu-
lovati takto: Rekurzivni predikaty jsou ty, které jsou algoritmicky rozhodnutelné, rekur-
zivné spocetné predikaty jsou ty, které jsou algoritmicky ovéfitelné, poda-li ndm nékdo
certifikdt (tedy y) dokazujici jejich platnost. Tedy u rekurzivné spocetného predikatu
nejsme sice obecné schopni efektivné rozhodnout, jestli plati, ale pokud plati a nékdo
ndm da svédka y stvrzujici tento fakt, jsme schopni efektivné ovéfit, Ze jde skutecné
o certifikat platnosti. Jak vidime, mezi tim, co jsme schopni efektivné rozhodnout a ové-
fit je rozdil, protoZe napfiklad predikat problému zastaveni je rekurzivné spocetny, ale
neni rekurzivni. V ¢asti o sloZitosti zjistime, Ze nahradime-li sltivko efektivni souslovim
v polynomidlnim case, neni tento rozdil tak snadno vidét a nikdo jej zatim neumi doka-
zat. Nejen to, ale pokud misto efektioni pouZzijeme v polynomidlnim prostoru, pak mezi
ovéfenim a rozhodnutim (v polynomidlnim prostoru) rozdil neni.

Jako dalsi dusledek dostaneme existenci univerzalni CRF.

Véta 4.5.8 (O univerzalni funkci) Pro kaZdé pFirozené &islo n > 0 existuje CRF n + 1 pro-

ménnych (pé””)(e, X1,...,Xy) takovd, Ze (pgml)(e,xl, e Xp) = (pgn)(xl, e Xn).
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Dikaz: Podle Kleeneho véty o normélni formé staci polozit

(p§”+1)(e,x1, e Xp) U(#y[Tn(erxlf“"x”’y)])'

Nicméné vzhledem k ekvivalenci CRF a TS bychom také mohli vzit jiz zkonstruova-
ny univerzélni TS a jemu odpovidajici CRF, s p¥ipadnou tpravou vstupu do vhodného
tvaru. O

Jako tomu bylo u Turingovych strojti, i univerzalni funkce pro tfidu CRF je sama
CRF. V komentati za definici PRF jsme jiZ zdtivodnili, Ze to neplati pro t¥idu PRF, proto-
Ze funkce univerzalni pro tfidu PRF sama nemtzZe byt PRF, ale protoze by 8lo o funkci
vSude definovanou, byla by funkce univerzalni pro tfidu PRF obecné rekurzivni. V&im-
néme si dalsiho rozdilu, v pfipadé primitivné rekurzivnich funkci mtzeme zakédovat
jejich odvozeni a pfifadit jim pfirozena cisla, protoze jde o odvozeni bez pouZiti mi-
nimalizace. Pokud vSak pouZijeme minimalizaci, pak otdzka, zda odvozena funkce je
obecné nebo primitivné rekurzivni, je algoritmicky nerozhodnutelnd. Napfiklad roz-
hodnuti, zda dan& CRF f je obecné rekurzivni, tedy totdlni, odpovidé otézce, zda se
dany TS potitajici My, zastavi na v8ech vstupech, coZ je na prvni pohled sloZitéjsi, nez
jenom zodpovédét, zda se zastavi na daném vstupu. UZ to je pfitom nerozhodnutelné,
nebot se jedna o problém zastaveni. Nerozhodnutelnost problému, kde se ptdme, zda
funkce pocitand danym Turingovym strojem je primitivné rekurzivni plyne napiiklad
z Riceovy véty 7.4.2, k niZ se dostaneme pozdéji. Z toho plyne, Ze uvaZovat cosi jako
univerzalni funkci pro tfidu ORF nemd moc smysl, protoZe nejsme ani schopni poznat,
zda dané odvozeni odvodi obecné rekurzivni funkci.

Poznamka 4.5.9 Univerzdlni CRF budeme vyuZivat pomérné casto, prestoZe ji nebudeme zmi-
tiovat primo. Piijde o situace, kdy jako Gddelovo Cislo funkce (tj. zdrojovy kéd odpovidajiciho
programu) pouZijeme parametr. Nap¥iklad definujme funkci pe(x,y,u) ~ @x(u) + @y (u), for-
mdlné pfi této definici pouZivime univerzalni funkci, kterd ndm umozni zavolat x-tou a y-tou
funkci, spravné bychom tedy méli psit @.(x,y,u) =~ (péz) (x,u) + g0§2)(y,u). My vsak budeme
pouzivat proniho zdpisu, protoZe je to jednodussi, ale budeme mit na paméti, Ze nam tento zdpis
umozriuje pravé existence univerzilni funkce.

Nasledujici véta ukazuje, Ze je mozné efektivné provést ¢astecné dosazeni do funkce
a Ze kod nové vzniklé funkce 1ze efektivné spocitat.

Véta 4.5.10 (s-m-n) Pro kazdd dvé pfirozend Cislam,n > 1 existuje prostd PRF s}, jeZ je funkci
m + 1 proménnijch a pro vsechna x,y1, Y2, ..., Ym plati:

(n) (m~+n)
P s ) = F1Z2 5 Zuloy (Y, YmiZa, -0 2Zn) ]
Diikaz: Neformalné popiSeme, co bude délat program s = s} (x, y1, Y2, ..., Ym). Na vstu-
pu dostane ¢isla zy, ..., z,, poté spusti stroj My na vstup y1, Y2, ..., Ym,21,22,...,2Zn, UVE-
domme si, Ze vSechna tato ¢isla zn4, jelikoZ je bud dostane na vstupu M; (v p¥ipadé
Z1,...,Zn), Nebo je ma zakédované do své prechodové funkce jako parametry (v pfipadé

X, Y1,---,Ym). Stroj Ms tedy prosté napiSe pred parametry zy,...,z, parametry yi,..., Yn
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a spusti My. ProtoZe tento program jsme schopni popsat efektivné, jsme schopni po-
psat i TS, ktery pro x, y1, ..., Ym spocita program s = s (x,y1,..., Ym). PFesnéji, vypocet
sy (%, Y1,...,Ym) spociva v tom, ze k instrukcim stroje M, se pFidaji instrukce, které p¥i-
pisi y1,..., ym pied vstup, tj. instrukce, které budou hybat hlavou vlevo a postupné psat
Ym,---, Y1 zprava do leva, na konci tohoto zapisu bude instrukce, kterd pfejde do pocatec-
niho stavu vlastniho stroje M,. VSimnéme si, Ze pro tuto tipravu neni viibec rozhodujici,
jak vypadaji instrukce My, ani to, jak bude probihat jeho vypocet, jediné, co je v M, tieba
zménit jsou ¢isla stavii tak, aby nekolidovala s nové ptidanymi stavy. Uprava piechodo-
vé funkce M, je tedy opravdu jednoducha a vystadi si jisté s primitivné rekurzivnimi
prosttedky. Proto je i funkce s} primitivné rekurzivni.

To, Ze 1ze funkci s’ implementovat tak, aby byla prostd, je snadno vidét, kéd nového
stroje totiz obsahuje né€jakym zptisobem i hodnoty parametrt, které funkce s)' dostane,
pro rizné hodnoty téchto parametrti budou i rtizné vystupni hodnoty. ]

S-m-n véta opét neni ni¢im prekvapivym ani sloZitym, jde spiS o technickou zaleZi-
tost, kterou v8ak budeme ¢asto pouzivat pfi manipulaci s ¢astecné rekurzivnimi funk-
cemi. UZ pti pfecteni znéni s-m-n véty si dokdzeme predstavit algoritmus v intuitivnim
smyslu, ktery pocita funkci s, podle Churchovy-Turingovy teze jsme tento algoritmus
schopni implementovat na Turingové stroji a potazmo pomoci ¢aste¢né rekurzivni funk-
ce. ProtoZe v ném nepotiebujeme cyklus while, sta¢i ndm dokonce primitivné rekurziv-
ni funkce. Tato véta navic ukazuje velmi uzitecny princip ¢astecného dosazeni, ktery je

zvlast ve funkciondInim programovani velmi obvykly.

Piiklad 4.5.11

Uvazme funkci mocniny pow(x,y) ~ y* s jejiz pomoci chceme odvodit funkci dru-
hé mocniny square(y) =~ y*. Mame-li jiz funkci pow a jeji Godelovo &islo e (4. jeji
zdrojovy kéd), tak mtizeme psat square(y) ~ pow(2,y) =~ (pgz) (2,v). Aniz bychom se
zajimali o to, jak vypadd zdrojovy kéd e, miizeme jej pfedhodit funkci s} a nechat si
spocitat zdrojovy kéd funkce square(y), protoze square(y) ~ (p£2) (2,Y) = Qg2 (Y)-
Tymz zptsobem bychom mohli odvodit cube(y) =~ Pl (e3) (y) a podobné i per dalsi

libovolnou hodnotu mocniny k. V tomto p¥ipadé je tedy funkce f(k) ~ si(e k) PRF,
ktera pro dané k spocita zdrojovy kéd funkce y¥. Podle s-m-n véty totiZ plati:

V= pow(k,y) = @e(k, y) = Pg1 sy (V) = P (¥)

Zde mtiZzeme poznamenat, Ze s-m-n véta je jakymsi opakem véty o univerzalni funkci,
uvazme v predchozim pfikladu funkci

square(y) ~ (P£2)(2/ y) =~ (Ps}(e,z)(y)'

Je-li (pﬁz) univerzalni CRF pro funkce jedné proménné, pak miZeme pokracovat a psat
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ey (¥) = 957 (51(e,2), ).

Nebo obecné

P (%, Y) = Qa0 () = 95 (51 (e, %), ).

Vsimnéme si, Ze na obou strandch mame funkci dvou parametrti x a y, na kazdé strané
mame vSak jiny program, ktery tuto funkci pocita. Zatimco na levé strané bézi pfimo
program e, na druhé strané bézi program e interpretovany univerzalni funkci (asi jako
by béZel na virtualnim stroji).

Piiklad 4.5.12

Uvazme funkci @q(x, y, u) ~ @x(u) + @, (1), kterou jsme jiz pouzili v pozndmce 4.5.9
k univerzéalni CRF. Podle s-m-n véty dostaneme, Ze

Pe(X, y, 1) = Ps2(ex,y) (u).

Definujeme-li f(x,y) ~ s2(e,x,y), pak funkce f je prostou primitivné rekurzivni
funkci, pro kterou plati, ze

Prxy) (u) = (Px(u) + goy(u)'

Je-li naptiklad e Godelovo &islo funkce I}, pak f (e, e) uréuje Godelovo &islo funkce
nasobeni dvéma, nebot

(pf(e,e)(u) ~ @e(1) + @e(u) = I}(u) + I%(u) =u+u=2u.
Poznamenejme, Ze to, které parametry si vybereme k zafixovani a ptredloZeni funk-

ci s)! neni p¥ili§ podstatné, pofadi parametrti si totiz mtizeme vzdy zménit s pomoci
substituce a projekce.

4.6. Bibliografické poznamky

4.7. Cviceni

1. Ukazte vétu 4.1.9.
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5. Algoritmy

V této kapitole nejprve vyslovime Churchovu-Turingovu tezi, ktera spojuje intuitivni
pojem algoritmu s matematickym pojmem Turingova stroje. Zavedeme také cislovani
Turingovych stroji a popiseme univerzalni Turingtiv stroj. Ten se ndm bude déle hodit
v nasich tvahach o algoritmicky feSitelnych problémech a algoritmicky vy¢islitelnych
funkci, coz jsou pojmy, které zavedeme v zévéru kapitoly.

5.1. Churchova-Turingova teze

Pod pojmem algoritmu si obvykle intuitivné pfedstavujeme kone¢nou posloupnost jed-
noduchych instrukci (pfikazti, pokynt), kterd vede k feSeni zadané tdlohy. V tomto
smyslu se da za algoritmus povaZovat vlastné jakykoli postup ¢i nadvod, od Euklido-
va algoritmu pfes popis cesty ke kamarddovi domt po nadvod na pouZiti fotoaparatu ¢i
kuchaftsky recept. Kromé posloupnosti instrukci potfebujeme vSak pochopitelné i pro-
stfedek, na kterém budeme tuto posloupnost vykondvat, at uz je to nase hlava, nohy,
fotoaparat a ruce ¢i my a kuchyriské vybaveni.

Nés budou zajimat algoritmy, které pracuji s matematickymi objekty (&isly, fetézci,
funkcemi apod.). Chceme-li formalizovat pojem algoritmu v matematice, potfebujeme
model vypocetniho prostfedku, ktery by jednak byl dostate¢né obecny, aby obsahl na-
8i intuitivni pfedstavu algoritmu, a jednak dostatecné jednoduchy, aby se s nim dobie
manipulovalo. Dosud jsme si popsali tfi takové modely — Turingovy stroje, RAM a ¢as-
te¢né rekurzivni funkce. Ukazali jsme si také, Ze vSechny tfi tyto modely jsou stejné silné,
je tedy mozno v nich implementovat vypocet tychZz funkci, pfijiméni téZe mnoZiny ja-
zyki. PotaZmo je v téchto modelech tedy mozno vyfesit touz tfidu problémt a dloh.
Kromeé toho v8ak existuje i celd fada dalSich stejné silnych vypocetnich modelti — pro-
gramy ve vy$sich programovacich jazycich jako je C, Pascal, Basic, Java (i kdyz zde je
tteba mit vZdy na paméti i pocitac, na kterém jsou tyto programy interpretovany), pro-
gramy ve funkcionalnich jazycich jako je A-kalkulus (ktery pochdzi od Alonza Churche,
1936 a ktery tvoii teoreticky zdklad funkciondlnich jazykt), Haskell, Lisp, mezi dalsimi
muiiZeme zminit tfeba skript pro sed.

Kterykoli z téchto prostfedkd bychom si mohli vybrat a vybudovat tutéz teorii, pro-
toZe v8echny jsou co do vypocetni sily ekvivalentni. V roce 1936 pravé Church, Turing
a Kleene ukazali, Ze Turingovy stroje a A-kalkulus jsou stejné silné prosttedky jako o né-
co starsi ¢astecné rekurzivni funkce. Zformulovali soucasné tezi, které se ¥fika Churcho-
va-Turingova, a podle niZ pravé Turingovy stroje a jim ekvivalentni prosttedky zachycuji
intuitivni pojem algoritmu.
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Teze 5.1.1: Churchova-Turingova (1936)

Ke kazdému algoritmu v intuitivnim smyslu existuje Turing@v stroj, ktery jej im-
plementuje.

Churchova-Turingova teze se snaZi spojit intuitivni pfedstavu pojmu algoritmu s pres-
nou matematickou definici Turingova stroje. Spojuje tak dva velmi rozdilné svéty a ze
své podstaty nejde o matematické tvrzeni, jez by bylo moZzno dokézat, tezi pouze pfi-
jmout nebo odmitnout. My tuto tezi pro dals$i vyklad pfijmeme, nebot je podpofena
fadou ekvivalentnich modelti a d4 se v tomto smyslu fici, Ze jako redlny vypocetni pro-
stfedek nic lepsiho nez Turingovy stroje nemame.

Churchovu-Turingovu tezi budeme déle ¢asto vyuZivat v obou smérech. Casto bu-
deme popisovat algoritmy v intuitivnim smyslu, pfi¢emz na zakladé Churchovy-Turin-
govy teze budeme predpoklddat, Ze bychom tento algoritmus mohli implementovat na
Turingovu stroji (RAMu, CREF, ...). Na druhou stranu ve chvilich, kdy budeme potfebo-
vat fici néco skute¢né formalné, budeme hovorit o Turingovych strojich, pfi tom ovsem
budeme mit na paméti, Ze soucasné mtizeme dané vysledky vztdhnout i na jiné vypo-
¢etni modely, potazmo na algoritmy obecné.

5.2. Kdédovani objektll a univerzalni Turingtv stroj

Abychom mohli k Turingovtim strojiim (a tedy i k algoritmtim) p¥istupovat uniform-
nim zptisobem bude se nam hodit to, Ze kazdy Turingtv stroj 1ze zakédovat pomoci
fetézce a pfifadit mu pfirozené ¢islo. Toto kddovani se ndm bude hodit i pfi konstrukci
univerzélniho Turingova stroje, ktery se ndm bude téZ pfi dalsich tvahéach o Turingo-
vych strojich velmi hodit. Napfiklad si timto zplisobem miiZeme zodpovédét otazku,
kolik je vlastné Turingovych strojt.

5.2.1. Kédovani Turingovych stroja a Gédelovo €islo

V této kapitole zavedeme cislovani Turingovych strojt. Je tieba predeslat, Ze zptisob
kédovani Turingovych strojii a zplisob pfifazeni ¢isla, které zde popiSeme, je jen jed-
nim z mnoha moZnych. Konkrétni zptisob kédovéani neni pro dalsi tivahy o algoritmech
a Turingovych strojich nijak podstatny. Potfebujeme si néjaky zptsob zvolit, abychom
jej mohli dale vyuzivat, ale jakykoli jiny zptisob kédovéni s podobnymi vlastnostmi by
bylo moZno vyuzit stejné dobfe. Podstatnou vlastnosti kédu, ktery popiSeme, je jeho
efektivita. To znamenad, Ze kéd je moZzno dobfe zpracovavat na Turingovu stroji (potaz-
mo na jiném vypocetnim modelu).

Nasim dalsim cilem je také kazdému Turingovu stroji pfifadit jeho Godelovo &islo.
Postup tohoto pfifazeni je rozloZen do tif krokd.

1. Turingtv stroj nejprve reprezentujeme fetézcem v abecedé

r={0,1,L,N,R, |, 4#,;} (5.1)
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2. Poté kazdy znak abecedy I' pfepiSeme pomoci tfi bitd, tedy znakt 0 a 1.

3. Nakonec vyuZijeme toho, Ze bindrni fetézce 1ze ocislovat pfirozenymi ¢isly, jak
jsme si ukazali v kapitole 3.4.4.

Omezeni kladena na kédované Turingovy stroje

Pro tcely popisu kédovani budeme uvazovat jen Turingovy stroje spliujici jisté omezu-
jici pfedpoklady, jeZ jim vSak neubiraji na vypocetni sile. Pfesnéji, budeme uvaZzovat, ze
Turingtv stroj M = (Q, L, 6, 90, F), ktery kédujeme, spliiuje nasledujici omezeni:

(i) Vstupniabeceda M je bindrni abeceda {0, 1}. To znamend, Ze stroji M jsou na vstu-
pu pfedavany pouze binarni fetézce.

(ii) F = {q1}, tedy M ma jediny p¥ijimajici stav, ktery ozna¢ime pomoci q; € Q.

Zdtraznéme ihned, Ze paskovou abecedu stroje M nijak neomezujeme, jediné, co vy-
zadujeme, aby spolu se symboly 0 a 1 vstupni abecedy obsahovalaisymbol A prdzdného
policka.

Vstupni abecedu M omezujeme proto, Ze vstupni abeceda univerzdlniho Turingova
stroje (ktery budeme dale konstruovat) musi obsahovat symboly vstupni abecedy si-
mulovaného stroje. Mohli bychom zvolit libovolné velkou abecedu. Binarni abeceda se
pro nase ucely hodi proto, Ze je sice dostate¢né mald, aby se s ni dobfe pracovalo, ale
je soucasné dostatecné velkd, abychom pomoci ni mohli zakédovat fetézec v libovolné
abecedé (jak uvidime déle). Mohli bychom ve skute¢nosti uvazovat i jednoprvkovou
vstupni abecedu, ale pak by popis kédovani byl zbyte¢né komplikovany, protoZe vsech-
no bychom museli rovnou zakédovat do jediného pfirozeného ¢isla, coZz ucinime az ve
tfetim kroku. Na druhou stranu ttiprvkova abeceda nepfindsi proti bindrni nic podstat-
ného.

Ptedpoklad, ze kédovany stroj ma pouze jeden ptijimajici stav, nemd na vypocetni silu
Turingova stroje Zaddny vliv. Libovolny TS M Ize totiz trividlné pfevést na ekvivalentni
TS M’, ktery ma jediny ptijimajici stav, z n&jz nevedou jiz zadné instrukce. Pokud ma
totiz M vice pfijimajicich stavti, nebo z jeho pfijimajicich stavii vedou néjaké instrukce,
pfiddme k M novy stav gq; a instrukce, které ve chvili ukon¢eného vypoctu v nékterém
z piijimajicich stavii zabezpedi prechod do stavu g;. Pokud naopak TS M nema Zadny
pfijimajici stav, pak ni¢emu nevadi, pokud k nému pfidame novy stav, ktery bude pfiji-

7z >~z

majici, ale nebude do néj mozné pfejit pomoci Zddné instrukce.

Kédovani Turingovych strojt fetézci v abecedé I'

V této podkapitole popiSeme kédovani Turingovych strojii pomoci fetézcti v abecedé
I={0,1,L,N,R, |, #, ; }. Za podminek, které klademe na Turingtiv stroj, staci k jeho po-
pisu vhodnym zptisobem zakédovat pfechodovou funkci, nebot veskeré dalsi informace
o stroji lze jiz ze z&pisu pfechodové funkce vy¢ist. Dosud jsme uvaZovali pfechodovou
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funkci zapsanou v tabulce. Kéd Turingova stroje dostaneme prosté tak, Ze zapiSeme jed-
notlivé fadky tabulky pfechodové funkce za sebe. Pro z4pis jedné instrukce, tedy jedno-
ho fadku tabulky, vyuZijeme prvni Sestici znakti z abecedy I', znak # posléze pouZijeme
k oddéleni jednotlivych instrukci. Znak ; nebude v kédu pouZit a je moZzné jej vyuZzit
napfiiklad k oddéleni kédu stroje od jeho vstupu na vstupni pasce univerzalniho TS.
Uvazme tedy TS M = (Q, L, 0,90,F), kde F = {q1}. Ptedpokldddme, Ze stavy a sym-
boly paskové abecedy jsou ocislované, tedy Q = {qo,41,...,4-} pro né€jaké r > 1 a po-
dobné ¥ = {Xy,Xj,Xy,...,Xs} pro néjaké s > 2. Dale pfedpokldddme, Ze g9 oznacuje
pocétecni stav a q; jediny pfijimajici stav. A kone¢né pfedpoklddame, ze X, oznacu-
je symbol 0, X; oznacuje symbol 1 a X, oznacuje symbol prazdného policka A. Po-
kud s > 2, pak X3,...,Xs oznacuji dalsi symboly pdskové abecedy stroje M. Instrukci
0(g:, X ]-) = (qx, X1, Z), kde Z € {L,N, R} oznacuje pohyb hlavy, zakédujeme fetézcem:

Dl (Nl (K)gl(Dp!2 (5.2)
Pomoci (1) 0znac¢ujeme binarni zapis ¢isla n. V kédu Turingova stroje pfitom pfipousti-
me libovolny pocet nul na zacatku tohoto zépisu. Necht C; az C,, oznacuji kédy instrukei
M v abecedé T, potom kéd stroje M vznikne jejich konkatenaci s pouZzitim oddélovace
#. Tedy koédem M v abecedé I je fetézec:

C1#Co# ... #C1#Cy

Piiklad 5.2.1

Uvazme napftiklad Turingtv stroj M, ktery pfijimé jazyk palindromt PAL a ktery
jsme zkonstruovali v pfikladu 4.1.4. Pro tento stroj plati, Ze g; je jedinym pfijimajicim
stavem. Vstupni abeceda M je dvouprvkovd, byt symboly pouzité v pfikladu 4.1.4
jsou a a b. My misto toho vyuZzijeme 0 (misto a) a 1 (misto b). To znamend, Ze
budeme uvaZzovat stroj, ktery pfijima jazyk palindromt nad abecedou {0, 1}.

PAL, = {w=w" |we{0,1}*}, (5.3)

Koédovani jednotlivych fadkt tabulky pfechodové funkce je uvedeno v tabulce 5.1.

Tabulka 5.1.: Kédy fadkt ptechodové tabulky stroje M.

qg¢c - q,cd,Z Kobdinstrukce

1. go» - q,»NN 0[10[1]10|N
2. 40,0 - ¢2,0,R 0]0[10]0[R
3. go,1 — 4¢3,0,R 0[1]11]0|R
4. 4,0 - ¢,0,R 10[0[10|0IR
5. g3,1 - g»1,R 10[1]10|1|R
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

L 2© N

q2, A
43,0
93,1
q3, A
g4, 0
q5,1
q6, 0
6, 1
J6, A
q7,0
q7,1
q7, A\

N 2 2 2 A A

L]g,?\,L
q3, O,R
qs, 1,R
qs, AL
[]6,7\,L
q6,?\,L
qdé, O,L
qe, 1,L
g7, N, R
q0,7\,R
qo,?\,R
g1, NN

10/10]11|10|L
11]0]11]0|R
11J1]11]1|R
11710]101|10|L
1001011010 |L
101/1/110]10]|L
11010]110|0|L
110111101 |L
1101011110 |R
111]0]0]10|R
111J1]0]10|R
1111101 [10|N

Spojenim kédt jednotlivych fadkh s pouZzitim oddélovaciho znaku # dostaneme

kéd Turingova stroje M:

0]10|1|10|N#0|O|10[O|R#0|1|11|O0|R#10[0|10|0|R#10|1|10|1|R#
101101110 |L#11 011 |O|R#11 |21 |12 |1 |R#11(10]2101|10|L#
100/0]110|10|L#101(1[110|10|L#110|0[110[0|L#110(1/110|1|L#
1101011110 |R#111|0|0|10|R#111|1|O|10|R#111[10|1|10|N

Pfevod fetézce v abecedé I" do binarniho retézce

Dal$im krokem kédovéani Turingova stroje bude prevod fetézce v abecedé I' do binar-
niho fetézce. Kazdy znak abecedy I' zapiSeme v bindrni abecedé pomoci tfi biti podle

tabulky 5.2.

I' kod I' kod
0 000 R 100
1 001 | 101
L 010 # 110
N 011 ;o 111

Tabulka 5.2.: Ptevod znakt abecedy I' do bindrni abecedy {0, 1}.

Néhradou znaktl v Fetézci v abecedé I dostaneme jeho pfepis pomoci bindrniho fe-

tézce.

Piiklad 5.2.2
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NavaZme na piiklad 5.2.1, v némZ jsme sestrojili fetézec v abecedé I', ktery kéduje
Turingtiv stroj M rozhodujici jazyk palindromt PAL,,. Pfepisovat zde cely kéd do
bindrniho fetézce by asi nemélo pfili$ smysl, ale podivejme se alespoii na jednu
instrukci, nap¥iklad

qs, N = (s, A L.

Této instrukci odpovidd kéd v abecedé I’
11710]101|10]L,

ktery je podle tabulky 5.2 pfeveden do bindrniho fetézce nasledujicim zptisobem
(na hornim fadku je fetézec v abecedé I', na spodnim fadku je fetézec v bindrni
abecedé€, ktery mu odpovida, ,zlomky” naznacuji, jaky znak dané trojice bitt koé-
duje):

1 1 | 1 O | 1 0 1 | 1 O | L
001001101001000101001000001101001000101010

V&imnéme si, Ze na poradi, v jakém ocislujeme stavy a znaky péskové abecedy ¢iv ja-
kém zapiSeme instrukce, nijak nezaleZi. Z toho plyne, Ze kazdy TS M mtize mit mnoho
riznych kéda, které jsou zcela ekvivalentni. Ve skute¢nosti pokud si uvédomime, Ze
staviim (kromé gp a q;) ¢i symboltim paskové abecedy (kromeé 0,1, 1) mtiZzeme pfifa-
dit libovolnd ptirozena ¢isla a ne jen ¢isla z mnoziny {0,1,...,|Q| - 1} v pfipadé stavii
¢i{0,1,2,...,|Z] - 1} v pfipadé paskové abecedy, ziskdme dokonce nekoneéné mnoho
fetézct, které koduji tyz TS. To je naprosto v pofadku, podobné kdyZz v programu v ja-
zyce C pouZzijeme rtizné ndzvy proménnych ¢i funkci, dostaneme rtizné zdrojové kédy,
ttebaZe na programu samotném jsme nic nezménili.

Ziejmé ne kazdy bindrni fetézec kéduje néjaky Turingtv stroj (pocet bitli v syntak-
ticky sprdvném fetézci musi napiiklad byt délitelny tfemi). Abychom se vyhnuli tech-
nickym obtiZim s tim spojenym, pfijmeme nésledujici tmluvu.

Umluva 5.2.3 Bindrni etézce, které nejsou syntakticky spravniymi kédy Turingova stroje, re-
prezentuji Turingiiv stroj s prazdnou pfechodovou funkct.

Turingtiv stroj s prazdnou pfechodovou funkci nutné zamitne kazdy vstup hned v prv-
nim kroku, nebot pocéate¢ni stav je rtizny od pfijimajiciho. Poznat, zda dany fetézec je
syntakticky spravnym kédem Turingova stroje, Ize pfitom celkem snadno, nebot tvar
kédovani je dobfe popsany.

Pro oznaceni fetézce kédujictho Turingtiv stroj si zavedeme ndsledujici znaceni.

Definice 5.2.4 Necht M je Turingtv stroj, pomoci (M) ozna¢ime binarni fetézec, ktery
kéduje M. «

Vzhledem k tomu, Ze kéd Turingova stroje neni jednoznaény, oznacuje (M) néjaky je-
ho kéd, zkonstruovany vyse uvedenym zptisobem pro konkrétni o¢islovani stavti, zna-
kt paskové abecedy, pofadi fadkt v pfechodové tabulce, atd.
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Godelovo ¢islo Turingova stroje

V kapitole 3.4.4 jsme zavedli ¢islovani fetézct. Toho mtiZeme nyni vyuZzit k tomu, abychom
prifadili ¢isla Turingovym strojiim.

Definice 5.2.5 (Godelovo ¢islo Turingova stroje) Necht M je Turingav stroj a (M) je
jeho kéd, pak index (M) je Godelovym ¢islem Turingova stroje M. “«

Vzhledem k tomu, Ze kéd Turingova stroje M neni jednoznacny, ani Gédelovo ¢islo
neni jednozna¢né a dokonce M ma nekone¢né mnoho Godelovych ¢isel.

ProtoZe jsme pfifadili prazdny stroj i fetézctim, které nejsou syntakticky spravnym
kédem zadného TS, dostali jsme tak ocislovani vsech Turingovych stroji a naopak kaz-
dému ptirozenému ¢islu jsme pfifadili néjaky Turingtiv stroj (tém ¢islim, jimZ odpovi-
dajici fetézec neodpovida syntakticky spravnému kédu TS, jsme ptifadili prazdny TS).
Jako dtisledek o¢islovani Turingovych stroji dostdvame jejich podstatnou vlastnost.

Dusledek 5.2.6 Vsech Turingovyjch strojii je spocetné mnoho, nebot jsme schopni je ocislovat
pFirozenymi ¢isly. Na zdkladé teze 5.1.1 miiZeme tedy ¥ici, Ze i algoritmii je spocetné mnoho.

5.2.2. Kodovani dalSich objektu

Podobné jako jsme popsali kédovani Turingovych strojii pomoci bindrnich fetézcfi, 1ze
takto kédovat i dalsi objekty, naptiklad ¢isla, RAM, logickou formuli, grafy apod. A na-
vic 1ze takto kédovat i n-tice téchto objektti. Pro nas nebude dale konkrétni zptisob ké-
dovani podstatny. Podstatné jen je, aby zvolené kédovani bylo vZdy efektivni, to zna-
mend, Ze je s nim moZzno algoritmicky pracovat, tedy Ze je s nim schopen Turingtv stroj
pracovat. To znamena, Ze je mozné vzdy z kédu efektivné (ve smyslu algoritmicky) zis-
kat vSechny potfebné informace o daném objektu. Na zakladé téchto tivah si zavedeme
nésledujici znaceni.

Definice 5.2.7 Pomoci (X) budeme oznacovat bindrni fetézec kédujici objekt X. Pomoci
(X1,...,X,) ozna¢ime bindrni fetézec kédujici n-tici objektt Xy, ..., X,,. <

Napftiklad pomoci (M) ozna¢ujeme kéd Turingova stroje M (takové kédovénijsme za-
vedli v kapitole 5.2.1), pomoci (M, x) budeme oznacovat kéd dvojice, kde M je Turingtiv
stroj a x je fetézec (ne nutné bindrnf).

5.2.3. Univerzalni Turinglv stroj

V této kapitole si popiSeme univerzalni Turingtiv stroj, ktery si oznaéime jako U. Vstu-
pem univerzalniho Turingova stroje je fetézec (M, x), kde M je Turingtiv stroj a x je bi-
narni fetézec. Univerzalni Turingtv stroj simuluje praci Turingova stroje M nad vstu-
pem x. Vysledek této simulace je urc¢en vysledkem vypoctu M nad x. Pfesnéji feceno,
UM, x)) |, praveé kdyz M(x) | aU((M,x)) pfijme, pravé kdyz M(x) ptijme. Po ukon-
¢eni vypoctu U((M, x)) navic jeho paska v néjaké podobé reprezentuje obsah péasky po
ukonceni vypoctu M(x).
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Ve vysledku tedy chceme, aby univerzalni Turingtiv stroj U pfijimal univerzalni jazyk
definovany nésledujicim zptisobem:

Li={(M,x)|xeL(M)} (5.4)

Soucasné ovsem univerzalni Turingtiv stroj bude implementovat univerzalni funkci.
Je dobré si uvédomit, ze univerzalni jazyk L, = L(U) = {{(M, x) | x € L(M)} je formali-
zaci problému PRryerf vstupy, ktery definujeme nésledujicim zptisobem.

( Problém 5.2.8: PRijeTi VSTUPU

Instance: Turingtiv stroj M a fetézec x.

Otizka: Je vypocet Turingova stroje M se vstupem x pfijimajici?

Univerzalni Turingtiv stroj popiSeme jako tfipaskovy, nebot je to technicky jednodus-
81, neZ popisovat jednopdskovy univerzalni Turingtiv stroj. Na zdkladé véty 4.1.12 vime,
Ze ttipaskovy strojlze vzdy prevést na jednopéskovy. Tak dostaneme jednopaskovy uni-
verzalni Turingtiv stroj, ktery je potom v p¥ipadé potfeby schopen simulovat i sdm sebe.

Jako pracovni abecedu U pouZijeme abecedu I' definovanou v (5.1). Pro zjednoduseni
popisu budeme navic pfistupovat ke kédu (M) (tedy prvni slozce dvojice (M, x)) jako
k fetézci v abeced€ I, i kdyZ je tfeba mit na paméti, Ze precteni jednoho znaku z abecedy
I' potom znamend piectent tf{ po sobé jdoucich bitti v bindrnim Fetézci (M).

1. paska obsahuje vstup U, tedy kéd (M, x).

(M, x)

Na 2. pdsce je uloZen obsah pracovni pasky M. Symboly X;
jsou zapsany jako (i)z v blocich téze délky oddélenych |.

...1010[001/100/000|010]011]...

3. pdska obsahuje ¢islo aktualniho stavu g; stroje M.

10011 (= (i)g)

Obréazek 5.1.: Rozdéleni funkci pasek univerzalniho Turingova stroje.
Rozdéleni funkci pasek UTS je nésledujici (viz téZz obrazek 5.1):

1. Vstupni paska. Na vstupni pasce je na poc¢atku uveden vstup tvofeny kédem dvo-
jice (M, x), kde M je simulovany stroj a x je jeho vstup. Pro jednoduchost mtizeme
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predpokladat, Ze na pésce je nejprve zapsan kéd (M) nasledovany oddélovacem,
za nimZ nésleduje p¥imo zapsany fetézec x. Jako oddélova¢ mtiZeme pouZzit na-
ptiklad znak ,;“ z abecedy I' zapsany trojici bitti 111. Podstatné je jen to, ze U
muze Cist ptimo jak kéd (M), tak jeho vstup x. Za tohoto pfedpokladu mtizeme
predpokladat, Ze vstupni paska je jen pro ¢teni a U ji béhem vypocétu neupravuije.

2. Pracovni pdska M. Tato péaska je v pribéhu vypoctu vyuzita k reprezentaci ob-
sahu (jediné) pasky M. P¥ipomerime si, Ze paskovou abecedu stroje M jsme nijak
neomezovali, jeji znaky jsou proto kédovany na této pasce tymz zptisobem, jakym
jsou zapsény v kédu (M), tedy znak X; je zapsén jako (j)z. Navic jsou vSak kody
znakt zleva zarovnany nulami tak, aby vSechny bloky reprezentujici znaky pasko-
vé abecedy M mély touz délku, pficemz jednotlivé bloky jsou mezi sebou oddéleny
znakem | . Polohu hlavy stroje M si UTS pamatuje polohou hlavy na této pracovni
pasce.

3. Stavova paska M. Na této pasce je uloZen stav, v némz se aktudlné stroj M nachézi.
Stav g; s ¢islem i je zakédovan jako (7) 5, tedy jako ¢islo i zapsané bindrné. Jde o totéz
Cislo, které 1ze vy¢ist z pfechodové funkce zakédované v (M).

Postup vypoctu U((M, x)) je naznacen v algoritmu 5.2.1. Nékteré kroky tohoto algo-
ritmu si nyni popiSeme podrobnéji.

Krok 1 Zde se kontroluje, zda ma (M) spravny tvar popsany v kapitole 5.2.1. To zna-
men4, Ze se sklada ze spravné zapsanych kédt jednotlivych instrukci oddélenych
znakem #, kde kazd4 instrukce mé tvar popsany v (5.2). Na to staci jeden pru-
chod kédem (M) a neni tfeba dalsi paska. Soucasti syntaktické kontroly by mohl
byt i test toho, zda se v kddu nenachazeji dvé instrukce s tymz displejem, tj. test
toho, zda je stroj na vstupu deterministicky. Tento test vS8ak pro praci i/ neni pod-
statny, protoze pokud jsou v kédu (M) dvé instrukce s tymz displejem, pouZzije se
ta, kterou najde U/ jako prvni.

Krok 2 Pokud syntaktickd kontrola selhala, je M podle tmluvy 5.2.3 povazovan za Tu-
ringv stroj s prazdnou pfechodovou funkci a odmitnuti je zde tedy na misté.

Krok 4 Délka bloku obsahujici bindrni z&pis ¢isla znaku na 2. pasce musi byt dostatec-
né velkd, aby do n€j bylo mozno zapsat kterykoli znak, jenZ se vyskytuje v kédu
(M). Délku tohoto bloku si oznac¢ime pomoci b, jeji uréeni provede U nasledujicim
zptsobem: Pfed ¢tenim bloku v kédu instrukce, ktery kéduje znak paskové abe-
cedy (1j. 2. a 4. blok v pétici popisujici instrukci, viz (5.2)) se U vrati na zacatek 2.
pésky. Poté se ¢tenim bloku pise na 2. pasku znaky 0. Na konci po pfecteni celého
kédu (M) ztistane na 2. pasce nejdelsi posloupnost znakti 0. Tim bude dana délka
bloku na pracovni pasce. Mezi kazdé dva bloky je vzdy vloZen znak oddélovace | .
Vzdy, kdyZ béhem simulace potiebuje UTS priformatovat dalsi blok délky b na 2.
pésku, formdtuje ho na délku totoZznou se sousedicim blokem. To miize U ucinit
tak, ze si bude oznacovat naposledy pfepsané policko v pfedchozim bloku. Pfitom
si miZe U pamatovat oznacenou ¢islici ve stavu a psat misto ni na chvili naptiklad

89



Algoritmus 5.2.1 Vypocet univerzalniho Turingova stroje U.

Vstup: Kod simulovaného stroje (M), kde M = (Q,X,0,q90,{q1}) a vstupni Fetézec x,

oboji zapsané na vstupni pédsce. Druha a tfeti paska jsou prazdné.

Vystup: Vypocet U se zastavi, pravé kdyZz vypocet M(x) je konecny. Vypocet U je pfi-

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

18:
19:
20:
21:
22:

jimajici, pravé kdyz je ptijimajici vypocet M(x). Po ukonceni vypoctu obsahuje 2.
paska slovo, které ztistalo na pasce M po ukonceni vypoctu (zakédované zptisobem
popsanym pii popisu 2. pasky U).

Inicializace

if (M) nekéduje syntakticky spravné Turingtiv stroj then
reject
end if
Urdci délku b nejdelsiho bloku pro zépis znaku na druhé pésce.
Ptekéduj vstup x na 2. pasku, tedy pracovni pasku M.
Na 3. zapi$ znak 0, tedy binarni z4pis ¢isla poc¢atecniho stavu qg stroje M.
Vrat hlavy na zacatky vSech tfi pasek.

’ Hlavni cyklus simulace ‘

while (M) obsahuje instrukci 6(g;, X;) = (qx, X1, Z), kde (g;, X;) je displej M do
Prepis 3. pasku Fetézcem (k)p, kédujicim novy stav gy.
Ptepis ¢islo znaku X; v bloku pod hlavou na 2. pasce ¢islem znaku X;.
if Z € {L,R} then
Pfesur hlavu na 2. pasce na sousedni blok (v odpovidajicim sméru).
if v odpovidajicim sméru neni Zddny sousedni blok (pdaska je prdzdnd) then
Piidej blok kédujici X, = », tedy 0°210.
end if
end if
end while

’ Zakoncdeni a uklid ‘

if na 3. pésce je ¢islo stavu q; then
accept

else
reject

end if
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znak #. Zapsanou znacku si pak U posouva spolu s pfipisovanim znaku 0 do nové
vytvéafeného bloku.

Krok 5 Znak 0 je zapsan jako 0% a znak 1 jako 0°711, kde b oznatuje délku bloku na 2.
pésce (viz blizi popis kroku 4). Pfipometime si, Ze v kédovani abecedy popsaném
vsekci5.2.1je Xp = 0a Xj = 1, protojsou kédy téchto dvou znaki pti dané velikosti
bloku b uz pevné dané. Pokud je vstup x prazdny, pak je na 2. pasku zapsén jediny
blok 077210 kédujici znak prazdného policka X, = A.

Krok 8 V tomto kroku je v k6du (M) hledana instrukce, jejiz displej je shodny s aktu-
dlnfm stavem a ¢tenym znakem M. Tedy hled4 se instrukce 6(g;, X;) = (qx, X1, Z),
kde g; je stav s ¢islem zapsanym na 3. pasce U a X; je znak kédovany v bloku 2.
pasky, ktery se nachazi pod hlavou Y. K tomu staci jednou projit fetézec (M).

Krok 10 Bindrni fetézec (1), kédujici znak X; zapisuje U odprava od konce piislusného
bloku 2. pasky, pfi¢emz jej zleva dopIni nulami do délky b (tedy aZ k pfedchozimu
znaku |).

Krok 14 Pokud by se pfi pohybu pfesunul M nad prazdné nenaformétované policko 2,
je tfeba je nahradit kédem prazdného policka. ProtoZe je pevné uréeno X = X, je
kédem préazdného policka fetézec 0°-210.

Z konstrukce UTS je ziejmé, Ze splituje poZadavky na néj kladené, zejména tedy plati,
ze L(U) = L, = {{M,x) | x e L(M)}. Z toho vyplyvd, Ze univerzalni jazyk je ¢astecné
rozhodnutelny.

Véta 5.2.9 Univerzilni jazyk L(U) = L, = {{M, x) | x e L(M)} je istecné rozhodnutelnyj.

5.3. Algoritmicky rozhodnutelné problémy

Nyni jsme pfipraveni upfesnit to, co minime algoritmicky fesitelnym problémem. Roz-
hodovaci problém P je pro nds dany popisem instance I problému a otdzkou, kterou si
o dané instanci klademe. My si rozhodovaci problém formalizujeme jako jazyk Lp, ktery
obsahuje slova kédujici kladné instance tohoto problému, tedy instance, u nichz je na
otdzku kladenou v daném problému kladna odpovéd. Otdzka kladena v problému P je
tedy pfevedena na otdzku, zda dané slovo patii do jazyka Lp, reprezentuje tedy instanci
problému P takovou, Ze otdzka problému P ma pro tuto instanci kladnou odpovéd.

Priklad 5.3.1: Jazyk problému HeLLOwWORLD

Vzpomertime si napfiklad na problém HerLoworLp. Instanci tohoto problému je dvo-
jice souborti — soubor P se zdrojovym kédem v jazyce C a vstupni soubor I. V pro-
blému HeLLowoRLD se ptdme, zda prvnich dvandct znakd, jez program P se vstu-

YA

pem I vypiSe, tvoii fetézec ,Hello, world”. Jazyk Lpw, ktery tomuto problému
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Teze 5.1.1

Viz téz
kapitoly 3.3.2 a 3.4.4

Teze 5.1.1

odpovida, je potom

Ze prvnich dvandct znak, jez P se vstupem I vypiSe, tvoii

Pje program v jazyce C a I je vstupni soubor, pro které plati, }
fetézec ,Hello, world”.

Lgw = {(P,I)

Na zakladé Churchovy-Turingovy teze mtizeme nyni definovat pojem rozhodnutel-
ného (a také ¢aste¢né rozhodnutelného) jazyka (potazmo problému) nasledujicim zpti-
sobem.

Definice 5.3.2 (Rozhodnutelné a ¢astecné rozhodnutelné jazyky) NechtLjejazyknad
abecedou L. Rekneme, e jazyk L je

e Cdstecné rozhodnutelny (téZ rekurzioné spocetnyy), pokud existuje Turingtv stroj M,
ktery jej pfijima, tedy L = L(M) a Ze je

e rozhodnutelny (téz rekurzivni), pokud existuje Turingtiv stroj M, ktery jej prijima,
tedy L = L(M) a navic se vypocet M zastavi pro kazdé vstupni slovo x € Z*.

Tfidu rozhodnutelnych jazykti budeme oznacovat DEC (z decidable), tfidu ¢aste¢né roz-
hodnutelnych jazykd budeme oznacovat PD (z partially decidable) a tfidu dopliku ¢és-
te¢né rozhodnutelnych jazyka budeme oznacovat co-PD = {L | L € PD}. “

Ocislovani Turingovych stroji, jez jsme zavedli v kapitole 5.2.1, mtZeme nyni pouZit
i k o¢islovani ¢astecné rozhodnutelnych jazyki. Z toho plyne, tftida PD je spocetnd mno-
zina. Na druhou stranu tfida vSech jazykti nad abecedou X, tedy £(X*) je nespocetna
dle Cantorovy véty, coz plati uz pro jednoprvkovou abecedu = = {1}. Z toho plyne, ze
ve skutec¢nosti vétsina jazyki neni ¢aste¢né rozhodnutelnd, tim spiSe to plati o jazycich
rozhodnutelnych.

5.4. Algoritmicky vyg¢islitelné funkce

Dalsim dtlezitym pojmem pro nds budou funkce, jejichZ hodnotu lze vy¢islit algorit-
micky. Budeme pfevazné uvazovat fetézcové funkce. Na zdkladé Churchovy-Turingovy
teze muizeme pojem algoritmicky vy¢islitelné (fetézcové) funkce definovat nasledujicim
zpusobem.

Definice 5.4.1 (Algoritmicky vycislitelna funkce) Necht X je kone¢nd abeceda a f :
L* » L* je (&4stetnd) funkce. Rekneme, Ze f je algoritmicky vycislitelnd, pokud je tato
funkce turingovsky vy¢islitelnd (ve smyslu definice 4.1.8). «

Je potieba zminit, Ze z principu nejsou vSechny algoritmicky vy¢islitelné funkce total-
ni, tedy definované pro vSechny vstupy. To proto, Ze Turingovy stroje se nemusi zastavit
pro vechny vstupy. Pfesnéji, je-li f : X* — L* algoritmicky vy¢islitelnd funkce, jez je
vy¢islovand Turingovym strojem M, pak

dom f = {xeX* | M(x)| }. (5.5)
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Funkce f je tedy totalni (¢ili definovana pro vSechny vstupy), ma-li M tu vlastnost, Ze
jeho vypocet se zastavi pro kazdy vstup x. Totalni algoritmicky vy¢islitelné funkce pro
nas budou déle podstatné naptiklad p¥i definici pfevoditelnosti.

Funkce, které zobrazuji fetézce na fetézce, jsou velmi obecné. Uvazime-li kédovani
objekttl zavedené v definici 5.2.7, daji se i funkce jinych typti pfevést na fetézcové funkce.
Dale budeme uvaZovat zejména funkce vice parametrti a aritmetické funkce s ¢iselnymi
parametry.

Umluva 5.4.2 (Funkce vice parametrt a riznych typt) Aritmetické funkci f : N" - N
takto odpovidd funkce f' : L* — X*, pro niZ plati, Ze pro libovolnou n-tici vstupnich hodnot
X1, .., X0 € Nje f'({x1,...,x4)) = (f(x1,...,%n)). Nap¥iklad funkci f(x1,%2) = x> + y* od-
povidd fetézcovd funkce f'({x1,%2)) = (x* + y?). Ddle budeme volné pouZivat jako parametri
i hodnot funkci fetézce Ci ¢isla podle potieby.

Podobné miiZeme pouZit kédovini objektii i p¥i pouZiti parametrii a hodnot funkci jinych typii.

Poznamenejme, Ze na zdkladé tmluvy 5.4.2 a Churchovy-Turingovy teze splyva po-
jem algoritmicky vy¢islitelné funkce s pojmy RAM-vy¢islitelné funkce a ¢aste¢né rekur-
zivni funkce.

Ocislovani Turingovych stroj, jez jsme zavedli v kapitole 5.2.1, mtiZeme nyni pou-
zit i k o¢islovani algoritmicky vy¢islitelnych funkci. Na zdkladé tamluvy 5.4.2 miizeme

VVVVVV

5.5. Univerzalni funkce

Podobné jako mame k dispozici univerzalni jazyk, ktery v sobé kéduje vSechny ¢astec-
né rozhodnutelné jazyky, mame na zdkladé univerzalniho Turingova stroje k dispozici
i univerzalni funkci, ktera reprezentuje ostatni algoritmicky vy¢islitené funkce.

Véta 5.5.1 (O univerzdlni funkci) Definujme univerzalni funkci pro algoritmicky vycisli-
telné funkce jako funkci W, kterd pro kaZdou dvojici (M, x), kde M je Turingiiv stroj vycislujici
funkci far a x je fetézec, spliiuje

W((M),x) =~ fm(x). (5.6)

Potom funkce Y je algoritmicky vycislitelnd.

Dikaz: Univerzalni Turingtv stroj U je schopen simulovat jiné Turingovy stroje se za-
danym vstupem a je jist€ mozné jej upravit tak, aby funkce jim vycislovana byla pravé
univerzalni funkce W. ]
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5.6. Bibliografické poznamky

5.7. Cviceni

Konstrukce Turingovych stroju

V nésledujicich cvicenich miiZete pro konstrukci Turingovych stroji pouzit model k-pés-
kového stroje, pokud se vam to hodi. Pod , Turingovym strojem, ktery rozhoduje jazyk
L”, minime Turingtiv stroj M, ktery se vzdy zastavi a L = L(M). ,Sestrojte” znamena
véetné instrukci. ,PopiSte” znamend popiste praci odpovidajictho Turingova stroje bez
rozepisovani instrukci.
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1.

Sestrojte Turingtiv stroj, ktery rozhoduje jazyk palindromi (pomoci wR

me zrcadlové obracené slovo w, tj. napsané pozpatku):

oznacuje-

L= {waw® |we{0,1}*}

. Sestrojte Turingtiv stroj, ktery rozhoduje jazyk

L={a"b"c" | n>0}.
Sestrojte Turingtiv stroj, ktery po¢itd funkci séitani f(x,y) = x + y.

Popiste, jak by pracovaly Turingovy stroje po¢itajici funkce f(x,y) = x -y (ndsobe-
ni), f(x,y) = x div y (celo¢iselné déleni), f(x,y) = x mod y (zbytek po celocisel-
ném délent).

Popiste, jak by pracoval Turingtiv stroj rozhodujici jazyk

L={a'b/c*|i=jneboi=k}.

Popiste, jak by pracoval Turingtiv stroj rozhodujici jazyk

L={a'b/c"|i=jneboi=knebo j=k}.

Popiste, jak by pracoval Turingtiv stroj, ktery pfevadi ¢islo x zakédované unér-
né, tj. fetézcem 1%, na &islo x zakédované bindrné, tj. (x)5. Rozmyslete si i pfevod
opacnym smeérem.

Popiste Turingtiv stroj, ktery pfijima jazyk

L={x€{0,1}" | x je bindrni reprezentaci prvocisla}.
Popiste, jak by pracoval Turingtiv stroj M, ktery ignoruje sviij vstup a béhem své
préce postupné na vystupni pasku zapisuje seznam prvocisel (zakédovanych bi-

narné, oddélenych napiiklad pomoci #), tj. na vystupni pdsce se postupné obje-
vuje seznam 2, 3,5,7,11, 13, ....



Varianty a omezeni modelu Turingova stroje

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Ukazte, jak 1ze libovolny Turingtiv stroj M ptevést na stroj M’, ktery pracuje stejné
amd pouze bindrni abecedu, tj. vstupni abecedu {0, 1}, v pracovni je navicjen znak
A prazdného policka.

UkaZte, jak 1ze libovolny Turingtiv stroj M rozsifit o préci se zardzkami. Modifi-
kovany stroj M’ by mél mit v abecedé dva nové znaky, znak pro levou zardzku v
a znak pro pravou zarazku <, pfi své praci potom udrzuje invariant, Ze leva zaraz-
ka i je na nejlevéjsi pozici, kam se dostala hlava stroje M’, zatimco prava zardzka <
je na nejpravéjsi pozici, na kterou se dostala béhem vypoctu hlava stroje M’, jinak
stroj M’ pracuje stejné jako M. (tj. zardzky v M’ ohranicuji prostor na pdsce skutecné
vyuZity strojem M’ pFi vijpoctu nad danym vstupem.)

Ukazte, jak Ize libovolny Turingtiv stroj M s jednou obousmérné potencidlné neko-
ne¢nou paskou pfevést na Turingtiv stroj M’, ktery ma pouze jednu jednosmérné
(doprava) potencialné nekone¢nou pasku. V tomto modelu pfedpokladame, Ze
na zacatku pésky je znak levé zarazky >, za nim nasleduje vstup. Hlava M’ je na

zaCatku na nejlevéjsim symbolu vstupu. Zardzka béhem vypocétu poméha M’ po-
znat, kde je zacatek pésky a z kterého policka jiZ nesmi ucinit krok vlevo.

Ukazte, jak 1ze libovolny Turingtiv stroj M s k > 1 paskami pfevést najednopédskovy
Turingtv stroj M'. Stadi rozmyslet si princip upravy M na M'. Jde tedy o ndznak
ditkazu véty 4.1.12.

Ukazte, jak l1ze libovolny (jednopaskovy) Turingtiv stroj M pfevést na Turingtiv
stroj M’, ktery v kazdém kroku provadi jen dvé ze tfi moznych akci (tj. kazda
instrukce bud zmeéni stav a pozici hlavy, zméni stav a pismeno na pdasce, nebo
zméni pismeno na pdsce a pozici hlavy, ale neucini vSechny tyto akce najednou).

Ukazte, jak 1ze jednopaskovy Turingtiv stroj M pfevést na Turingtv stroj M, ktery
ve svych instrukcich vzdy pohne hlavou, tj. v zddné instrukci neziistane hlava stat
na misté.

Rozmyslete si, jakou tfidu jazykt pfijimaji jednopaskové Turingovy stroje, které
nesmi pohybovat hlavou vpravo (tj. hlava mtize ztistat stit nebo se pohnout vlevo).

Rozmyslete si, jakou tfidu jazykd ptijimaji jednopaskové Turingovy stroje, které
nesmi pohybovat hlavou vlevo (tj. hlava mtiZe ztstat stadt nebo se pohnout vpravo).

Uvazte Turingtiv stroj s jednou pdskou, ktera je potencidlné nekonec¢na jen v jed-
nom sméru (doprava). Uvazme, Ze Turingovu stroji povolime jen dva typy pohybu
hlavou: R a RESET. Pti pohybu R se hlava pohne o jedno poli¢ko doprava, pii RE-
SET se hlava pfesune na zacatek pasky. Ukazte, Ze takto omezeny Turingtiv stroj
je ekvivalentni s jednopaskovym Turingovym strojem.
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19.

20.

21.

Ukazte, Zze Turingtiv stroj, ktery mtize na kazdé policko péasky zapsat nejvys jed-
nou (¢ist ho muize vicekrat), je ekvivalentni s jednopdskovym Turingovym stro-
jem.

UkaZte, Ze pokud jednopédskovému Turingovu stroji zakaZeme piepisovat policka
vstupu, pak takto omezené stroje pfijimaji pravé regularni jazyky.

Stroj s vice zdsobniky definujeme podobné jako Turingtv stroj, s tim rozdilem,
Ze k paskdm pristupuje jako k zdsobnikiim, tj. jedna se o rozsifeni zasobnikového
automatu o vice zdsobnikt. V jednom kroku miize stroj pfidat symboly na za-
sobniky, odebrat jej ze zdsobniky, nebo je nechat netknuté, na kazdém zasobniku
pracuje nezévisle. V kazdém kroku se rozhoduje na zakladé svého stavu a znaki
na vrcholech svych zasobnikii. Instrukce v pfipadé tfi zdsobnik mize vypadat
napiiklad takto

6(g,a,b,c) = (¢',PUSH a’,POP, NOP),

tato instrukce v situaci, kdy ¥idici jednotka je ve stavu ¢ a na vrcholech zdsobnikt
jsou symboly a4, b a ¢, pfikazuje zménit stav fidici jednotky na ¢’, na prvni zésob-
nik pfipsat a’, z druhého zdsobniku odstranit vrchol zasobniku a tteti zdsobnik
nechat netknuty. Symbol prazdného zasobniku < na vrcholu zdsobniku znamen4,
Ze je prazdny a operace POP jej necha netknuty, tento symbol nesmi byt pouZit
v operaci PUSH. Na zac¢atku je vstup v prvnim zdsobniku.

Ukazte, Ze tento model je ekvivalentni s modelem Turingova stroje (tj. mezi obéma
modely lze pfevadét obéma sméry), pfipustime-li vice neZ jeden zasobnik.

Rozhodnutelné a ¢asteéné rozhodnutelné jazyky

22.

23.
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UkaZte, ze rozhodnutelné jazyky jsou uzavieny na operace sjednoceni, priinik,
doplnék, konkatenace (jsou-li Ly a Ly jazyky, pak jejich konkatenaci je jazyk L = LyoL, =
{xy | x e Ly Ay € Lp}) a hvézdicka (je-li L jazyk, pak jeho uzdvérem na hvézdicku je
jazyk L* = {x1x2... x| (k2 0) A AL (x;€L)}).

UkaZte, Ze ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky jsou uzavieny na operace sjednoceni,
prunik, konkatenace a hvézdicka, zkuste si rozmyslet, jak je to s uzavienosti na
doplnék.



6. Castedné rozhodnutelné jazyky a jejich
vlastnosti

V této kapitole probereme nékteré vlastnosti ¢aste¢né rozhodnutelnych jazyka (a tedy
i problémii). Podivdme se na nékteré ekvivalentni charakterizace ¢aste¢né rozhodnutel-
nych a rozhodnutelnych jazyki, na uzavérové vlastnosti téchto tfid. UkdZeme si navic,
Ze univerzalni jazyk neni algoritmicky rozhodnutelny.

6.1. Zakladni vlastnosti

V této kapitole prozkoumédme nékteré zdkladni vlastnosti ¢aste¢né rozhodnutelnych ja-
zykd.

6.1.1. Jednoduché ekvivalentni definice

Caste¢né rozhodnutelné jazyky jsme definovali jako jazyky pijimané Turingovymi stro-
jem. Mohli bychom je v8ak ekvivalentné definovat pomoci zastaveni Turingova stroje,
jako domény algoritmicky vycislitelnych funkci, nebo pomoci existenc¢ni kvantifikace
a rozhodnutelného jazyka.

Véta 6.1.1 (Ekvivalentni definice ¢aste¢né rozhodnutelnych jazyka) Nechf L je jazyk nad

abecedou X.. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) L je cdstecné rozhodnutelny.
(if) Existuje Turingiiv stroj M splitujici
L={xeX" |M(x)|}. (6.1)
(iii) Existuje algoritmicky vycislitelnd funkce f splriujici
L =dom f. (6.2)
(iv) Existuje rozhodnutelny jazyk B spliiujici

L={xeX"| (3yeX")[(x,y) eB]}. (6.3)

Dikaz: Diikaz si rozdélime na jednotlivé implikace.
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Definice 5.4.1

(i) = (ii) Je-liL Caste¢né rozhodnutelny jazyk, pak L = L(M) pro néjaky Turingtv stroj
M. Na zakladeé tohoto stroje zkonstruujeme Turingtiv stroj M’, ktery se vstupem x € =*
pracuje néasledujicim zptisobem:

Vypocet M’ se vstupem x:

: Pust M(x).
if M pfijal vstup x then
accept
else
pokracuj neukonéenym vypoctem (zacykli se).
end if

A o > e

Je zfejmé, ze x € L = L(M), pravé kdyz M'(x) | , M’ tedy spliiuje (6.1).

(ii) = (i) Necht M je Turingtv stroj, ktery splituje (6.1). Sestrojime Turingtiv stroj M’,
ktery se vstupem x € L.* pracuje nasledujicim zptisobem:

Vypodet M’ se vstupem x:

1: Pust M(x).
2: accept

Je zfejmé, Ze potom M’ pFijimé prave fetézce z L, a tedy L = L(M').

(i1) < (iii) Tato ekvivalence plyne pfimo z definice algoritmicky vy¢islitelné funkce
az(5.5).

(i) = (iv) Pfedpoklddejme, Ze L je ¢astecné rozhodnutelny. Necht M je Turingtiv stroj,
ktery pfijima L, tedy L = L(M). Definujme jazyk B nasledujicim zptisobem:

B={(x,y)| (xeX"),(y e IN) aM ptijme x v nejvyse y krocich}

Jazyk B je rozhodnutelny, nebot k rozhodnuti toho, zda dana dvojice (x, y) patii do B
sta¢i simulovat béh M(x) po y krokti. Pokud do té doby M pfijme, pak (x, y) € B. Pokud
se do té doby M nezastavi, nebo pokud odmitne, pak (x,y) ¢ B. Pfitom plati, ze x € L,
pravé kdyz M(x) ptijme. A pokud y je pocet krokt tohoto pfijimajictho vypoctu, pak
(x,y) € B. Jazyk B tedy spliiuje (6.3).

(iv) = (i) Pfedpokladejme, Ze B je jazyk, ktery splituje (6.3). Zkonstruujme Turingtiv
stroj M, ktery se vstupem x pracuje podle nasledujiciho algoritmu:

Vypocet M se vstupem x:

1: forallyeX* do
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2 if (x, y) € B then
3 accept

4: end if

5: end for

Algoritmus generuje v cyklu vSechny fetézce y ze X* v shortlex uspofddéni. Pro kazdy
takovy Fetézec y algoritmus otestuje v kroku 2, zda pravé on neni svédkem toho, Ze
xelL. |

Dtikaz toho, Ze (iv) implikuje (i) ve vété 6.1.1 Ize snadno upravit i pro situaci, kdy
jazyk B je jen ¢aste¢né rozhodnutelny. To znamend, Ze nezaleZi na tom, kolik existen¢né
kvantifikovanych proménnych pouzijeme v (6.3). Zformulujme toto tvrzeni pfesnéji.

Véta 6.1.2 Necht B je cdstecné rozhodnutelnyj jazyk, potom i jazyk
L={xeX"| (3yeX")[(x,y)eB]} (6.4)
je cdstecné rozhodnutelnyj.

Dikaz: Je-li B ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk, pak podle bodu (iv) véty 6.1.1 existuje
rozhodnutelny jazyk A, ktery spliiuje, ze

B={ueX|(Fuel")[{u,v)ecAl]}.
Dohromady s (6.4) dostdvame, Ze
L={xeX" | (JueXl")(JueX)[({x,u),v)ecAl]}.

Polozme jazyk A’ = {(x,u,v) | ({(x,u),v) € A}. Z rozhodnutelnosti jazyka A plyne, Ze
ijazyk A’ je rozhodnutelny. Navic plati, ze

L={xeX*|(GueL*)(3veL")[(x,u,v)ecA]}.
Pokud nyni budeme uvazovat y = (1, v), pak
L={xeX"|(QyeL")[y=(u0)a(xuv)ecAl}. (6.5)

Podminka v (6.5) je rozhodnutelna a tedy podle bodu (iv) véty 6.1.1 je jazyk L ¢astecné
rozhodnutelny. O

Da se tedy Fici, Ze ¢asteéné rozhodnutelné jazyky jsou uzaviené na existen¢ni kvanti-
fikaci v podmince, kterd dany jazyk definuje.
P¥iklad 6.1.3: Caste¢na rozhodnutelnost neprazdnosti jazyka

Uvazme problém, kde se ptime o daném Turingovu stroji M, zda pfijima alespor
jeden vstup, tedy zda jazyk L(M) pfijimany strojem M je neprazdny. Tento problém
je formalizovan pomoci jazyka nésledujicim zptisobem.

NONEMPTY = {(M) | L(M) # &} .
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Tuto definici miizeme zapsat i jako
NONEMPTY = {(M) | (3x ¢ Z*)[x e L(M)]},

S pomoci univerzalniho jazyka L, = {(M, x) | x € L(M) } mtizeme déle psat
NONEMPTY = {(M) | (Ix e Z*)[(M,x) € L, ]} .

Jazyk L, je ¢astecné rozhodnutelny, jsa pfijimany univerzalnim Turingovym stro-
jem. Na zdkladé véty 6.1.2 je tedy i jazyk NONEMPTY ¢astecné rozhodnutelny.
Pozdéji v piikladu 7.2.8 si ukdZeme, Ze tento problém neni rozhodnutelny.

6.1.2. Uzaveérové vlastnosti a Postova véta

V této kapitole se budeme vénovat jednoduchym uzavérovym vlastnostem rozhodnutel-
nych a ¢aste¢né rozhodnutelnych jazyki. Jde zejména o uzavienost na bézné mnozinové
operace.

Véta 6.1.4 Uvazme jazyky L1, L, nad abecedou X.

e Jsou-li Ly a L, rozhodnutelné jazyky, potom L1ULy, LinLy, L1-Ly a L} jsou rozhodnutelné
jazyky.

o Jsou-li Ly a Ly cistecné rozhodnutelné jazyky, potom Ly u Ly, Ly n Ly, Ly - Ly a L] jsou
ddstecné rozhodnutelné jazyky.

Diikaz: Tvrzeni ukdZeme pro sjednocenti, pficemZ prinik, konkatenaci L;-L, a Kleeneho
uzavér L] ponechame jako cviceni. Pfedpoklddejme, ze L1 = L(M;) a L, = L(M>) pro
dva Turingovy stroje M; a M. PopiSseme konstrukci Turingova stroje M, ktery pfijima
jazyk Lj u L. Idea prace Turingova stroje M je velmi jednoduch4, se vstupem x bude
postupovat podle nasledujiciho algoritmu.

Vypodet Turingova stroje M se vstupem x, kde L(M) =L UL,

: Pust M (x) a Mp(x) paralelné.

if jeden z vypoctit M1 (x) a Mp(x) skondi pfijetim then
accept

end if

if oba vypocty M;(x) a Ma(x) skonéi odmitnutim then
reject

end if

NS TN

Z existence Turingova stroje M pfimo plyne, Ze L; U L, je ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk.
Je zfejmé, ze pokud M; a M; jsou Turingovy stroje, jejichz vypocet je pro kazdy vstup
konec¢ny, pak ma tuto vlastnost i stroj M. To znamen4, Ze pokud L, a L, jsou rozhodnu-
telné jazyky, pak je jazyk L; U L, rovnéZ rozhodnutelny.
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Zbyva popsat, jakym zplisobem bude Turingtiv stroj M simulovat paralelni béh dvou
Turingovych strojit M; a M. Podle pfedpokladu jsou M; i M, jednopaskové Turingovy
stroje. Stroj M popiSeme jako dvoupdskovy s tim, Ze na zdkladé véty 4.1.12 jej mtize-
me pievést na jednopdskovy. Na kazdé pasce stroje M bude probihat vypocet jednoho
z strojit M; a M. Pfitom vyuZzivdme toho, Ze hlavy na paskach se pohybuji nezavisle.
Stav fidici jednotky M bude sloZen ze stavii stroji My a M, a pfechodova funkce M bude
slozena z pechodovych funkcf M; a M. Ridici jednotka M tak v sobé vlastné obsahuje
fidici jednotky obou stroji My i M,.

Ridici jednotka M

~

Plr|v|in]|i pla|s|k|a Paska M,
D|lr|ul|h]|a pla|s|k|a Paska M,

N v

Obrazek 6.1.: Struktura Turingova stroje M, v némz paralelné béZi vypocty Turingovych
strojtt M; a M,. Stav ¥idici jednotky M se sklada ze stavu q! Turingova
stroje M a g° Turingova stroje M. Pfechodova funkce Turingova stroje M
vznikne kombinaci pfechodové funkce 6; Turingova stroje M; a pfecho-
dové funkce 6, Turingova stroje M,. Prvni paska odpovida pasce stroje
M a hlava na ni je fizena stavem g' a pfechodovou funkeci 6;. Podobné
druha paska odpovida pasce stroje M, a hlava na ni je fizena stavem ¢*
a pfechodovou funkci 6.

Pro tplnost si popiSeme konstrukci M i detailné, ¢tendf, ktery si dovede konstrukci
M pfedstavit jiz na zakladé pfedeslého popisu, miize zbytek diikazu sméle pfeskocit.
Predpokladejme, ze M; = (Qq, 21,61,q(1),1:1) aM; = (Q, Zz,éz,q%,Fz), na zédkladé nich
zkonstruujeme M = (Q, %, 6,4o, F), kde

e Q= (Ql x QZ) U {qOr qbuck}/
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[ Z=Z1U22a

o F=(Q1xF)u(F1xQ2).
Ptechodova funkce 0 je definovand nasledujicim zptisobem. Nejprve pfidame piechody,
které okopiruji vstup z prvni pasky i na druhou péasku.
(VaeZ~{2}) 0(qo,a,2) = (qo,a,a,R,R)
5(‘10/ A, >\) = (%ack: A, LI L)
(Vﬂ eXN {7\}) 6(‘7back1a/a) = (Qbackrﬂ/arLrL)
6(5/backr A, 7\) = ( [‘7(1)/ q%]/ NAR, R)

Dale definujeme hodnoty pfechodové funkce, které odpovidaji pfechodovym funkcim
strojtt My a M. Pro kazdou dvojici stavti g* € Q a ¢ € Q, a dvojici znakti a,b € T definu-
jeme hodnotu 6([g%,4?],4,b) jednim z nésledujicich zptisobii:

1. Je-li 61(q%,a) = (r',c,Z1) a 62(¢%,b) = (12,d,Z5), kde ! € Q1, * € Qy, ¢, d € &
aZi,Zy € {L,N,R}, pak definujeme

5([qll qz]’a/ b) = (l:rllrz]lcl d/ Zl/ ZZ)

2. Je-li & (ql,a) =(r',c,Z;) a 62(q2,b) =1, kder' €Qi,ceXaz e {L,N,R}, a pokud
navic plati, e ¢* ¢ F», pak definujeme

6([q1/ qz]/a/ b) = ([rll qz]l C/ b/ Zl/ N)-

Pokud plati, Ze ¢* € F, (je to ptijimajici stav), pak ponechame 6([q%,4%],a,b) = L

vvvvv

3. Je-li 61(q1,a) =la (52(612,17) =(r?,d,Z>), kder?* € Qy,de X aZy ¢ {L,N,R}, a pokud
navic plati, e q' ¢ F;, pak definujeme

6([ql/ qz]/u/ b) = ([qllrz],a, da,N, Z2)-

Pokud plati, Ze q' € F; (je to pfijimajici stav), pak ponechdme 6([¢!,4%],4,b) = 1L

.....

4. V ostatnich p¥ipadech je 5([q%,4%],a,b) = L, vypocet tedy kon&i. o

Zptisob dtikazu, kterym jsme ukazovali ve vété 6.1.4, Ze sjednocenim dvou ¢dstecné
rozhodnutelnych jazykt vznikne opét ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk, vyuZzijeme i p¥i
diikazu Postovy véty. Tato véta ddva do souvislosti rozhodnutelné jazyky, ¢astec¢né roz-
hodnutelné jazyky a jejich doplriky.

Véta 6.1.5 (Postova véta) Jazyk L ¢ ©* je rozhodnutelnyj, pravé kdyz jazyky L i L jsou cdstec-
né rozhodnutelné.
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Dtikaz: Predpoklddejme nejprve, Ze jazyk L je rozhodnutelny. Neni téZké nahlédnout,
ze doplnékjazyka L, tedy jazyk L, je také rozhodnutelny. Sta¢i uvazit, ze je-li M Turingiv
stroj, ktery rozhoduje L (tj. L = L(M) a M(x) | pro kazdy vstup x € £*), pak Turingtiv
stroj M', ktery vznikne z M tak, Ze zaménime vyznam pfijimajiciho a neptijimajiciho sta-
vu, tj. znegujeme jeho odpovéd, bude rozhodovat jazyk L. Z definice rozhodnutelného
jazyka p¥fmo plyne, Ze oba jazyky L a L, jsouce rozhodnutelné, jsou i ¢4ste¢né rozhod-
nutelnymi jazyky.

Pfedpokladejme nyni, Ze jazyky L a L jsou oba &astené rozhodnutelné a ukazme,
Ze za tohoto pfedpokladu je jazyk L ve skute¢nosti rozhodnutelny. Podle pfedpokladu
existuji Turingovy stroje M a M’, pro které plati, ze L = L(M) a L = L(M"). Turingtv stroj
N, ktery bude rozhodovat L bude pracovat podle nésledujictho algoritmu.

Vypocet N se vstupem x:

: Pust M(x) a M'(x) paralelné, dokud jeden z nich nepfijme.
if vypocet M(x) skonil pfijetim then
accept
else if vypocet M'(x) skondil ptijetim then
reject
end if

AN o > e

Uvédomme si, Ze pro kazdy vstup x € ©* plati, Ze x € L(M) nebo x € L(M"). To proto, ze
L(M)uL(M') =LuL = %*. Z toho dtivodu simulace v kroku 1 skonéi s tim, Ze jeden ze
strojt M nebo M’ ptijme vstup x. Pokud pf¥ijal Turingtiv stroj M, pak jisté x € L, pokud
naopak pfijal Turingfiv stroj M’, pak x € L a tedy x ¢ L. Plati tedy, ze L = L(N) a navic
N(x)| pro kazdy vstup x. Paralelni béh strojit M a M’ 1ze zabezpecit tymz zptisobem
jako v dikazu véty 6.1.4. |

Pfipomenime si, Ze ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky jsou ddle uzavieny na existenéni
kvantifikaci ve smyslu véty 6.1.2. Toto vSak nelze ¥ici o vSeobecném kvantifikatoru, po-
moci ngjz lze naopak charakterizovat dopliiky ¢astecné rozhodnutelnych jazykt. Uvidi-
me dale, Ze univerzalni jazyk L, definovany v (5.4) je sice ¢aste¢né rozhodnutelny, ale
nikoli rozhodnutelny. Pfipomerime si znaceni zavedené v definici 5.3.2, kde jsme pomo-
cf DEC ozna¢ili tfidu rozhodnutelnych jazykti, pomoci PD tfidu ¢aste¢né rozhodnutel-
nych jazykt a pomoci co-PD tfidu jejich doplriki. Plati tedy, ze DEC ¢ PD, DEC ¢ co-PD
a podle Postovy véty navic DEC = PD nco-PD. Tato situace je naznacena na obrazku 6.2.

6.2. Pro¢ nemohou vSechny jazyky byt ¢asteéné
rozhodnutelné

Zamysleme se nyni nad tim, zda mohou byt vSechny jazyky nad né&jakou abecedou X
alesporni ¢astecné rozhodnutelné. UkdZeme si, Ze nikoli, divod je pfitom jednoduchy,
vSech jazyk jiZ nad jednoprvkovou abecedou neni spoc¢etné mnoho, zatimco téch ¢és-
te¢né rozhodnutelnych je jen spocetné mnoho. K popisu konkrétniho jazyka, ktery neni
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Vsechny jazyky

Obrézek 6.2.: Vztahy mezi tfidami rozhodnutelnych jazykt DEC, ¢aste¢né rozhodnu-
telnych jazykt PD a dopliikti ¢aste¢né rozhodnutelnych jazykt co-PD.

¢astecné rozhodnutelny, pouzijeme dtikaz diagonalizaci.
Diagonaliza¢ni argument si ukdzeme pii dikazu Cantorovy véty, kterd ¥ika, Ze po-
ten¢ni mnozina °(A) mnoziny A nemtize mit shodnou mohutnost s mnozinou A.

Véta 6.2.1 Necht A je mnoZina a £(A) oznacuje jeji potencni mnoZinu. Potom £(A) md vétsi
mohutnost nez mnoZina A.

Diikaz: Jisté plati, Ze mohutnost mnoziny §(A) je shodnéd nebo vétsi nez mohutnost
mnoziny A, nebot zobrazeni § : A — (A) definované pro a € A jako g(a) = {a} je
jisté prosté. UkaZeme, Ze mohutnost mnoZziny £(A) nemtize byt shodna s mohutnosti
mnoziny A. K tomu je tfeba ukazat, Ze neexistuje bijekce mezi mnozinami £(A) a A.
Necht f : A - £(A) je libovolné prosté zobrazeni mnoziny A do £(A). Ukdzeme, ze
existuje mnozina B ¢ A takova, Ze pro zadny prvek a neplati f(a) = B a tedy Ze f nemtize
byt bijekci. Definujme mnoZzinu B jako

B={acAa¢ f(a)}. (6.6)
Kdyby pro néjaky prvek a platilo, Ze f(a) = B, pak dostavame, Ze
acf(a)=aecB<atf(a), (6.7)

kde prvni ekvivalence plati diky tomu, Ze f(a) = B a druha ekvivalence plati dle de-
finice B v (6.6). Platilo by tedy, ze a patfi do f(a), pravé kdyz tam nepatfi, coz neni
pochopitelné mozné, a takovy prvek tedy neexistuje.

Dostavame tedy, Ze pro kazdé prosté zobrazeni f : A — {°(A) plati, Ze existuje prvek
B € £(A), ktery neni obrazem zadného prvkua € A, a tedy f nemiize byt bijekce. Protoze
neexistuje bijekce mezi mnozinou A a mnozinou P(A), plati tedy, Ze mohutnost £(A) je
vétsi nez mohutnost A. i

V diikazu véty 6.2.1 jsme pouZili diagonaliza¢niho argumentu, ktery spoc¢ival v tom,
Ze jsme pii definici jazyka B pouzili ve vyrazua ¢ f(a) prvek a na obou strandch relace.
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Divame se tak na diagonalni prvky relace b € f(a). Jako jednoduchy dusledek tohoto
tvrzeni dostdvame, Ze mnoZina jazykt nad kone¢nou abecedou neni spocetna.

Dusledek 6.2.2 Necht ¥ je neprizdnd konecnd abeceda a necht L = £(X) je mnoZina jazykil
nad abecedou X.. Potom L neni spocetnd mnoZina.

Dikaz: ProtoZe L je neprdzdnd mnozina, obsahuje néjaky znak, ozna¢me si jej tieba 1.
Potom f(n) = 1" je prostym zobrazenim IN do L*, tedy mohutnost X* je shodna nebo
vétsi nez mohutnost IN'. Podle véty 6.2.1 tedy plati, Ze mohutnost £ = £(Z*) je vétsi nez
mohutnost N a mnozina £ tedy neni spocetna. a

Uvédomme si, Ze tfida ¢aste¢né rozhodnutelnych jazykti PD je spocetnd, nebot kazdé-
mu ¢aste¢né rozhodnutelnému jazyku miizeme pftifadit Godelovo ¢islo Turingova stro-
je, ktery jej pfijima. Mtizeme tedy psat PD = {L(M,) | e € N}. Z toho plyne, Ze musi

existovat jazyky, které nejsou ¢astecné rozhodnutelné. Ve skutecnosti se da ¥ici, ze vét-
Sina jazykd nemtzZe byt z principu ani ¢aste¢né rozhodnutelnd, natoz rozhodnutelna.

6.3. Nerozhodnutelnost univerzalniho jazyka
Nyni mdme jiz dost nastrojii k tomu ukdazat si nerozhodnutelnost univerzélniho jazyka
Ly = {<M,X> | xXe€ L(M)}/

ktery je formalizaci problému Pryeti vstupu. K ditkazu tohoto faktu pouZijeme diago-
naliza¢ni argument. Omezme se pro jednoduchost na Turingovy stroje, jejichZ vstupni
abeceda je bindrni a na jazyky, které jsou definované nad bindrni abecedou {0, 1}. Vime,
Ze binarni fetézce mtizeme ocislovat prirozenymi ¢isly pomoci ¢islovani zavedeného
v podkapitole 3.4.4, pfesnéji w; oznacuje bindrni fetézec s ¢islem i € IN. V podkapito-
le 5.2.1 jsme zavedli ¢islovani Turingovych strojii pomoci Godelovych ¢isel. Pomoci M;
oznacime oznadili Turingtv stroj s Godelovym ¢islem i € IN. Uvédomme si, Ze podle de-
finice ¢astecné rozhodnutelného jazyka jde pravé o jazyky pfijimané Turingovymi stroji,
¢islovani Turingovych stroji 1ze tedy pfenést i na ¢astecné rozhodnutelné jazyky — i-
-ty ¢astecné rozhodnutelny jazyk je ten, ktery je pfijiman Turingovym strojem M;, tedy
L(M;).

Na zédkladé téchto tivah si mtiZeme charakteristickou funkci univerzalniho jazyka re-
prezentovat jako matici A, v ni% ¥adky i sloupce jsou indexovany ptirozenymi &isly. Ra-
dek s indexem i € IN odpovidé jazyku L(M;) ptijimanému Turingovu stroji s Godelovym
¢islem i. Sloupec s indexem j € IN pak odpovidé j-tému bindrnimu slovu w; (omezime-li
se na Turingovy stroje s binarni vstupni abecedou). Hodnota prvku A;; je pak uréena
podle toho, zda w; € L(M;), pfesnéji

o 1 W'EL(M,‘)
Aij = {o w; ¢ L(M;). (6.8)

Ve skute¢nosti neni tézké nahlédnout, ze ©* je spofetnd mnozina fetézct, ale to zde neni teba.

105

Univerzalni jazyk
L, byl definovan
vzorcem (5.4)

v podkapitole 5.2.3,
kde byl zaveden

i univerzalni
Turingtv stroj U.

Definice 5.3.2



Konvence 5.2.3

Radek s indexem i tedy urcuje charakteristickou funkci jazyka L(M;), pti¢emz kazdy
¢astecné rozhodnutelny jazyk ma v matici A svtj fadek (dokonce nekone¢né mnoho
radka).

Chceme-li zkonstruovat jazyk, ktery neni ¢astecné rozhodnutelny, staci zkonstruo-
vat nekone¢ny vektor b, ktery neni roven Zadnému faddku v matici A. UvaZzime-li tento
vektor jako charakteristickou funkci jazyka, ptijde o jazyk, ktery neni ¢astecné rozhod-
nutelny (jinak by mél svtij fddek v matici A). Diagonalizace ndm nabizi jednoduchy
zpusob, jak takovyto vektor najit. Hodnotu b; pro index i = 1,...,n uréime tak, aby se
lisila od prvku A;;, pfesnéji pro dané i € N definujeme hodnotu vektoru b na indexu i
jako

bi=1-A,;;.

Pro takto definovany vektor b jisté plati, Ze se od kazdého fadku i sloupce matice A 1isi
v diagonalnim prvku. Tato situace je naznac¢ena na obrazku 6.3.

binarni fetézce

A Wy Wi Wy W; 4
2 L(Mp)] 0 1 0 0 1
2
g L(M)| 11 1 o 1 0
o]
o »
o 4
N> L(Mp) 1| 1) o 0 1
o N
bt .(YS X
> -
=
>Q
g .
NSl L(M)| o | 0} 1 1 0
V- V- N2 N2
DIAG| 1 0 1 0 1

Obrazek 6.3.: Matice A pouzitd p¥i definici diagondlniho jazyka DIAG.

Pfipometime si, Ze fetézec w; je kédem Turingova stroje s Godelovym ¢islem i, tedy
pro kazdé i € IN plati w; = (M;). Vektoru b tak odpovidéd Diagondlni jazyk DIAG dany
doplrikem diagondly matice A:

DIAG = {{M) | (M) ¢ L(M)}

Diagonale matice A pak odpovida doplnék diagonédlniho jazyka. Pfipometime si, Ze
podle nasi konvence kazdy fetézec kéduje néjaky Turingtv stroj, tedy doplnék diago-
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nélniho jazyka je dan nésledujicim pfedpisem:
DIAG = {{M) | (M) e L(M)}. (6.9)

Do DIAG tedy patii ty kody Turingovych stroj, jeZ nepfijimaji vlastni kéd. Vektor b
urcuje charakteristickou funkci jazyka DIAG, nebot pro i € N plati, Ze

W; = <Ml> e DIAG < Wi ¢ L(Ml) =4 Ai,i =0 bi =1. (610)

Z definice b plyne, Ze tento vektor neni shodny s zddnym fadkem matice A, a tedy

jazyk DIAG neni ¢aste¢né rozhodnutelny. Formalni diikaz tohoto faktu lze zapsat velmi
jednoduse.

Véta 6.3.1 Jazyk DIAG neni cistecné rozhodnutelnyj. Jazyk DIAG neni rozhodnutelny, je vsak
Cdstecné rozhodnutelnyj.

Dikaz: Predpoklddejme sporem, ze DIAG je ¢astecné rozhodnutelny jazyk. Existuje
tedy Turingtiv stroj M, ktery tento jazyk pfijima, ¢ili L(M) = DIAG. Potom ovSem

(M) € L(M) < (M) € DIAG <« (M) ¢ L(M), (6.11)

kde prvni ekvivalence plyne z faktu L(M) = DIAG a druhd ekvivalence plyne z definice
diagonalniho jazyka v (6.3). Tim dostdvame (M) € L(M) < (M) ¢ L(M), coz je pochopi-
telné spor. Jazyk DIAG tedy nemitiZze byt ¢astecné rozhodnutelny. Nerozhodnutelnost
jazyka DIAG plyne z Postovy véty, jeho ¢aste¢nd rozhodnutelnost pak z existence uni-
verzalnitho Turingova stroje, nebot (M) € DIAG, pravé kdyz (M) € L(M), tedy pravée
kdyz U((M), (M)) ptijme. o

S pomoci diagonalniho jazyka jiZ snadno ukdZeme, Ze univerzalni jazyk je nerozhod-
nutelny.

Véta 6.3.2 Univerzilni jazyk L, je algoritmicky nerozhodnutelny.
Dikaz: Pro kazdy Turingtv stroj M plati, Ze

(M) e DIAG < (M) € L(M) < (M, (M)) € Ly, (6.12)

kde prvni ekvivalence plyne z definice diagonalniho jazyka v (6.9) a druh4 ekvivalence
z definice univerzalniho jazyka v (5.4). Z toho plyne, Ze kdyby byl jazyk L, rozhodnu-
telny, byl by rozhodnutelny i jazyk DIAG, nebot k rozhodnuti DIAG by stacilo zavolat
algoritmus, ktery rozhoduje L, se vstupem (M, (M)). Podle véty 6.3.1 vSak DIAG roz-
hodnutelny neni, a tedy ani jazyk L, neni rozhodnutelny. o

Uvédomme si, Ze z Postovy véty (Véta 6.1.5) a toho, Ze L, je ¢aste¢né rozhodnutelny
jazyk (Véta 5.2.9), ktery neni rozhodnutelny (Véta 6.3.2), plyne, Ze doplné€k univerzal-
niho jazyka L, neni ¢astecné rozhodnutelny jazyk.
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Viz téz (4.1)
v ptikladu 4.1.4.

6.4. Vycet slov jazyka

V této kapitole se podivdme na ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky z pohledu enumerace.
Enumeracijazyka L zde myslime to, Ze jsme algoritmicky schopni vypsat vSechna slova
z tohoto jazyka. Tuto vlastnost jazyka budeme formalizovat pomoci zvlastniho Turingo-
va stroje, kterému budeme fikat enumerétor.

Definice 6.4.1 (Enumerdtor) Necht L ¢ X" je jazyk nad abecedou L. Turingtiv stroj E
nazveme enumerdtorem pro jazyk L, pokud spliiuje nasledujici vlastnosti:

1. Turingtv stroj E ignoruje sviij vstup.
2. Béhem své prace vypisuje E na zvlastni vystupni pasku fetézce z jazyka L,
3. Kazdy fetézec w € L je nékdy vypsdn Turingovym strojem E. “«

Pokud je L nekone¢ny jazyk, pak z principu své ¢innosti enumerétor E nikdy svou
¢innost neukon¢i. Ani pokud je L kone¢ny jazyk, nemusi se E zastavit — bud dokola vy-
pisuje jiZ vypsana slova z jazyka L, nebo po vypsani posledniho slova z L vstoupi do ne-
konec¢ného cyklu bez vypisovani dalsich slov. Enumerator E mtiZe vypsat néktera slova
z jazyka L vicekrat, neni ovSem tézké zmeénit jakykoli enumerator takovym zptisobem,
aby kazdé slovo vypsal nejvys jednou. Staci E zménit tak, aby se vzdy pfed vypsanim
slova w z L podival, zda jiz bylo slovo w vypsano ¢i nikoli. Pokud jiz slovo w vypsdno
bylo, E jej jiz podruhé vypisovat nemusi.

Piiklad 6.4.2
Popisme napiiklad enumerétor pro jazyk palindromt
PAL = {w=w" |we{ab}*}, (6.13)

Pripomenime si, Ze v pfikladu 4.1.4 jsme zkonstruovali Turingtiv stroj M, ktery roz-
hoduje jazyk PAL. Nyni zkonstruujeme s pomoci tohoto Turingova stroje jednodu-
chy enumerator pro tento jazyk.

Algoritmus enumeratoru E pro jazyk PAL

1: forallweX* do > V shortlex uspofadani.
2 ifw=w" then

B: print w

4: end if

5: end for

Charakterizaci ¢aste¢né rozhodnutelnych jazykt pomoci enumerétorti zachycuje né-
sledujici véta.

Véta 6.4.3 (Vy¢islitelnost ¢aste¢né rozhodnutelnych jazyka) Jazyk L je cdstecné rozhod-
nutelny, pravé kdyz existuje enumerdtor E pro L.
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Dikaz: Predpoklddejme nejprve, Ze L je Casteéné rozhodnutelny jazyk. Dle bodu (iv)
ve vété 6.1.1 existuje tedy rozhodnutelny jazyk B splrujici

L={xeX"|(JyeXZ")[(x,y)eB]}.

Na zédkladé toho miizeme sestavit pro jazyk L enumerétor E, ktery bude pracovat dle
néasledujiciho algoritmu:

Algoritmus enumeratoru E pro jazyk L

Vstup: Vstup je ignorovan
Vystup: Vypisuje postupné prvky jazyka L
1: forallweX* do > V shortlex uspofddani.
2: if w kéduje dvojici (x, y) € B then
3: print x
4: end if
5: end for

Ptedpoklddejme na druhou stranu, Ze E je enumerator pro jazyk L a popiSme Tu-
ringtiv stroj M, ktery bude pfijimat L, tedy L = L(M). Tento stroj bude pracovat dle
nésledujiciho algoritmu:

Algoritmus Turingova stroje M, pfijimajiciho L

Vstup: x e X*
Vystup: Algoritmus pfijme, pravé kdyZz x € L.
1: Pust enumerdtor E a priabéZzné ¢ti jeho vystupni pasku.
2: if Enumerator E vypsal x then
3: accept > Soucasné je pochopitelné zastavena ¢innost E.
4: end if

Dle definice enumeratoru M(x) ptijme, pravé kdyz fetézec x je nékdy enumeratorem
vypsan, tedy praveé kdyz x € L. Jinymi slovy L(M) = L. a

V pripadé rozhodnutelného jazyka L jsme schopni navic sestrojit enumerator, ktery
vypisuje slova tohoto jazyka systematicky.

Véta 6.4.4 (Vy¢islitelnost rozhodnutelnych jazykt) Jazyk L ¢ I* je rozhodnutelny, pri-
vé kdyz existuje enumerditor E, kteryy vypisuje slova L v potadi daném shortlex uspordddnim.

Diikaz: Pfedpokladejme nejprve, Ze jazyk L je rozhodnutelny. Potom nasledujici algo-
ritmus popisuje praci enumeratoru E, ktery vypisuje slova L v pofadi daném shortlex
usporadanim:

Algoritmus enumeratoru E pro jazyk L

Vstup: Zadny.
Vystup: Slova z L v pofadi daném shortlex uspofddanim.
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1: forallw e X* do > V pofadi daném shortlex uspofadanim.
2: if w e L then

3: print x
4: end if
5. end for

Ptedpokladejme na druhou stranu, Ze E je enumerator, ktery vypisuje slova v pota-
di daném shortlex uspofadanim. Pokud je jazyk L kone¢ny, pak je jisté rozhodnutelny
(dokonce kone¢nym automatem), nadale budeme tedy predpoklddat, Ze L je nekonec-
ny jazyk. Nyni mizeme popsat algoritmus Turingova stroje M, ktery rozhoduje L, .
pfijimé L a navic se jeho vypocet zastavi s kazdym vstupem.

Algoritmus Turingova stroje M rozhodujiciho L

Vstup: Retézec x ¢ T~
Vystup: M pfijme, pokud x € L, jinak odmitne.
: Pust enumerdtor E a pribézné ¢ti slova, kterd vypisuje na svou vystupni pasku.
if E vypsal x then
accept
else if E vypsal slovo y > x then
reject
end if

Z vlastnosti shortlex uspofddani vyplyva, Ze vSechny fetézce y, které jsou delsi nez x,
jsou vétsi nez y v shortlex uspofddani (tedy y > x). Vzhledem k tomu, Ze abeceda =
je kone¢nd, L obsahuje jen kone¢né mnoho fetézci, které jsou v shortlex uspofddani
mensi ne x. ProtoZe jazyk L je sdim nekoneény, musi obsahovat fetézec y > x. Retézec
y je nékdy vypsdn enumeratorem E. Pfipomerime si, Ze E vypisuje fetézce z L v pofadi
daném shortlex uspofddanim, mohou nastat tedy nasledujici dva ptipady:.

(i) Bud x € L, v tom pfipadé musel E vypsat fetézec x pfed fetézcem y a fetézec x je
ptijat v kroku 3 dfiv, neZ je vlibec vypsan jakykoli fetézec y > x.

(ii) Nebox ¢ L, v tom pFipadé E fetézec x viibec nevypiSe. VypiSe oviem nékdy fetézec
y € L, ktery je vétsi neZ x v shortlex uspofddani. V tom okamziku je uz ovSem
jasné, ze enumeréator E nikdy x nevypiSe a v kroku 5 mtiZe tedy Turingtiv stroj M
odmitnout.

Turingtiv stroj M tedy skute¢né rozhoduje jazyk L. |
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6.5. Cviceni

Diagonalizace a nerozhodnutelné problémy

1. Pomoci diagonaliza¢niho argumentu ukaZte, Ze nédsledujici jazyky nejsou rekur-
zivné spocetné:
Ly = {w;i|wa¢ L(M;)}
Lo {wi | w; ¢ L(Mai) }

Néapoveéda: Pfi ditkazu si nevystacite s dingondlou matice, pomoci niz je definovin jazyk
DIAG, hledejte jinou nekonecnou mnoZinu prokii této matice, kterd by mohla poslouZit
podobné jako diagondla v piipadé DIAG. U jazyka L, je tfeba vyuZit vlastnosti kédova-
ni, které jsme pouZili pro Turingovy stroje, rozmyslete si, Ze ke kazdému TS M existuje
(v nasem kédovint) ekvivalentni TS, kteryy md sudé Gédelovo ¢islo

2. Definujme problém pouziti stavu nasledovné:

Problém 6.5.1: Pouziti stavu TS

Instance: Koéd Turingova stroje (zapsany bindrné) x, vstupni
fetézec y € {0,1}" a &islo stavu 4.

Otazka: PouZije Turingliv stroj M, pfi vypoctu nad y stav 4?

Ukazte, ze problém Pouziri stavu TS je algoritmicky nerozhodnutelny (tj. odpo-
vidajici jazyk neni rekurzivnf).
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Problém 5.2.8

7. Prevoditelnost a uplnost

Z kapitoly 6.3 vime, Ze jazyk univerzalniho stroje, ¢ili univerzalni jazyk L, je algoritmic-
ky nerozhodnutelny. Dtikaz tohoto faktu jsme provedli diagonalizaci. Nasim cilem je
nyni vyuZzit nerozhodnutelnosti univerzalniho jazyka k dtikaziim nerozhodnutelnosti
dalsich jazykt a problémii. Postup diikazu pomoci pfevoditelnosti si nejprve ukazeme
na problému zastaveni.

7.1. Problém zastaveni

UvaZme nésledujici problém.

Problém 7.1.1: ZASTAVENI

.

Instance: Turingtv stroj M a fetézec x € L*.

Otdzka: Plati M(x)|, ¢ili zastavi se vypocet Turingova stroje M nad
vstupem x?

J

Nasim cilem je ukézat, Ze tento problém je algoritmicky nerozhodnutelny. Mohli bychom

postupovat obdobné jako pfi diitkazu nerozhodnutelnosti univerzélniho jazyka, a tedy
problému Pryeti vsTupy, v kapitole 6.3. Upravit diagonaliza¢ni argument pouZity v da-
kazu véty 6.3.2 by nebylo pfili$ sloZité. My vSak budeme postupovat jinak. VyuZzijeme
toho, Ze problém Zastavent se od problému Pryeti vstupu pfilis nelisi. Skute¢né jediny
rozdil je, zda nds zajiméa pfijeti ¢i zastaveni, oviem kdybychom definovali pfijeti vstu-
pu Turingovym strojem s pomoci zastaveni a nikoli pfijimajiciho stavu, tento rozdil by
zmizel. Uvaha, jeZ nés vede k dtikazu nerozhodnutelnosti problému Zastavent je nasle-
dujici: Kdyby byl problém Zastavent algoritmicky rozhodnutelny, znamenalo by to, Ze
problém Pryjerf vsTUPU by rovnéZ musel byt rozhodnutelny. Vime ovSem, Ze tak tomu
neni. Problém Zastavent formalizujeme jako jazyk

HALT = {(M,x) | M(x)} }.

Véta 7.1.2 Jazyk HALT je algoritmicky nerozhodnutelny.

Dtikaz: Predpoklddejme pro spor, Ze HALT je algoritmicky rozhodnutelny jazyk, ma-
me tedy Turingtiv H, ktery se vzdy zastavia HALT = L(H). Na zékladé tohoto Turingova
stroje nyni sestavime Turing@v stroj V, ktery bude rozhodovat univerzalni jazyk L,:

Vypocet V se vstupem (M, x)
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1: Uprav M na Turingtiv stroj M, ktery se misto odmitnuti vzdy zacykli.
2: Pust H((M', x)).

Turingtv stroj M’ se od M lisi jen velmi malo. Je-liM = (Q, £, 6,90, F), pak M’ = (Q, %, 9,90, F),
kde pro q € Q a a € X. definujeme nésledujicim zptisobem:

5 (a,a) = 0(q,a)  0(gq,a) +# LnebogeF
’ (g,a,N) jinak, tj.6(g,a) =Laq¢F

Jde tedy opravdu jen o to, Ze v situaci, kdy by M odmitl tedy skoncil vypocet ve stavu,
ktery neni pfijimajici, pfejde M’ misto toho do nekone¢né smycky. Uvazme nyni, Ze

(M,x) €Ly < xe L(M) < xeL(M') & M'(x)| < (M',x) e HALT. (7.1)

Vskutku, pokud (M, x) € L,, potom M(x) pfijme, tedy i M'(x) pfijme a tim i M'(x) | .
Pokud na druhou stranu (M, x) ¢ L,, potom bud M(x) t nebo M(x) odmitne, v obou
pfipadech oviem M’'(x) 1 . Volani H((M’, x)) ptijme, pravé kdyz (M', x) e HALT = L(H),
a tedy pravé kdyz (M, x) € L, (dle (7.1)). Turingav stroj V tedy p¥ijimd jazyk L, a vzdy
se zastavi. To je ovSem v rozporu s nerozhodnutelnosti L,, jiZ jsme ukazali ve vété 6.3.2.0

7.2. Definice pfevoditelnosti

Prevoditelnost ndm nabizi obecny néastroj, ktery umoziiuje s pomoci jednoho nerozhod-
nutelného problému ukézat nerozhodnutelnost jiného problému.

Definice 7.2.1 (m-pfevoditelnost) Necht A a B jsou dva jazyky nad abecedou X. Rek-
neme, Ze jazyk A je m-pfevoditelny na jazyk B, pokud existuje totdlni algoritmicky vy-
islitelnd funkce f : ©* — L*, pro kterou plati, ze

(VxeXL")[xe A< f(x)eB]. (7.2)

Tento fakt ozna¢ime pomoci A <, B. «

Funkce f, kterd pfevadi jazyk A na jazyk B tedy zobrazuje prvky z A na prvky B
a prvky mimo A na prvky mimo B. Toto je naznaceno na obrazku 7.1.

Poznamka 7.2.2 (1-pfevoditelnost) Znak m v pojmu m-prevoditelnosti se di povazovat za
zkratku many to one reducibility, nebo mapping reducibility. Proni z téchto vykladii pochdzi
z toho, Ze funkce f neni nutné prostd, miiZe tedy dojit k tomu, Ze se nékolik Fetézcii zobrazi funkci
f na jeden fetézec. Poznamenejme, Ze kromé m-prevoditelnosti se casto zavddi i 1-prevoditelnost,
jez se od m-prevoditelnosti lisi tim, Ze navic vyZaduje, aby funkce f byla prosti (tedy one to one).
Pro nase nicely vsak 1-pievoditelnost nepfindsi nic zajimavého a vystacime si s m-pievoditelnosti.

Pozndmka 7.2.3 (Turingovska pfevoditelnost) Pomoci pfevoditelnosti se mimo jiné snazi-
me zachytit ndsledujici intuici:
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Obrézek 7.1.: Princip pfevodu problému A na problém B pomoci funkce f. Prvky z A
jsou mapovany na prvky z B, zatimco prvky mimo A jsou mapovany na
prvky mimo B.

Je-li problém A prevoditelnij na problém B a B je algoritmicky feSitelny, pak je algoritmicky
fesitelny i problém A.

Yovs

Uvedomme si ovsem, Ze m-prevoditelnost je mnohem restriktionéjsi. Z faktu, Ze A <, B vime,
Ze pokud mdme k dispozici algoritmus rozhodujici B, pak rozhodnuti, zda x € A dokdZeme ucinit
vypoctem hodnoty f(x) (kde f je funkce previdéjici A na B) a dotazem, zda f(x) € B, pFicemz
odpovéd na tento dotaz ddvd piimo odpovéd na piivodni otdzku, zda x € A. Naopak, pokud chceme
ukdzat A <, B, nestaci popsat algoritmus rozhodujici A, ktery miiZe volat rozhodovaci algorit-
mus pro B libovolné. [sme opét omezeni tim, Ze je tieba popsat algoritmicky vycislitelnou funkci
f tak, aby pro rozhodnuti, zda x € A, stacilo rozhodnout, zda f(x) € B.

Vyjse zminéné intuici odpovida turingovskd prevoditelnost, kterou si (ne zcela formalné) zave-
deme. Rekneme, Ze jazyk A je turingovsky pfevoditelny na jazyk B, pokud Ize popsat algorit-
mus rozhodujici A s tim, Ze miiZe béhem vijpoctu poklidat dotazy na to, zda y € B pro libovolny
pocet fetézcit y. Tento fakt oznacime pomoci A <t B.

Ziejmé plati, Ze pokud je A <, B, pak i A <t B, ale naopak to platit nemusi. Napriklad
HALT <7 HALT, ovsem HALT <}, HALT, nebot HALT je cistecné rozhodnutelny jazyk,
zatimco HALT nikoli. Pomoci m-pfevoditelnosti dokdZeme tedy rozlisit mezi jazykem HALT
a jeho doplitkem HALT, pomoci turingovské prevoditelnosti nikoli. I proto déle budeme vyuZivat
m-prevoditelnost.

Pfipomenime si, Ze v kapitole 2.2 jsme si ukazali pfevod problému HeLLoworLD na
problém VoLANf FUNKCE foo, pfi¢emZ konstrukce spliiovala pozadavky definice 7.2.1,
ukazali jsme tedy, Ze problém HeLLowoRLD je m-pfevoditelny na problém VoLANT FUNKCE
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foo.
V ditkazu véty 7.1.2 jsme ve skutecnosti ukédzali, Ze jazyk L, je prevoditelny na jazyk
HALT. Zformulujme si zde nynfi toto tvrzeni jako disledek.

Dtsledek 7.2.4 Plati, Ze L, <,, HALT.

Dikaz: Pfipomerime si, Ze v diikazu véty 7.1.2 jsme popsali konstrukci Turingova stroje
M’ z Turingova stroje M, kde M’ se od M li&il jen v tom, Ze na kazdém vstupu x, jejz by
M odmitl, vypocet M" viibec neskon¢il. Jinak byl M’ shodny s M. ProtoZze tiprava M
na M’ je velmi jednoducha a bylo by lze ji provést algoritmicky, je funkce f : £* — L*
definovana jako f({M,x)) = (M’, x) jisté algoritmicky vy¢islitelnd. Dle ekvivalence (7.1)
navic dostavame, Ze

(M,x) € L, < f({M,x)) = (M, x) e HALT. (7.3)
Funkce f je tedy pfevodni funkci, jez ukazuje, ze L, <,, HALT. |

I pti dikazu nerozhodnutelnosti univerzalniho jazyka ve vété 6.3.2 jsme vyuZili pfe-
voditelnosti. P¥i ditkazu této véty jsme totiz vlastné ukazali, ze DIAG <, L,. Plati viak

i opaény smeér, tedy L, <, DIAG.

Véta 7.2.5 Plati, zZe
(i) DIAG <y, Ly, a soucasné
(if) Ly < DIAG.

Diikaz: Ptipometime, Ze dle (6.9) je DIAG = {(M) | (M) € L(M)}.
(i) Pro kazdy Turingtv stroj M plati, Ze

(M) € DIAG < (M) € L(M) < (M, (M)) € L,,

Diagonalni jazyk
DIAG byl zaveden
v (6.3) ajeho
doplnék DIAG byl
zaveden v (6.9).

kde prvni ekvivalence plati dle (6.9) a druhd dle definice univerzalnihojazykav (5.4).

Funkce f definovand jako f({M)) = (M, (M)) je jisté totdlni algoritmicky vycislitel-
né a ukazuje, ze DIAG <, L,,.

(ii) Tento smér je o néco obtizn€jsi, musime popsat totalni algoritmicky vycislitelnou
funkci f, jez spliiuje, ze f((M,x)) = (M'), kde

x e L(M) < (M) e L(M). (7.4)

Popiseme, jak bude probihat vypocet M’ nad danym vstupem.

Algoritmus vypoétu Turingova stroje M’ nad vstupem y

1: Smaz vstup y
2: Zapi$ na péasku slovo x
3: Proved vypocet Turingova stroje M nad vstupem x.
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if M pfijal then
accept

else
reject

end if

Vsimnéme si, ze Turingtv stroj M’ ignoruje zcela svtij vstup y. Misto toho je vy-
pocet M'(y) ekvivalentni vypoc¢tu M(x). Funkce f zkonstruuje kéd stroje M’ na
zékladé kédu stroje M a fetézce x. Tento postup je celkem piimocary, jedné se
vlastné jen o tipravu prechodové funkce M tak, aby pfed samotnym vypoctem M
doslo k pfepsani vstupu fetézcem x. Funkce f je tedy jisté algoritmicky vy¢islitelnd
a také je jisté totdlni. VSimnéme si, Ze

r* pokud x € L(M)

L(M') =
(M) {@ jinak, tedy pokud x ¢ L(M).

Plati tedy, Ze

(M,x)eL,= xeL(M)= L(M)=*= (M)eL(M')= (M')eDIAG
(Mx)¢L,= x¢L(M)= LM)=o= (M)¢LM)= (M')¢DIAG

Dohromady dostavame, Ze
(M,x) € L, < f({M,x)) = (M') e DIAG,
a tedy L, <, DIAG. O

Podivejme se nyni na nékteré zdkladni vlastnosti m-prevoditelnosti. UkdZeme si, Ze
jako relace je m-ptevoditelnost reflexivni a tranzitivni, jde tedy o kvaziusporadani.

Lemma 7.2.6 Relace <, je reflexivni a tranzitioni.

Diikaz: Reflexivita vyplyva z toho, Ze funkce identity, tj. funkce f(x) = x je totalni algo-
ritmicky vy¢islitelna funkce. Diky tomu plati A <, A pro kazdy jazyk A.

Pro dtikaz tranzitivity uvazme tfijazyky A, B, C a pfedpokladejme, Ze A <,, BaB <, C.
Ukdazeme, Ze potom A <, C. Je-li A <;, B na zdkladé funkce f a B <, C na zakladé funkce
g, pak plati pro kazdy fetézec x e Z*

xeA< f(x)eB<e g(f(x))eC.

To znamend, Ze definujeme-li funkci & jako sloZzeni funkce g s funkci f, tedy h(x) =
g(f(x)) pro kazdy fetézec x, pak tato funkce je jisté totalni algoritmicky vy¢islitelna
funkce, nebot f a gjsou obé totalni algoritmicky vy¢islitelné funkce. Plati tedy, ze A <, C
na zakladé funkce h. i
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Nés zajiméa prevoditelnost zejména jako nastroj pro diikazy nerozhodnutelnosti pro-
blémti a jazykt. Intuitivné pokud A <, B, znamena to, Ze jsme schopni rozhodnout
jazyk A pomoci B. Tuto intuici formalizujeme v ndsledujicim tvrzeni.A

Véta 7.2.7 Predpoklidejme, Ze A a B jsou jazyky, pro nézZ plati, Ze A <,, B. Potom plati, Ze
(i) je-li B rozhodnutelny jazyk, potom je rozhodnutelny jazyk i A a
(ii) je-li B &dstecné rozhodnutelny jazyk, potom je cistecné rozhodnutelny jazyk i A.

Diikaz: Ozna¢me pfevodni funkci ukazujici, Ze A <, B, jako f a uvazme nésledujici
algoritmus:

Algoritmus rozhodujici A pomoci B

Vstup: Retézec x
: Spoctiy = f(x)
if y € B then
accept
else
reject
end if

Vzhledem k tomu, Ze f je totdIni algoritmicky vy¢islitelna funkce, prvni krok lze vzdy
provést algoritmicky. Proveditelnost algoritmu tedy zavisi na kroku 2.

(i) Pokud je jazyk B rozhodnutelny, existuje Turingtiv stroj, ktery se vzdy zastavi
a pfijimé jazyk B. To znamend, Ze uvedeny algoritmus lze implementovat takovym
zpusobem, aby se vzdy zastavil a rozhodoval A. Jazyk A je tedy rozhodnutelny.

(ii) Pokud je jazyk B caste¢né rozhodnutelny, existuje Turingliv stroj, ktery pfijima
jazyk B. To znamend, Ze uvedeny algoritmus lze implementovat takovym zptiso-
bem, aby piijimal A, ale nemusi se zastavit na vstupech x, pro které plati x ¢ A,
atedy y = f(x) ¢ B. Jazyk A je tedy ¢aste¢né rozhodnutelny. o

Algoritmus v ditkazu véty 7.2.7 tedy pracuje dle schématu, jeZ je naznaceno na ob-
razku 7.2.

My budeme pfevoditelnost pouzivat v opa¢ném sméru. Uvazme jazyky A a B, pro
néz plati, ze A <, B. Z véty 7.2.7 vyplyva, Ze neni-li A (¢aste¢né) rozhodnutelny jazyk,
pak ani B neni (¢aste¢n€) rozhodnutelny. Vime naptiklad, Ze DIAG, L,, ani HALT nejsou
rozhodnutelné jazyky, byt jde o jazyky ¢astecné rozhodnutelné. To znamena, Ze pokud
pro néjaky jazyk A plati naptiklad L, <, A, pak A neni rozhodnutelny a pokud o jiném
jazyku B plati, ze DIAG <, B, pak B neni ¢aste¢né rozhodnutelny (dle véty 6.3.1 neni
totiz DIAG ¢aste¢né rozhodnutelny). To je také zptisob, ktery dale zvolime pro dokazo-
vani toho, zZe n&jaky problém neni rozhodnutelny.
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Instance « Pfevodni Instance B
problému A funkce f problému B

Pravé kdyZz na ptivod-
ni instanci a problému

Rozhodni B
A je odpovéd ano.

Pravé kdyz na ptvod-
ni instanci a problému
A je odpovéd ne.

Obrazek 7.2.: Princip pfevodu problému A na problém B pomoci funkce f.

Piiklad 7.2.8: Nerozhodnutelnost neprazdnosti jazyka
Pfipomenime si jazyk
NONEMPTY = {(M) | L(M) + &}

zavedeny v pfikladu 6.1.3. UkdZeme, Ze L, <,, NONEMPTY. Z toho tedy plyne,
ze NONEMPTY neni rozhodnutelny jazyk. Musime popsat totdlni ¢astec¢né rekur-
zivni funkci f : ©* - X*, pro kterou plati ekvivalence (7.2), tj. pro kazdou dvojici
Turingova stroje M a fetézce x plati, ze

(M,x) € L, < f({M,x)) e NONEMPTY. (7.5)

Popiseme, jak bude probihat vypocet Turingova stroje M’ = f((M, x)) se vstupem
yeX”.

Vypocet stroje M’ se vstupem y

1: Vymaz pasku (4. y)

2: Zapi$ na pdasku fetézec x

3: Pokracuj vypoctem M(x) > Zastaveni, piijeti, ¢i odmitnuti se ¥idi vysledkem
M(x).

Pfechodova funkce M’ se tedy od pfechodové instrukce M lisi jen tim, Ze jsou v ni na-
vic instrukce pro provedeni prvnich dvou kroku algoritmu, tedy nahrazeni vstupu
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y fetézcem x. Pfidani téchto instrukci je tkolem funkce f, ktera z dvojice (M, x) vy-
tvoti kod (M’). Je potieba si uvédomit, Ze funkce f sama nesimuluje vypocet M(x),
a jeji vypocet neni tedy zédvisly na tom, zda se vypocet M(x) zastavi. Podivejme se
nyni na jazyk ptijimany strojem M'. V& imnéme si, ze vypocet M'(y) na vstupu y
viibec nezavisi. Pokud je x € L(M), pak M'(y) ptijme kazdy fetézec y, pokud nao-
pak x ¢ L(M), pak M'(y) zadny Fetézec y nepfijme. Toto 1ze shrnout nésledujicim
vyrazem:

r* xeL(M)

LM = {@ x ¢ L(M)

Z toho jiz snadno dostaneme platnost ekvivalence (7.5), nebot

(Mx)eL,= xeL(M)= L(M)=X"= f((Mx))=(M)eNONEMPTY
(Mx)¢L,= x¢L(M)=> LM)=2=> Ff(Mx))=(M)¢NONEMPTY

Z toho tedy vyplyvéa, ze L, <,, NONEMPTY, a jazyk NONEMPTY je tedy neroz-
hodnutelny. V prikladu 6.1.3 jsme vidéli, Ze NONEMPTY je ¢aste¢né rozhodnutel-
ny jazyk a z Postovy véty tedy plyne, Ze NONEMPTY neni ¢aste¢né rozhodnutelny
jazyk.

7.3. Uplné problémy

Jakjsmejiz zminili, dle lemmatu 7.2.6 je m-pfevoditelnost kvaziuspofaddnim (tedy tran-
zitivni a reflexivni relacf). Zfejmé ne vSechny jazyky jsou na sebe vzdjemné pfevoditelné
(napfiklad HALT neni pfevoditelny na HALT). Proto se mtize zdat i trochu pfekvapi-
vé, Ze existuji jazyky, na které jsou pfevoditelné vSechny ostatni ¢dste¢né rozhodnutel-
né jazyky. Takovym jazykem ja napfiklad univerzalni jazyk L, nebo problém zastaveni
HALT. Budeme fikat, Ze takové problémy jsou m-tplné.

Definice 7.3.1 (m-tplnost) Rekneme, Ze jazyk A € * je m-tiplnyj, pokud je
1. A &astecné rozhodnutelny jazyk a
2. pro kazdy castecné rozhodnutelny jazyk B plati, Ze B <;,, A. «
Rada z nerozhodnutelnych problémd, s nimiZ jsme se setkali, je m-tGplna.

Véta 7.3.2 Jazyky L, HALT a DIAG jsou m-iiplné.

Diikaz: Vime jiz, Ze tyto jazyky jsou ¢astecné rozhodnutelné diky existenci univerzal-
niho Turingova stroje. Necht A je libovolny ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk, ktery je pii-
jimany Turingovym strojem M. Pak plati, ze x € A, pravé kdyz (My,x) € L,. Funkce
f definovana jako f(x) = (May,x) je jisté algoritmicky vy¢islitelnd a ukazuje tedy, ze
A <y Ly Jazyk Ly, je tedy m-tplny. Z véty 7.2.5 plyne, Ze DIAG je m-tplny, podobné
m-taplnost HALT vyplyva z dtsledku 7.2.4. ]
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Viz definice
Turingovsky
vycislitelné funkce
v definici 4.1.8

Napftiklad

¥ ={0,1} nebo

L =T, pouZzijeme-li
kédovani popsané
v kapitole 5.2.1.
Pripomerime si téz,
ze dle

konvence 5.2.3
kazdy fetézec
odpovida néjakému
Turingovu stroji.

Jako dalsi priklad m-tplného problému nam poslouZzi otdzka neprazdnostijazyka pfi-
jimaného danym Turingovym strojem:

P¥iklad 7.3.3: Uplnost neprazdnosti jazyka

Vzpomertime si, Ze v pfikladu 7.2.8 jsme ukazali, ze L, <,, NONEMPTY a v ptikla-
du 6.1.3 jsme ukazali, Ze je jazyk NONEMPTY ¢astecné rozhodnutelny. Dohromady
dostavame, Ze je tento jazyk m-tplny.

7.4. Riceova véta

V této kapitole zformulujeme a ukdZeme Riceovu vétu. Tato véta ¥ikd, Ze otazka, zda
jazyk pfijimany danym Turingovym strojem (algoritmem) spliiuje danou vlastnost, je
rozhodnutelna, jen pokud odpovéd na tuto otazku je bud trividlné ano (je tedy splné-
na kazdym jazykem), nebo trividlné ne (neni tedy splnéna zadnym jazykem). V tomto
kontextu mtizeme mluvit stejné dobfe o jazyku pfijimaném Turingovym strojem (algo-
ritmem) jako o funkci vy¢islované Turingovym strojem. Pro tplnost si postupné zfor-
mulujeme Riceovu vétu jak ve verzi pro jazyky, tak ve verzi pro funkce.
Zacénéme verzi pro jazyky.

Véta 7.4.1 (Riceova véta pro jazyky) Necht C je tiida cistecné rozhodnutelnijch jazykii. Po-
tom jazyk
Le = {{M) | L(M) € C}

je rozhodnutelny, privé kdyz je t¥ida C trividlni, tj. bud je prazdnd, nebo obsahuje vsechny &ds-
tecné rozhodnutelné jazyky.

Diikaz: Budeme piepokladat, ze tftida C obsahuje jazyky nad abecedou L, kde X je sou-
¢asné abeceda pouzitd pro kédovani Turingovych strojt a jinych objektt. Je-li tfida C
prazdnd, pak L¢ = @, pokud naopak tiida C obsahuje vSechny ¢astecné rozhodnutelné
jazyky, pak L¢ = Z*. V obou pifipadech je jisté Lc rozhodnutelny jazyk.

Predpoklddejme nyni, Ze C je netrivialni tfida ¢astecné rozhodnutelnych jazyk, tedy
je neprazdn4, ale neobsahuje ani vSechny ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky. UkaZeme, Ze
v tom ptipadé plati

L, <u L¢ nebo (7.6)
L. <m Le. (7.7)

V obou pfipadech dostaneme, Ze L; neni rozhodnutelny jazyk. To, zda ukdZzeme pie-
vod (7.6) nebo (7.7), zavisi na tom, kam patii prazdny jazyk. Pfedpokladejme nejprve,
Ze prazdny jazyk do tiidy C nepatii, tedy @ ¢ C. V tom piipadé ukazeme, Ze plati (7.6),
tedy L, <, Lc. Necht L je navic libovolny ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk z tfidy C. Speci-
alné L #+ @. Ptedpokladejme navic, Ze N je Turingtv stroj, ktery pfijima L, tj. L = L(N).
Pfevodni funkce f se vstupem (M, x) vrati kod Turingova stroje M, ktery se vstupem y
pracuje nésledujicim zptisobem:
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Vypocet stroje M', kde (M') = f({M, x)) se vstupem y

Pust M(x).

if M(x) odmitl then
reject

end if

Pust N(y).

if N(y) pfijal then
accept

else
reject

end if

O XN D a Ry

—
@

Kéd Turingova stroje M’ vznikne sloZzenim kédt Turingovych strojit M a N a vstupu x.
Funkce f je tedy jisté algoritmicky vy¢islitelnd a navic je i definovana pro kazdy vstup.
Stadi ukézat, ze (M, x) € L, < (M’) € L¢, tim dostaneme, Ze L, <, L¢.

Predpoklddejme nejprve, ze (M, x) € L,, tedy Zze x € L(M). V tom piipadé vypocet
M(x) skondi a ptijme, tedy dojde ke spusténi N(y) pro kazdy vstup y. To znamend, ze
L(M")=L(N)=LeC.

Predpokladejme nyni, ze (M, x) ¢ L,, tedy x ¢ L(M). V tomto pfipadé bud vypocet
M(x) viibec neskon¢i, nebo nezavisle na vstupu y odmitne. Turingtv stroj M’ tedy roz-
hodné zadny vstup y nepfijme, a proto L(M') = @, podle ptedpokladu tedy L(M') ¢ C.

Pripad, kdy prazdny jazyk patii do tftidy C, je symetricky. Sta¢i zaménit role C dopln-
ku C, dostaneme tak prevod L, <, Le. O

Podobné mtizeme zformulovat Riceovu vétu i pro funkce.

Véta 7.4.2 (Riceova véta pro funkce) Necht C je tfida algoritmicky vycislitelnyich funkci.
Potom jazyk

Le = {{M) | fm € C}

je rozhodnutelny, pravé kdyz je t¥ida C trividlni, tj. bud je prazdnd, nebo obsahuje vsechny algo-
ritmicky vycislitelné funkce.

Dtikaz: Dtikazje zcela analogicky diikazu verze Riceovy véty projazyky, tedy véty 7.4.1.
Budeme predpoklddat, ze funkce v tfidé C jsou typu * — L*, kde X je soucasné abeceda
pouzitd pro kédovani Turingovych strojti a jinych objektti.

Pokud je tfida C trividlni, pak zfejmé bud L¢ = &, nebo L¢ = X*. V obou piipadech
jde o rozhodnutelny jazyk. Necht gy oznac¢uje funkci, kterd neni definovand pro zZadny
vstup, tedy pro kazdy fetézec y € 1" plati go(y) 1 . Pfedpokladejme bez Gjmy na obec-
nosti, ze g ¢ C (v opa¢ném pifpadé zaménime role C a dopliiku C). UkdZeme, Ze potom
Ly <u Le, z Eehoz plyne, Ze L¢ je nerozhodnutelny jazyk. Necht g je libovolna funkce,
ktera naopak patii do C Funkce f, kterd pfevadi L, na L¢ se vstupem (M, x) vrati kéd
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Turingova stroje M, ktery vy¢isluje funkci fyr, jeZ pro vstup y € * spliiuje

_J&1(y) xeL(M)
fM'(}/)—{T X ¢ L(M)

Uvédomme si, ze kéd Turingova stroje M’ 1ze zkonstruovat jen se znalosti kédu M, vstu-
pu x a kédu Turingova stroje, ktery vycisluje funkci g1. Zejména pak plati, Ze f je algo-
ritmicky vy¢islitelna funkce.

Necht nyni (M, x) € L,, tedy x € L(M). Potom f({M,x)) = (M), kde fayr ~ g1 € C. Na
druhou stranu pokud (M, x) ¢ L,, tedy x ¢ L(M), pak funkce fyr neni definovand pro
zadny vstup y € X*, a tedy fyr ~ o ¢ C. Dohromady dostdvame, Zze (M, x) € L,, pravé
kdyz f({M,x)) € L¢c. Z toho plyne, Ze L, <, L¢ a L¢ tedy neni algoritmicky rozhodnutel-
ny jazyk. ]

Jak jsme zminili v Gvodu, Riceova véta ukazuje o urc¢itém typu problémi, Ze nemo-
hou byt algoritmicky rozhodnutelné. Jde o problémy, kde vstupem je kéd Turingova
stroje (nebo obecné€ji program v jakémkoli programovacim jazyku, ktery je s Turingo-
vymi stroji ekvivalentni) a kde se ptdme, zda funkce nebo jazyk uréena timto Turin-
govym strojem spliiuje danou netrividlni vlastnost. Nejde tedy o otazky, odpovéd na
néz je zavisla na konkrétnim kédu (programu), ale naopak zavisi na funkci daného
kédu (programu). Napiiklad nerozhodnutelnost diagonalntho jazyka DIAG = {{M) |
(M) ¢ L(M)} zavedeného piedpisem (6.3) nevyplyvé z Riceovy véty, protoZe to, zda
(M) e L(M) podstatné zavisi na konkrétnim kédu (M). Nerozhodnutelnost fady jinych
jazykt vSak z Riceovy véty plyne.

Dusledek 7.4.3 Nasledujici jazyky jsou nerozhodnutelné

NONEMPTY = {(M) | L(M) + &}
ALL = {(M) | L(M) = 2"}
Tot = {{M) | (¥y € ) [fu(n) 4 1)
Fin = {(M) | L(M) je konecny jazyk}
Inf = {(M) | L(M) je nekonecny jazyk}
Cof = {(M) | L(M) je konecnyj jazyk}
Regular = {{M) | L(M) je requlirni jazyk}

Dikaz: Plyne pfimo z véty 7.4.1. o

U v8ech téchto jazykt je vlastnost, kterd nds u daného Turingova stroje zajimé, vlast-
nosti jim vycislované funkce ¢i jim pfijimaného jazyka, jde tedy o funkéni vlastnost.
Vsimnéme si také, Ze Riceova véta nevylucuje ¢aste¢nou rozhodnutelnost, naptiklad
jazyk NONEMPTY je ¢astecné rozhodnutelny, jak jsme si ukazali v prikladu 6.1.3.
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7.5. Postuv korespondencéni problém

Problémy, o nichZ jsme si dosud ukézali, Ze jsou nerozhodnutelné, néjakym zptisobem
souvisely s Turingovymi stroji (potazmo algoritmy a programy obecné) a jejich vypocty.
V této kapitole si ukdzeme nerozhodnutelnost problému, jehoZz definice se na Turingtv
stroj nijak neodkazuje a pracuje pouze s fetézci.

Instanci Postova KORESPONDENCNTHO PROBLEMU je mnozZzina dvojic fetézctl, které si ma-
Zeme pfedstavit jako dominové kostky

ti
bi |,

kde t;,b; e * proi=1,...,k a pevhou abecedu . Od kazdého typu je k dispozici neo-
mezené mnoZzstvi kostek, otdzkou je, zda je mozno vybrat parovaci posloupnost kostek.
Parovact posloupnosti je zde kone¢na neprazdnd posloupnost iy, ..., 7 € {1,...,k}, pro kte-
rou plati, Ze srovnadme-li vybrané kostky vedle sebe, nahote i dole dostaneme tyZz fetézec.
Jinymi slovy plati t; t;, ...t; = b;b;, ...b;. Formélné definujeme Postdv KORESPONDENCN{
PROBLEM ndsledujicim zptisobem.

p
Problém 7.5.1: PosTév KORESPONDENCN{ PROBLEM (PKP)

Instance: MnoZina ,,dominovych kostek” P:

t tr tr
P= p Y
by | | by by

kdety,...,t, by,..., by € Z* jsou Fetézce.

Otazka: Existuje pdrovaci posloupnost indext iy, ip,..., i € {1,...,k},
kdel>1at;t --til :bilbiz---bil?

iybip ¢

Piiklad 7.5.2

Uvazme napiiklad mnozinu P, kterd obsahuje kostky

Jel e n ovig, jo) ivoy | |nel J

J el | |eno vi Lpiv o) LN ej

Z této mnoziny neni tézké vybrat ndsledujici parovaci posloupnost:
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Problém 5.2.8

Jel|e|n|ovi,|p|ivoL|nel e ]

Jlel|eno|vi|upiv|o|un|el|e]

Vsimnéme si, Ze kostka | el | je v této posloupnosti pouZzita dvakrat.

Nasim cilem je nyni ukazat, Ze PostOv KORESPONDENCNT PROBLEM je algoritmicky nefe-
Sitelny. To ukdZeme tim, Ze popiSeme pfevod z problému PRyeti vstupU (¢ili z univerzal-
niho jazyka L, ) na PKP. Budeme postupovat ve dvou krocich, jako mezikrok pouZzijeme
trochu zjednoduSenou verzi problému PKP, kde mame pevné danou prvni kostkou,
kterou musi za¢inat hledand parovaci posloupnost.

Problém 7.5.3: MoDIFIKOVANY POosTOV KORESPONDENCN{ PROBLEM (MPKP)

Instance: Shodna s instanci PosTova KORESPONDENCNIHO PROBLEMU.
f1

Otazka: Existuje parovaci posloupnost, ktera za¢ina kostkou | by |?

o J

Nejprve ukdzeme, Ze problém PRyeti vsTUPU (univerzalnijazyk L, ) je pfevoditelny na
problém MPKP, poté ukaZeme, jak prevést problém MPKP na problém PKP.

7.5.1. Pfevod problému PRiJETi vsTuPU ha problém MPKP

Pfipomenime si, Ze instanci problému Pryeti vsTUPU je dvojice tvofend kédem Turingova
stroje (M) a jeho vstupu x € X%, kde X je vstupni abeceda Turingova stroje M. Musime
popsat algoritmus, ktery pfevede tuto instanci na instanci problému MPKP, tedy mno-

zinu dominovych kostek
f tr tx
P= , ooy
bi| | b2 bk

pro kterou plati nasledujici ekvivalence:

ty
x € L(M) < z P lze vybrat parovaci posloupnost, jez za¢ina kostkou b (7.8)
1

124



Oznacéme si Turingtv stroj M = (Q, %, 6,40, F) a predpoklddejme vstup x = x1x7... %y,
délky n. Zjednodusime si ponékud situaci tim, Ze budeme o Turingovu stroji M piedpo-
klddat, ze ma jediny pFijimajici stav g1, tedy F = {g1 }. Navic pfedpokladame, ze piejde-li
M do stavu g1, jeho vypocet skondi, tedy predpokladame, Ze 6(q1,a) = L pro kazdy znak
aeX.

Podle definice vypoctu Turingova stroje plati, Ze x € L(M) pravé kdyz existuje po-
sloupnost konfiguraci Ky, . .., K; Turingova stroje M, kde

e Kj je pocatecni konfiguraci Turingova stroje M pfi vypoctu nad vstupem x,
e K;je pfijimajici konfiguraci Turingova stroje M a

e pro kazdy index i = 1,...,t plati, Ze konfigurace K; vznikne z konfigurace K;_;
aplikaci pfechodové funkce 6.

Nasim cilem bude vytvorit k Turingovu stroji M a vstupu x takovou sadu kostek, pro
kterou bude platit, Ze parovaci posloupnost odpovidd praveé posloupnosti konfiguract
urcujici pfijimajici vypocet. Konfiguraci stroje M zapiSeme jako posloupnost symbolt
na pésce, pricemz pfed ¢teny symbol zapiSeme symbol reprezentujici stav, v némz se
Turingtv stroj nachéazi. Pro zapis fetézct v instanci MPKP tedy budeme pouZivat abe-
cedu, kterd odpovida sjednoceni Q a X.. Kromé toho budeme pouZivat symbol # pro
ohraniceni zapisu jedné konfigurace. Napiiklad fetézec

#raaqybb#

popisuje konfiguraci, kde na pasce je zapsano slovo aabb, Turingtiv stroj se nachédzi ve
stavu g7 a ¢te prvni ze dvou symbold b. Soucasti zapisu je v tomto pifikladu i jedno
prazdné policko pied prvnim polickem fetézce. Konfigurace vzdy zachycuje kone¢ny
kus pésky, ktery je dost velky, aby zahrnul vSechny neprazdné znaky, mtize ovsem za-
hrnovat i prazdna policka v okoli.

Myslenka konstrukce je nasledujici. Spodni fada bude o jednu konfiguraci napted.
Prvni kostka bude dole obsahovat poc¢atecni konfiguraci a nahote jen oddélovac #. Dalsi
kostky pak budou implementovat pfechodovou funkci 6, kde horni fetézec bude odpo-
vidat situaci pfed aplikaci pfechodové funkce a spodni fetézec situaci po aplikaci pie-
chodové funkce. Po ukoncéeni vypoctu dojde v piipadé prijeti k zarovnani horni a spodni
fady fetézch tak, aby ve vysledku byly fetézce nahote i dole v pérovaci posloupnos-
ti shodné. PopiSeme nyni dominové kostky, které budou zkonstruovany pro Turingtiv
stroj M = (Q, X, 6,40, F = {q1}) a vstup x = x1x5 ... x,,. Tyto kostky budou tvofit vyslednou
mnozinu P.

(I) Prvni kostka vynuti to, Ze prvni konfiguraci v parovaci posloupnosti je pocate¢ni
konfigurace Ky pro vstup x = x1x2...xy,.

by FANGoX1XD .. X #
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Pokud by byl vstup x pradzdny, pak vloZime za g znak prazdného policka. VSim-
néme si dvou znakt prazdnych polic¢ek vloZenych pied symbol stavu go. Ty jsou
zde proto, aby bylo moZno hned v prvnim moZzno pohnout ze stavu go hlavou do-
leva. Dva jsou proto, aby i po pohybu hlavou doleva v prvnim kroku, pted hlavou
stéle jesté jeden znak prazdného policka zbyval.

(II) Pro kazdy znak a € X vloZzime do P kostku, kterd provede okopirovani znaku do
nasledujici konfigurace v mistech, kterd nemaji byt zménéna. Jde o znaky na pésce,
které nejsou pod hlavou Turingova stroje.

(III) Pro kazdou dvojici znakti a,b € T a dvojici stavil g,7 € Q, pro které plati 6(q,a) =
(r,b,N), vlozime do P kostku

ga
rb

(IV) Pro kazdou dvojici znakt a,b € X a dvojici stavtl g,7 € Q, pro které plati 6(g,a) =
(r,b,R), vlozime do P kostku

qa
br

(V) Pro kazdou trojici znakti a,b,c € £ a dvojici stavtl g,7 € Q, pro které plati 6(q,a) =
(r,b,L), vlozime do P kostku

cqa

rcb

(VI) Dale pfiddme do P ¢tyfi kostky, které umozni zakoncit konfiguraci.

# # # #
F | O#EN] | A E] AN

Prvni kostka pouze zakoncuje konfiguraci nahofe i dole. Druhéd a tieti kostka
umoznuji rozsitit konfiguraci o prazdné policko nalevo nebo napravo. Ctvrta kost-
ka pak umoziuje pfidat prazdné policko nalevo i napravo.
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(VII) V piipad€, ze Turingliv stroj M piejde do pfijimajictho stavu g;, miizeme pouZit
néasledujicich kostek k postupnému vymazani znakt z pasky. Pro kazdy znaka € =
vlozime do P kostky

Elql qlﬂ

q1 q1

(VIII) Na tplny zavér je potfeba odstranit i stav q; z konfigurace a provést zarovnani
znakt # kostkou

qr¥##
#

UkédZeme si nyni na pfikladu, jakym zptisobem odpovida pfijimajici vypocet Turin-
gova stroje M nad vstupem x parovaci posloupnosti pro mnozinu P, kterd se sklada
z kostek typt (I) az (VIII).

Piiklad 7.5.4

Uvazme Turingtv stroj M = (Q, %, 6,90,{q1}), ktery jsme popsali v pfikladu 4.1.4.
Pfipomerime si, Ze se jednalo o Turingtv stroj, ktery rozhoduje jazyk palindromt
PAL = {w=w® |we {a,b}"}. Rozmysleme si, jak by vypadala parovaci sekvence
v sadé kostek P vytvofené k dvojici Turingova stroje M a vstupu x = ,a”. Prvni
kostkou je nutné kostka typu (I), ktera obsahuje poc¢ate¢ni konfiguraci vypoctu:

#

#%%qoa#

Vzhledem k tomu, Ze dle tabulky 4.1 je 6(qo,a) = (42,2a,R), jedind kostka, ktera

i
pfichazi v tvahu pro parovani znaku odpovidajiciho stavu go, je kostka ty-
aqs

pu (IV). Pfed jejim pouzitim je nutné sparovat znaky prazdnych policek dvéma

A
kostkami N typu (II). Potfebujeme dale pfidat prazdné policko na konec kon-
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#

figurace a uzav¥it konfiguraci kostkou typu (VI). Volime zde kostku s pfi-

i

danim prazdného policka doprava, abychom méli za znakem stavu g, jesté ctené
prazdné policko. Situace nyni vypada takto:

#IA|A|qoa|#
# AN qoa #|A[A|aga | A#

Potfebujeme tedy zarovnat fetézec ragor#. Dle pfechodové funkce M je 6(g2, ) =

agoA
(44,2, L). Musime tedy pouzit kostku N typu (V). Tuto kostku doplnime kost-
942

A #
kami N typu (II) a " typu (VI). Dostaneme nésledujici situaci:

AN |qoa|#|A|[A|aga A #

# AN goa #(A[A|aga| A #|A|A|qaan|#

Takto pokrac¢ujeme dél pouzitim instrukci 6(qs4,a) = (g6, 2, L) a 0(g6,2) = (97, A, R),
s pouzitim piislusnych kostek se dostaneme do nasledujici situace:

#IN(A[goal|# | A A|aga AH#FIA|A qaa| A # A [geA | AN #

BN n goa #|{A|n|aga|a # A [Agaa A #[A|ger A A#|A|Ag7 [ A A]#
Nyni pfidame kostky odpovidajici provedeni instrukce 6(q7, 2) = (g1, A, N). Ve spod-
ni fadé nyni pfebyva fetézec A\g1 AN #. K jeho spdrovani pouZzijeme ¢tyfi kostky ty-

pu (VII) spolu s kostkami typu (II) a (VI). Parovaci posloupnost ukonéime kost-
kou (VIII):
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AMMAGZA A #F (A G AN #F N g AN #qr AN [#(g1 A #|q1 # #
AN GIA N FIAN @A A F NG A F (G NN #F g [N #| 1| #]|#

Tim jsme dokon¢ili konstrukci parovaci posloupnosti.

Na ptikladu 7.5.4 si mizeme vSimnout, Ze volba kostek, které simuluji vypocet je da-
né prechodovou funkci, jeZ ndm neddva na vybér. Mizeme sice v konfiguraci pfidévat
prazdna policka na okrajich, ale jinak je nasledujici konfigurace v fadé dand ptechodo-
vou funkci. Navic si mizeme v§imnout, Ze od zac¢atku je fetézec na spodni strané delsi,
nez fetézec na horni strané kostek. Jediné kostky, které mohou zkratit horni fetézec jsou
pritom typu (VII) a (VIII), tedy kostky, které vyzaduji pfitomnost piijimajiciho stavu.
Spérovéni je tedy skute¢né mozné jen v p¥ipad€, kdy je vypocet ptijimajici. Z téchto tvah
plyne i korektnost celého pfevodu. Formalni diikaz platnosti ekvivalence (7.8) zde v8ak
popisovat nebudeme, protoZe by byl technicky ndro¢ny a nepfinesl by jiz Zddné nové
myslenky.

7.5.2. Pfevod problému MPKP na problém PKP

Zbyva ukazat, Ze problém MPKP je m-pfevoditelny na problém PKP. Instance obou pro-
blémt vypadaji podobné, avsak v MPKP mame danou prvni kostku, kterou musi za-
¢inat kazdé pérovaci posloupnost. Méjme tedy mnozinu kostek P, musime popsat, jak
zkonstruovat mnoZzinu kostek P’, pro kterou by platila nasledujici ekvivalence:

ty
Z P lze vybrat parovaci posloupnost, jeZ zacina kostkou ) pravée (7.9)
. .

kdyz z P’ 1ze vybrat parovaci posloupnost.

Trik je v tom, Ze vhodnou tpravou kostek v P vynutime, zZe kazda péarovaci posloupnost

ty
v P' musi zaéinat variantou kostky bl Abecedu X rozsifime o dva nové znaky * a o.
1

Pro tcely konstrukce si zavedeme nasledujici znaceni. Je-li u = ujuy ... u, € X* fetézec,
oznacime

*U = %‘L[l >(-‘l/[2 K oeee *ul’l
Uk = U * U * - % Uy *
KUK = kU K U ke % Uy %,
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Nyni definujeme P’ na zakladé P nasledujicim zptsobem.

*tl

b,‘*

*tl *O

u , (7.10)

*xbyx o

P'=

Mame-li parovaci posloupnost 71,1, ...,1; v instanci P, kde i; = 1, jednoduse z ni vy-

*tl *t *ti, *O

i

tvofime posloupnost pro P’ — tvofi ji kostky b
i *

*by* b o

Na druhou stranu pfedpokladejme, Ze iy, iy, . ..,1 je parovaci posloupnost v instanci

*tl

P'. Prvni kostkou v této posloupnosti musi byt ool to je totiZ jedina kostka, kde
* 1*

s oz s oz

spodni fetézec za¢ind hvézdickou. Pfitom horni fetézec vzdy zacina hvézdickou, tedy
horni i spodni fetézec v parovaci posloupnosti musi hvézdi¢kou zacinat. Naopak po-

*0
slednim znakem je jisté , ktery dorovna prebyvajici hvézdi¢ku na spodni strané.
<
*0
Neni téZké nahlédnout, Ze odstranime-li z posloupnosti vyskyty a nahradime-
o

-li ostatni kostky v parovaci posloupnosti jejich obrazy v P (tedy odstranime vlozené
hvézdicky z obou fetézcti v kazdé kostce), dostaneme parovaci posloupnost pro P, kte-
ty
ra zac¢ina kostkou
1

Dohromady dostdvame, Ze ekvivalence (7.9) je splnéna a tim jsme dokon¢ili pfevod
Prygetf vstupu < MPKP <, PKP. Problém PKP je tedy algoritmicky nerozhodnutelny.

7.6. Jazyky za hranici ¢aste¢né rozhodnutelnosti

V této kapitole si ukdZeme nékolik p¥ikladti jazykt, pro které plati, Ze ani ony ani jejich
doplriky nejsou ¢aste¢né rozhodnutelné.

7.6.1. Ekvivalence programti

UvaZme nejprve problém, v némz se ptame, zda dva dané Turingovy stroje pfijimaji tyz
jazyk.
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Problém 7.6.1: EKVIVALENCE PROGRAMU

Instance: Dva Turingovy stroje M; a M, dané svymi kédy (M;)
a <M2>
Otazka: Plati L(M;) = L(M3)?
- J
Tento problém miizeme zapsat ve formé jazyka EQ:

EQ = {{My, M) [ L(M1) = L(M>)} (7.11)

UkéZzeme si, e EQ ani jeho dopln&k EQ nejsou &4stecné rozhodnutelné jazyky. Roz-
mysleme si nejprve, Ze tento jazyk neni rozhodnutelny. Uvazme jazyk

NONEMPTY = {(M) |L(M) # @},

ktery jsme zavedli v pfikladu 6.1.3, kde jsme ukazali, Ze tento jazyk je ¢aste¢né roz-
hodnutelny. V piikladu 7.2.8 jsme déle ukazali, Ze tento jazyk neni rozhodnutelny, coz
pfimo vyplyva i z Riceovy véty, jak jsme jiz zminili v disledku 7.4.3. Z Postovy véty déle
vyplyvé, Ze doplnék tohoto jazyka

EMPTY = NONEMPTY = {(M) | L(M) = &}

neni ¢aste¢né rozhodnutelny. Neni téZké nahlédnout, Ze EMPTY <, EQ. Pfevod je velmi
jednoduchy: Uvazme Turingtiv stroj N, pro ktery plati, ze L(N) = @ —mtZe se napifiklad
jednat o Turingtiv stroj s pfechodovou funkci, kterd neni definovana pro zadny displej,
takovy stroj vSechny vstupy odmitne. Potom pro kazdy Turingtv stroj M plati

(M) € EMPTY <« L(M) = @ <> L(M) = L(N) < (M,N) € EQ.

Z toho plyne, Ze funkce f((M)) = (M, N) je algoritmicky vy¢islitelnou funkci, jeZ pfevadi
EMPTY na EQ. Dle bodu (ii) véty 7.2.7 tedy nejenZe EQ neni rozhodnutelny jazyk, ale
neni navic ani ¢aste¢né rozhodnutelny.

Podobnym zptisobem ukéZeme, Ze ani EQ neni ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk. Uké-
Zeme, Ze univerzalni jazyk L, (viz (5.4)) je prevoditelny na EQ. Z toho dostaneme, Ze

7 Xz

L, <n EQ,a tedy EQ neni ¢astecné rozhodnutelny. Pfipomerime si, Ze
Ly ={(M,x)[xeL(M)}

K danému Turingovu stroji M a vstupu x sestrojime Turingtiv stroj N, ktery nad vstupem
y pracuje dle nésledujiciho algoritmu.

Vypocet Turingova stroje N nad vstupem y

1: if y = x then
2: accept
3: else
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Véta7.4.1

4: Pust M(y)
5: if vypocet M(y) skondil pfijetim then
6: accept
7: else
8: reject
9: end if
10: end if

Jediny vstup, na kterém se muize jazyk L(N) lisit od L(M) je x. Presnéji, plati L(N) =
L(M)u{x}. Ztoho plyne, ze L(N) = L(M) pravé kdyz x € L(M). Pokud definujeme funkci
f({M,x)) = (M,N), pak f je algoritmicky vy¢islitelnd funkce, kterd pfevadi univerzalni
jazyk L, na EQ, a tedy i L, na EQ. Jazyk EQ tedy neni &aste¢né rozhodnutelny.

7.6.2. Koneénost jazyka

UvaZme nyni problém, v némzZ se ptdme, zda je jazyk pfijimany danym Turingovym
strojem konecny.

( Problém 7.6.2: KONECNOST JAZYKA

Instance: Turingtv stroj M dany svym kédem (M)
Otédzka: Je L(M) kone¢ny jazyk?

Tento problém a jeho doplnék formalizujeme jazyky

Fin = {(M)|L(M) je koneény jazyk} (7.12)
Inf=Fin = {(M)|L(M) je nekone¢ny jazyk} (7.13)

V dasledku 7.4.3 jsme jiz nahlédli, Ze nerozhodnutelnost obou téchto jazykt plyne
z Riceovy véty. Definujeme-li tfidy jazykt

FIN
INF = FIN

{L| L je kone¢ny jazyk}

{L | L je nekoneény jazyk},

pak (ve smyslu znéni Riceovy véty) Fin = Lrzy a Inf = L7y 7. Vzhledem k tomu, Ze
prazdny jazyk @ € FZN, ptevod v duikazu Riceovy véty v sekci 7.4 ukazuje, ze L, <, Inf.
UkéaZzme, Ze platii L, <, Fin, z toho plyne, Ze ani Inf ani Fin nejsou ¢aste¢né rozhodnu-
telné jazyky.

Necht M je Turingtv stroj a x je jeho vstup. Definujme na zdkladé M a x Turingtiv stroj
N, jehoZz prace nad vstupem y se ¥idi nasledujicim algoritmem.

Prace Turingova stroje N nad vstupem y

1: Simuluj praci M nad vstupem x po |y| krokd.
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if M(x) v daném limitu p¥ijal then
reject

else
accept

end if

Pokud x € L(M) a délka vypoctu M(x) je t, pak L(N) = {y € £* | |y| < t}, proto L(N) €
FIN a (N) € Fin. Na druhou stranu pokud x ¢ L(M), pak L(N) = Z* € ZN'F, a tedy
(N) € Inf. Dohromady dostdvame, Ze

(M,x) €L, < xeL(M) < (N) € Fin.

Funkce f((M, x)) = (N) je tedy algoritmicky vy¢islitelnou funkci, jeZ ptevadi L, na Fin.
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8. Véta o rekurzi a jeji aplikace =

8.1. Véta o rekurzi

Na zavér ¢asti o vycislitelnosti probereme vétu o rekurzi, ¢ili vétu o pevném bodé. Tato
véta ma mnoho diisledk, za jeden z nich se da povazovat i Riceova véta, coz si také
ukdZeme. Za¢neme znénim véty o rekurzi.

Véta 8.1.1 (Kleene, Véta o rekurzi) Pro libovolnou ORF jedné proménné f existuje n (jez
zveme pevnym bodem f), pro které plati, Ze ¢ ~ Q¢(yy.

Zamysleme se nejprve nad vyznamem véty, funkci f si miizeme pfedstavit jako trans-
formaci algoritmu, vstupem funkce f je Godelovo &islo, tedy program, a jejim vystupem
jenovy program. To, co véta 8.1.1 ¥ik4, tedy znamend, Ze pro jakoukoli transformaci pro-
grami f existuje néjaky program n, ktery i po provedeni transformace f(n) pocita touz
funkci, tedy @n ~ @) Tim, Ze f je obecné rekurzivni, md i zapis ¢,y vzdy smysl.
VSimnéme si, Ze funkce ¢, ani funkce ¢y (,,) nemusi byt definované pro zadny vstup,
potom tvrzeni @, ~ @¢(,) neni pfili§ zajimavé, nicméné ve chvili, kdy tyto funkce jsou
definované tfeba pro vSechny vstupy, mtizeme dostat pomoci véty o rekurzi zajimava
tvrzeni.

Ukédzeme si postupné dva dtikazy, oba z nich jsou velmi kratké, pokusime se ale
u obou i zdtivodnit, pro¢ funguji, protoZe to neni tak jednoduché pochopit.

Diikaz: Prvni diikaz véty o rekurzi 8.1.1 Tento diikaz byl pfevzat z [9], ale je obsaZzen
ivI[7].

Zakladem prvniho dtikazu je diagonalizace, tentokrat v8ak pouZita jinym zptisobem
neZ jak jsme vidéli dosud. PouZivame-li v diikazu diagonalizaci, postupujeme obvykle
podle nasledujictho schematu. Méme matici A = {a;;}, N uvazme prvky na diago-

néle, 4. {a;;},- Oznacme si tuto posloupnost pomoci d, tedy
dl‘ = Q. (8.1)

Nyni vytvoiime novou posloupnost d’, pro kterou plati, Ze d; # d;, o takové posloupnosti
miizeme nyni prohlasit, Ze se nevyskytuje jako fddek ani jako sloupec matice A, nebot
se s kazdym fadkem i sloupcem v jednom prvku lisi (s i-tym fadkem/sloupcem se lisi
na pozicid; = a}; # a;;).

Nyni vSak uvazme trochu jiné pouZiti diagonalizace, uvazme situaci, kdy se diago-
nalni posloupnost {d;}; vV matici A vyskytuje jako jeden z jejich fadkd, feknéme e-ty,
tedy pro kazdé i € IN plati

di=a,; = a;;. (8.2)
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Obrazek 8.1.: Ilustrativni obrdzek k prvnimu dtkazu véty o rekurzi.

Provedme nyni opét tipravu posloupnosti {d; } ;. na novou posloupnost {d; }, », ale nyni
pfedpoklddejme, Ze i takto upravend posloupnost se vyskytuje v matici A jako jeden
z jejich fadkt, naptiklad jako v-ty, tj. pro kazdé i € IN plati

4 = oy (8.3)

V této situaci dostaneme, Ze prvek na diagondle na v-tém fadku musel touto transfor-
maci projit netknuty, nebot d, = a,, = d;,, kde prvni rovnost plyne z definice d v (8.1)
a druhd rovnost plyne z (8.3). Také z toho podle (8.2) plyne, Ze pro v plati, Ze ae» = a0,
tedy hodnoty ve v-tém sloupci jsou na e-tém a v-tém fadku shodné.

VyuZzijeme nyni tohoto postupu k dtikazu véty o rekurzi. Prvnim krokem je definice
vhodné matice A (viz téZ ilustrativni obrazek 8.1), v niZ polozime a;y =~ @y, (4, piCemZ
predpokladame, ze pokud ¢, (u) 1, potom a,,, pFedstavuje funkci, jez neni nikde defino-
vanal. V&imnéme si, Ze v takto definované matici A nelze popsat algoritmicky postup,
ktery by k funkci a,, nasel jinou, ktera se od ni lisi, protoZe o dvou ¢aste¢né rekurzivnich
funkcich nejsme ani schopni rozhodnout, zda jsou si podminéné rovny.

To odpovida tomu, Ze ayu(x) =~ (p§2) (<p§2) (r,u),x), kde (péz) oznacuje univerzalni CRF pro funkce jedné
proménné.
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Podivejme se nyni na posloupnost diagonalnich prvki

D = {@uu}yen = {Pou ()} yon:

Necht 1 je Godelovym ¢islem funkce, pro kterou plati, ze?

2
(Pgl)(u/ x) =~ Auu = P, (u) (x)-
Podle s-m-n véty 4.5.10 plati, Zze (pgl2 ) (u,x) ~ P (o1, (x), ozna¢me sid(u) = si(e1, u), vime
pritom, Ze jde o prostou PRF. Godelovo ¢islo funkce d si ozna¢me pomoci e, dostdvame
tedy, Ze

2
Qeu = P, (u) (x) = Pd(u) (x) = (Ps%(el,u) (x) = (P§1)(u/x) = Popu(u) (x) = Quy = D(u)'

Diagonala matice A se tedy rovnd jejimu e-tému fadku, ktery oznacime jako R, =
{aeutyens atedy D = R.. ORF f provadi transformaci matice A, fadek

Re={aeu = Poe(u) = ﬁod(u)}ueN

pfemapuje na fadek Ry, kde v je Godelovym ¢islem funkce f od, tedy
Ro = {aox = Qg () 1) ren

Rédek R, v8ak obsahoval diagonalu, jeden z prvkt musi tedy zfistat beze zmény, a to
ten, ktery se na fddku R, promitne na diagonalu, coZ je a,,, které se promitne do ay,.
Musi tedy platit a,, ~ ay . Pokud rozvineme tuto tivahu, tak dostaneme

Pd(v) = Fep = Qoo = Pf(d(v))s

nebo také
Pd(0) = Poe(v) = Poo(v) = Pf(d(v))

kde prvni rovnost plati proto, ze Godelovym ¢islem funkce d je e, tedy d ~ ¢,, druhd rov-
nost plati proto, Ze diagonala se rovna e-tému fadku, tj. D = R,, a kone¢né tfeti rovnost
plati diky tomu, Ze v je Godelovym ¢islem funkce f o d, tj. ¢,(v) ~ f(d(v)). Polozime-li
tedy n = d(v), ziskdme pevny bod funkce f. P¥ipomerime si, ze funkci d jsme odvodili
s pomoci s-m-n véty a je to tedy dokonce prostd PRE. VS§imnéme si, Ze i ¢islo v miizeme
efektivné spocitat z Godelovych ¢isel funkci f a d, protoZe jde o sloZeni dvou funkci. O

I dalsi diikaz, ktery si pfedvedeme, je zaloZen na diagonalizaci.

2Godelovo &islo e; bychom opét mohli uréit s pomoci univerzalni funkce PP

P (%) = Py (%) = 92 (9P (1,1), x).
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Diukaz: Druhy ditkaz véty o rekurzi 8.1.1 Tento dikaz byl pfevzat z [7].
Necht e; je ¢islem funkce, pro kterou plati

(ng) (€,%) = @ fpe(e)) (%),

tuto funkci bychom snadno odvodili pomoci univerzalni CRF°. Necht b je Godelovym
&islem funkce s} (e;,e), podle s-m-n véty (4.5.10) tedy plati, Ze

2
Pon()(X) = a1 (0,0 (X) 2 07 (€,X) = @(g,e1) (%)
Protoze ¢y je PREF, je ¢,(b) | a plati, Ze

Poy(b) = Pf(pp(b))

@p(b) je tedy hledanym pevnym bodem f.

Zkusme si rozebrat, jakymi tivahami l1ze k podobnému diikazu dospét. Jak je vidét jiz
z uvedeného formalniho zapisu, pouzijeme hned dvé diagonalizace.

Hledanym pevnym bodem funkce f bude ¢islo n nasledujicitho programu:
Program n: ,Uprav program n podle f a vysledek aplikuj na vstup x.”
Pak podle definice plati ¢y, ~ @¢(,). Takové &islo n bychom tedy chtéli najit. Pro dané n
miiZeme spocitat ¢islo takového programu jednoduchou tpravou funkce f, tedy existu-
je dokonce PRF h(n), kterd spodita ¢islo vyse zminéného programu pro dané n a funkci
f danou svym Godelovym ¢islem. Je-li h ~ @, pak h(n) = ¢,(n), pficemz nasim cilem je
najit kombinaci a a n tak, abychom dostali nasledujici program:
Program ¢,(n): , Uprav program s ¢islem ¢,(n) podle f a vysledek aplikuj na x.”
Tento program zdvisi na a a n a takhle bychom mohli pfidavat parametry do nekonec-
na, abychom se tomu vyhnuli, zatneme hledat program s ¢islem ve tvaru ¢.(e), coz
bude prvni pouzita diagonalizace. Toto ¢islo zavisi jen na jednom parametru a navic
mé spravny tvar. Cislo tohoto programu miiZeme spoéitat s pomoci néjaké primitivné
rekurzivni funkce ¢, na zakladé e se znalosti Godelova ¢isla funkce f, tedy:
Program ¢y (e): ,,Uprav program s ¢islem ¢,(e) podle f a vysledek aplikuj na x.”
Nynf sta¢i pouzit diagonalizaci podruhé a vzit e = b, protoze ¢, (b) je ¢islo programu:
Program ¢, (b): ,,Uprav program s ¢islem ¢, (b) podle f a vysledek aplikuj na x.”
Tento program zfejmé déla totéz, co program f(@,(b)) a @p(b) je tedy hledany pevny
bod n. |

Z toho, jak jsme ur¢ili pevny bod funkce f, plyne, Ze je moZzno jej urcit efektivné z Go-
delova ¢isla funkce f.
Dusledek 8.1.2 Existuje prostd PRF g, kterd ke Godelovu ¢islu funkce f urci jeji pevnij bod.
Diukaz: (Uvazujeme proni ditkaz véty o rekurzi 8.1.1.) Necht v(x) oznacuje funkci, pro niz
plati @,(y) = ¢y o d, funkci v dostaneme ze s-m-n véty, potom g(x) ~ d(v(x)). Protoze
funkce d i v jsme obdrZeli ze s-m-n véty, jsou obé funkce prosté PREF, to tedy plati i pro
g. |

*Oznac¢ime-li si univerzdlni CRF pro funkce jedné proménné pomoci <p§2>, pak <p§f Y(e,x) =

e (f(p? () x).
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Dusledek 8.1.3 KaZdd ORF f md nekonecné mnoho pevnych bodii.

Dukaz: (UvazZujeme proni ditkaz véty o rekurzi 8.1.1.) Funkce f od mad, stejné€ jako vSechny
CRF, nekone¢né mnoho Godelovych ¢isel, z kazdého z nich dosazenim do 4 dostane-
me pevny bod funkce f, protoZe d je prostd funkce, dostaneme tedy nekone¢né mnoho
pevnych bodt funkce f. o

UkaZme si alesporn jednoduché pouziti véty o rekurzi.
Dusledek 8.1.4 1. Existuje n € IN, pro néjz Wy, = {n}.

2. Existuje n € N, pro néjz ¢, ~ Ax[n].

Dikaz: 1. Necht e je Godelovo ¢islo funkce definované jako

o8 (x,y) = pz[x = y.

Pro tuto funkci tedy plati, Ze (péz)(x,y) | pravé kdyz (x = y). Pouzijeme-li vé-
tu 4.5.10 (s-m-n) a definujeme-li f(x) =~ si(e,x), dostaneme, Ze Py = Polen) =

(p(gz) (x,y) a tedy Wy(,) = {x}. Funkce f je podle s-m-n véty obecné rekurzivni,
a tak na ni mizeme pouZit vétu o rekurzi 8.1.1, podle které existuje n, pro néjz
Pn = Psny,a tak

Wn = Wf(n) = {1’1}

2. Podobné jako v pfedchozim bodu, necht e je Godelovo ¢islo funkce definované
jako

o () = x.

Pomoci s-m-n véty definujeme-li f(x) = sl (e, x), dostaneme ¢ f(x)(¥) ~ x aspouZi-
tim véty o rekurzi nalezneme n, pro néz je

on(Y) = @y (y) = n.

S pomoci prvniho bodu disledku 8.1.4 1ze mimo jiné ukazat, Ze neexistuje tiida CRF
C takovd, pro kterou by platilo, Zze K = {e | ¢, € C}, tento fakt ponechame ¢tenafi jako
jednoduché cviceni.

Podle druhého bodu diisledku 8.1.4 dostavame, Ze existuje CRF, jejimZ vystupem je
jeji vlastni Godelovo &islo, tedy jeji kod. Protoze naptiklad i programy v jazyce C (nebo
jakémkoli jiném) tvofi stejné silny prostfedek jako jsou Turingovy stroje a CRF, z véty
o rekurzi plyne i to, Ze existuje naptiklad program v C, ktery vypiSe svijj zdrojovy kéd
(a navic ignoruje parametry a nec¢te ani Zadny soubor, protoZe vypsat svilj zdrojovy
soubor, kdyZ jej mtize ¢ist, je trividlni). Ve skutecnosti takovy program nemusi byt ani
dlouhy. Takovému programu, ktery vypiSe sviij zdrojovy kéd, se fika quinovsky podle
logika a filozofa Willarda Van Ormana Quinea.

Tvrzeni véty o rekurzi 1ze rozsifit o parametry, coz bude jedind z fady variant véty
o rekurzi, kterou si ukdZeme.
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Véta 8.1.5 (Kleene, Véta o rekurzi s parametry) Necht f(x,y) je ORF, potom existuje pros-
td ORF n(y) takovd, Ze @, (yy = @ f(n(y),y) PTO kaZdé y € N.

Dikaz: Diikaz je analogicky dikazu véty 8.1.1 (uvaZujeme proni ditkaz). Pomoci s-m-n
véty definujeme funkci d, ktera spliiuje

_ | Pp.(xy)(2)  pokud @x(x, y) !,
(Pd(x'y)(Z) {T jinak.

Zvolme v tak, ze @,(x,y) =~ f(d(x,y),y), potom n(y) ~ d(v,y) je hledanym pevnym
bodem f, protoZe Qucy,y) = P, (0,y) = Pf(d(v,y),y)- LTvni rovnost plyne z definice d, druha
z definice v. Protoze funkci n(y) jsme dostali ze s-m-n véty, jednd se dokonce o prostou
PRFE. O

8.2. Dukaz Riceovy véty pomoci véty o rekurzi

Jako dusledek véty o rekurzi mtizeme uvazovat i Riceovu vétu (uvazujeme verzi pro
funkce, tedy 7.4.2, vyuZivajice navic toho, Ze ¢aste¢né rekurzivni funkce jsou praveé al-
goritmicky vy¢islitené funkce).

Disledek 8.2.1 (Riceova véta) Necht C je libovolnd tiida éistecné rekurzivnich funkci, po-
tom je mnoZina Ac = {e | @ € C} rekurzivni, pravé kdyz C = @ nebo C obsahuje vsechny CRF.

Diikaz: Je-li C prazdnd nebo obsahuje viechny CRF, pak Ac je zfejmé rekurzivni, coz
jsme ukdzali uz v pfimém diikazu Riceovy véty (véta 7.4.1, ackoli v ditkazu to bylo for-
mulovéno pro jazyky, pro funkce je dtikaz obdobny). Pfedpokladejme tedy, Ze C neni
prézdné, ale neobsahuje ani vechny CRF. Pfedpokladejme sporem, Ze A je rekurzivni.
Protoze A¢ je neprazdnd, existuje ¢islo a € A¢, na druhou stranu A¢ neobsahuje Gédelo-
va &sla viech funkci, existuje také &islo b ¢ Ac*. Nyni definujme funkci f nasledujicim

zpusobem:
a x¢Ac
f(x) =
b xeAc
Funkce f je ORF, protoZe a, b jsou konkrétni ¢isla a charakteristicka funkce x4, mnoziny
Ac je obecné rekurzivni z pfedpokladu, Ze A¢ je rekurzivni mnozina. At n oznacuje

pevny bod funkce f, ktery dostaneme z véty o rekurzi, tedy ¢, ~ ¢ F(n)- Ptejme se, jestli
@ € C nebo ne.

pneC = neAc = f(n)=b = f(n)¢Ac = @sm)¢C
pnfC = n¢Ac = f(n)=a = f(n)eAc = @pm)eC

*Poznamenejme, Ze z predpoklddané rekurzivity Ac plyne, Ze jeji charakteristicka funkce x4, je obecné re-
kurzivni. S pomoci této charakteristické funkce bychom mohli efektivné najita € Ac a b ¢ Ac. Napiiklad
pomoci funkei

a(x) = Ax[p(y)xac(y) ~1]]a
b(x) Ax[p(y)[xac (y) = 01],

zde a(x) vrati nejmensi ¢islo patiici do Ac a b(x) vrati nejmensi ¢islo nepattici do Ac.

1R
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Ztoho plyne, Ze @y € C pravé kdyZz ¢, ¢ C, coZ je ale ve sporu s tim, Ze @y a ¢ f(,) 0zna-
¢uji tutéZ funkci a C je tfidou funkci, tedy bud tato funkce do C patii nebo ne bez ohledu
na to, jaké jeji Godelovo ¢islo uvazujeme. Mnozina A¢ tedy nemtize byt rekurzivni. O

8.3. Cviceni

2 w7

1. Ukazte, Ze existuje pfirozené Cislo n, pro které plati, ze W, = {0,...,n}.
2. Ukazte, Ze existuje pfirozené &islo n, pro které plati, ze W, = {kn | k ¢ IN}.

3. UkaZte, Ze K neni indexovd mnoZina, tj. neexistuje zadna tfida ¢astecné rekurziv-
nich funkci C, pro kterou by platilo, ze K = {e | ¢, € C}.

140



Cast Il

Slozitost

141



9.

Zakladni tfidy problému ve slozitosti

V této kapitole zavedeme zakladni tfidy slozitosti a podivame se na jejich zdkladni vlast-

nosti.

9.1. Problémy a ulohy

Budeme obvykle rozliSovat rozhodovaci problém a tlohu.

Rozhodovaci problém V rozhodovacim problému se ptame, zda dany vstup ma da-

nou vlastnost. V problému souvislosti grafu se napifiklad ptame, zda dany graf
G je souvisly. Na otazku kladenou v definici takového problému tedy ocekavame
odpovéd typu ano/ne. Vstupu budeme fikat instance problému, p¥i¢emz pozitivni
instance jsou ty, pro které je odpovéd ,,ano”, zatimco negativni instance jsou ty, pro
které je odpovéd ,ne”. Napiiklad instanci problému souvislosti grafu je neorien-
tovany graf, pozitivnimi instancemi jsou souvislé grafy a negativnimi instancemi
jsou grafy, jez maji alespori dvé komponenty. Rozhodovaci problém formalizujeme
jako jazyk slov, ktera kéduji pozitivnich instanci. Napfiklad jazyk

CONN = {(G) | G je souvisly graf},

formalizuje problém souvislosti grafu. Rozhodnuti, zda dany graf G je souvisly je
potom ekvivalentni tomu, zda (G) € CONN. Poznamenejme, Ze instanci problému
w € CONN je libovolny fetézec w € L*, tedy i Fetézec, ktery nekéduje graf. Pfedpo-
kladdme ovSem, Ze poznat, zda dany fetézec kéduje graf, je jednoduché. Mtizeme
si proto dovolit pfedpokladat, Ze instanci problému souvislosti grafu formalizova-
ného jazykem CONN je skutecné graf. Tohoto zjednoduseni se budeme dopoustét
velmi casto.

Uloha V pifpadé tlohy hleddme k danému vstupu x vhodné v, které spliiuje danou
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vlastnost. Napiiklad v tiloze hledani cesty v orientovaném grafu pfedpokladame
na vstupu orientovany graf G a dva vrcholy s a ¢, tato trojice tedy tvoii instanci
této tllohy. Ocekdvanym vystupem je potom seznam vrcholti na cesté z s do t. Po-
kud Zadnd takova cesta neexistuje, pak vystupem mtiZe byt naptiklad prazdny
seznam vrcholfi. Na tomto pfikladu vidime, Ze vystup y nemusi byt urcen jedno-
znac¢né (cest z s do t miize byt vice) a nemusi ani existovat. Formélné definujeme
tlohu jako binarni relaci R ¢ {0,1}* x {0,1}*. Ulohou je potom najit k danému
fetézci x fetézec y tak, aby (x, y) € R, nebo oznamit, Ze takovy fetézec y neexistuje.



Napftiklad formalizaci dlohy nalezeni cesty v orientovaném grafu je relace

PATH = {({G,s, ), (y1,---, Yk)) |
Yi,---, Yk tvofi cestu v orientovaném grafu G z s do t}.

Uloze se té2 ¥ikd vyhledavaci problém (search problem).

Optimalizaéni uloha je tloha, kde navic pozadujeme, aby nalezeny vystup y byl op-
timalni vzhledem k néjaké mite. MtiZe jit napifiklad o hleddni maximéalniho toku
v siti. Tento typ tloh zavedeme pozdéji v kapitole vénujici se aproximaénim algo-
ritmim.

Vétsinou se budeme zabyvat rozhodovacimi problémy, které budeme identifikovat
s jazyky (tj. pojmy problém a jazyk budeme pouZivat jako synonyma). V nékterych
mistech budeme v8ak téZ pouzivat dlohy, pro které budeme pouZivat i pojem relace.
Pro tcely aproximace pak budeme uvaZzovat i optimaliza¢ni tlohy.

9.2. Deterministické tridy slozitosti

Nyni jiz mtZeme zavést zdkladni tfidy rozhodovacich problém, které jsou rozhodnu-
telné v daném case a prostoru. Pro ti¢el definice pouZijeme vypocetni model Turingova
stroje. Reknéme si nejprve, co znamend, 7e Turing(iv stroj M pracuje v omezeném Zase
nebo prostoru.

Definice 9.2.1 Necht f : N — IN je totdlni funkce a M je Turingtiv stroj.

e Rekneme, ze M pracuje v ase f(n), pokud vypocet M nad libovolnym vstupem
x € ¥ délky |x| = n skon&i po provedeni nejvys f(n) kroki.

e Rekneme, Ze M pracuje v prostoru f(n), pokud vypocet M nad libovolnym vstupem
x € X délky |x| = n skoné¢i abéhem vypoctu vyuZzije M nejvyse f(n) bunék pracovni
pésky. <

S pomoci téchto pojmt nyni definujeme dvé zakladni t¥idy sloZitosti.

Definice 9.2.2 Necht f : N — IN je totdIni funkce, pak definujeme nasledujici t¥idy pro-
blém1i:

TIME(f(n)) je tfidou problémti rozhodnutelnych v ¢ase O(f(n)). Pfesnéji, jazyk L ¢ L.~
patti do ttidy TIME( f(n)), pravé kdyz existuje Turingtiv stroj M, ktery rozhoduje
jazyk L a ktery pracuje v ¢ase O(f(n)).

SPACE(f(n)) je ttidou problémti rozhodnutelnych v prostoru O(f(n)). Presnéji, jazyk
L c X" patii do tfidy SPACE(f(n)), pravé kdyz existuje Turingtv stroj M, ktery
rozhoduje jazyk L a ktery pracuje v prostoru O(f(n)). «
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Poznamka 9.2.3 Poznamenejme, Ze v literatute je mozné nalézt drobné odlisnosti v definicich
trid TIME(f(n)) a SPACE(f(n)).

o V pripadé TIME(f(n)) se casto vyZaduje, aby Turingiiv stroj M pracoval v case f(n),
nepovoluje se tedy ndsobek konstantou jako v nasi definici, kde pFipoustime cas O(f(n)).
V pripadé SPACE( f(n)) je castd podobnd tiprava definice. Je potfeba zminit, Ze v pFipadé
Turingova stroje toto neni podstatnyj rozdil, nebot za urcityjch ne p¥ilis omezujicich predpo-
kladii je mozZné kazdy Turingiiv stroj M zrychlit konstantnim faktorem, & provést kompresi
prostoru na pdsce konstantnim faktorem.! Je potteba ovsem zdiiraznit, Ze tato moZnost je
specifickd pro Turingiiv stroj, kde pripoustime libovolné velkou abecedu. Je proto jednodussi
primo povolit ¢as nebo prostor O(f(n)) v definici tfid TIME( f(n)) a SPACE(f(n)).

o V pripadé tfidy SPACE(f(n)) se casto nevyZaduje zastaveni Turingova stroje M pro
vsechny vstupy. Opét plati, Ze pokud funkce f(n) je v jistém smyslu hezki (pfesnéji je
prostorové konstruovatelnd, coz je pojem, ktery budeme definovat pozdéji), pak je mozné
detekovat zacykleni M nad danym vstupem bez ndriistu poZadavkii na prostor. Ddvd pro-
to smysl piimo predpokladat, Ze Turingiiv stroj M se zastavi nad kazdym vstupem. Této
vlastnosti budeme dile vyuZivat, protoZe zjednodusuje argumentaci o daném Turingovu
stroji.

Zavedme si nékteré podstatné tiidy problémii:

P = | J TIME(n*) (9.1)
k=0

EXPTIME = | J TIME(2") (9.2)
k=0

PSPACE = | J SPACE(#") (9.3)
k=0

L = SPACE(log, n) (94)

Poznamka 9.2.4 Povsimnéme si tFidy L, kde omezeni na vyuZity prostor je mensi nez samotnd
velikost vstupu. Abychom mohli vitbec méfit prostor mensi nez linedrni, je tieba oddélit vstupni
a pracovni pdsku. V p¥ipadech, kdy Turingiiv stroj pocitd funkci, je navic vhodné uvaZovat i od-
délenou vystupni pasku. Obecné tedy uvazujeme k-pdskovy Turingiiv stroj M = (Q, X, 6,90, F),
kde

e Proni pdska je vstupni, tedy je na ni na zacitku napsin vstup a Turingiiv stroj na této
pdsce neptepisuje symboly. Hlavou vsak miiZe pohybovat libovolné. Tato pdska se nepociti
do vyuZitého prostoru.

o Pisky 2 az k-1 jsou pracovni. Na zacdtku vijpoctu jsou prazdné a Turingiiv stroj je miiZe
pouZivat libovolnym zpiisobem. Ctent, zdpis a pohyb po této pdsce nejsou nijak omezeny.

1https ://en.wikipedia.org/wiki/Linear_speedup_theorem
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o k-td pdska je vystupni, sem Turingiiv stroj zapisuje svilj vystup. Po této pdsce miiZe Tu-
ringiiv stroj pohybovat hlavou jen doprava a miiZe na ni jen zapisovat, ¢ist z ni nemiiZe.
Obsah této pasky se nepocitd do vyuZitého prostoru.

Do prostoru pocitime jen pocet bunék, které Turingiiv stroj vyuZije na pracovnich pdskdch, tedy
pocitdme prostor vyuZiti navic ke vstupu a vystupu. To odpovidad predstavé programu, ktery cte
svilj vstup ze standardniho vstupu, vystup zapisuje na standardni vijstup. Do prostoru pocitdme
jen to, kolik paméti vyuZije tento program, nikoli to, kolik znakii musi precist ze vstupu nebo
zapsat na vystup.

Vstupni péska je jen pro ¢teni

Pracovni pasky jsou pro ¢teni i zapis

Vystupni paska je jen pro zdpis a hlava se hybe jen vpravo

Obrézek 9.1.: Struktura pdsek Turingova stroje, u néjz méfime prostor jen na pracovnich
paskach. Naznacen je pfipad s jednou pracovni paskou.

9.3. Polynomialné rozhodnutelné problémy

Zastavme se chvili u tfidy P, kterou jsme zavedli v (9.1). Radi bychom fekli, Ze jde o tfi-
du rozhodovacich problémt, pro které existuje polynomialni algoritmus, ktery dany
problém rozhoduje. Ov8em definice ¥ik4, Ze jde o tfidu problémt rozhodnutelnych né-
jakym deterministickym Turingovym strojem v polynomidlnim ¢ase. Pfijmeme-li Chur-
chovu-Turingovu tezi, pak pojmy ,, problém rozhodnutelny Turingovym strojem” a ,,al-
goritmicky rozhodnutelny problém® splyvaji. To ale je$té nutné neznamena, Ze splynou
i pojmy ,,problém rozhodnutelny Turingovym strojem v polynomidlnim ¢ase” a ,,pro-
blém rozhodnutelny néjakym algoritmem v polynomidlnim ¢ase”. Na druhou stranu
v sekci 4.2 jsme zavedli vypocetni model RAM a ukézali jsme si, Ze tento je ekviva-
lentni s Turingovym strojem v tom smyslu, Ze problémy rozhodnutelné Turingovymi
stroji jsou pravé ty, které jsou rozhodnutelné na RAMu. Navic projdeme-li ditkaz této
ekvivalence popsany v sekci 4.3, zjistime, Ze jsme ukdazali ve skute¢nosti néco silnéjsiho.
K Turingovu stroji M mtiZeme sestrojit RAM R, ktery pfijima tyz jazyk a pracuje az na
konstantni faktor stejné rychle jako M. Naopak k RAMu R miizeme sestrojit Turingtiv
stroj M, ktery pfijimd tyZ jazyk a navic pracuje jen s polynomidlnim zpomalenim oproti
R?. To znamen4, %e pokud bychom tfidu P zavedli pomoci RAMu misto Turingovych
strojii, dostali bychom touz tfidu jazykf.

*Je oviem pravda, Ze jsme nijak formalné nezavedli méfeni &asu na RAMu, zde prozatim ponechévame
prostor ¢tendfove intuici.

145

Teze 5.1.1



Pfi zavadeéni tiidy P tedy vychazime z pfedpokladu, ktery autoti [8] formuluji jako
tezi o invarianci (Invariance Thesis).

Teze 9.3.1: Teze o invarianci (1984)

Existuje standardni tfida vypocetnich modeld, ktera mimo jiné obsahuje vSechny
varianty Turingovych strojii, vSechny varianty strojit RAM a RASP, kde pocita-
me aritmetické operace s logaritmickou cenou, stejné jako vSechny varianty RAM
a RASP, kde je cena vSech instrukci shodné a vyuzivdme jen standardni aritmetic-
ké instrukce (s¢itdni, od¢itand, pric¢teni jednicky, odecteni jednicky a test na nulu).
Stroje v této standardni tfidé mohou simulovat sebe navzajem s polynomidlnim
zpomalenim a s konstantnim nértistem prostoru.

Teze 9.3.1 tedy #ikd, Ze za rozumnych piedpokladil na uvazované vypocetni modely
miiZzeme brét definici tfidy P jako nezavislou na pouZzitém vypocetnim modelu. Dava
proto smysl hovofit o polynomidlnim algoritmu bez bliZsi specifikace modelu.

S definici tfidy P souvisi i dal3i teze, pojmenovand po Alanu Cobhamovi a Jacku Ed-
mondsovi.

Teze 9.3.2: Cobhamova-Edmondsova teze (1965)

Trida P odpovida tfidé problém, které I1ze prakticky feSit na pocitaci.

Tato teze ma v3ak své limity, pokud sloZitost algoritmu bude napiiklad 7°%, nelze
o ném ¥ici, Ze by byl prakticky pouzitelny, byt jde o polynomidlni algoritmus. Na dru-
hou stranu je tfeba zminit, Ze obvyklé praktické problémy, které jsou feSitelné v poly-
nomidlnim c¢ase, maji slozitost danou polynomem s malym stupném, takze pokud uz
problém do tf¥idy P patfi, obvykle je i prakticky feSitelny.

9.4. Polynomialné ovéfitelné problémy

BohuZel zdaleka ne vSechny problémy jsou rozhodnutelné v polynomialnim ¢ase a nelze
to fici ani o problémech praktickych. O fadé problémi, které jsou celkem pfirozené, vsak
muZeme Fici, Ze jsou polynomidlné ovétitelné. Uvazme nésledujici problém.
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Problém 9.4.1: PROBLEM OBCHODNIHO CESTUJiCiHO

Instance: Je ddno n mést ¢y, ..., cy, pro kazdou dvojici mést ¢;, ¢j, i # j,
i,j€{l,...,n}je urcena jeji vzdalenost d(c;,c;) € N a je
zadano ¢islo D € IN.

Otazka: Existuje pofadi mést, v némz je ma obchodni cestujici projet,
aby najetd vzddlenost byla nejvys D? Presnéji, existuje
permutace 7t: {1,...,n} - {1,...,n}, pro kterou plati, ze

2o d(en(iys Cn(ivny) + d(cn(n), (1)) < D2

i=1,..n-1

- J

PRrROBLEM OBCHODNTHO CESTUJICTHO je pfirozené optimaliza¢ni problém, protoZe ve sku-
tecnosti je pfirozené ptéat se po co nejkratsi cesté pfes vSsechna mésta, uvedena verze je
rozhodovaci verzi a vypada o néco jednoduseji, staci jen najit pofadi mést, pti kterém
obchodni cestujici najezdi nejvys vzdalenost D. Nejen, Ze neumime tento problém roz-
hodnout v polynomidlnim ¢ase, ale dokonce se fada védcti domnivé, Ze to ani nelze
(byt ani to zatim neumime ukézat). Na druhou stranu, pokud dostane obchodni ces-
tujici kandidata na feSeni, tedy doda-li mu nékdo konkrétni pofadi mést, neni pro néj
problém ovéfit, zda dané pofadi spliiuje pozadovanou podminku. K tomu staci posci-
tat vzdalenosti hran v daném pofadi a porovnat soucet s hodnotou D. Jde tedy o po-
lynomialné ovéfitelny problém. Formalné definujeme tyto problémy s vyuzitim pojmu
polynomidlniho verifikatoru.

Definice 9.4.2 Rekneme, Ze rozhodovaci problém (¢ilijazyk) A ¢ £* je polynomidlné ové-
fitelny, pokud existuje algoritmus V(x, y), ktery pracuje v polynomidlnim ¢ase vzhledem
k |x| a pro ktery plati, ze

A= {x| (3y € T)[V(x,y) ptijme]}.

Algoritmu V budeme ¥ikat polynomidlni verifikitor (polynomial verifier). Retézci y, pro
ktery plati, ze V(x, y) ptijme, fikame certifikit pro fetézec x. <

Povsimnéme si nékolika vlastnosti pojmti definovanych v definici 9.4.2.

e Vstup polynomialniho verifikdtoru V je tvofen dvojici fetézct x a y, pritom ale
¢asovou slozitost V méfime jen vzhledem k délce fetézce x, nikoli také vzhledem

k délce fetézce y. Toto je trochu neobvyklé, protoZe obvykle méfime sloZitost al-
goritmu vzhledem k délce celého vstupu.

o Certifikdt y pro fetézec x dosvédcuje, ze x € A. Uvazime-li, Ze algoritmus V(x,y)
pracuje v ¢ase polynomidlnim vzhledem k |x|, nutné musi platit, Ze pocet znak y,
které stihne pfi své praci V(x, y) pfecist, je opét jen polynomialni v |x|. To zname-
na, Ze pro uUcely certifikdtu nemd smysl uvazovat delsi nez polynomialné dlouhé
certifikaty. Hovofime také o polynomidlnim certifikdtu.
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e Konecné si povSimnéme podobnosti s ¢astecné rozhodnutelnymi jazyky, zvlasté
pak sbodem (iv) véty 6.1.1. Podle tohoto bodu mtizeme ¥ici, Ze jazyk A je ¢aste¢né
rozhodnutelny, praveé kdyz existuje rozhodnutelny jazyk B, pro ktery plati, Ze

A={x|(3y eX")[{x,y) ¢ B]}.

Mtizeme tedy Fici, Ze algoritmus rozhodujici B zde hraje roli verifikatoru, ktery
vSak nemusi pracovat v polynomidlnim case a fetézec y zde pak hraje roli certifi-
katu, ktery dokazuje, Ze fetézec x patii do jazyka A.

Nyni jiz mtZeme definovat tfidu NP.

Definice 9.4.3 (Tfida NP) NP definujeme jako tfidu polynomidlné ovétitelnych jazy-
k. “«

Tridu NP lze definovat i jinym zptisobem, jako tfidu jazykd, jeZ jsou pfijimény néja-
kym nedeterministickym Turingovym strojem v polynomidlnim ¢ase. Odtud téz poché-
zi zkratka NP, tedy nondeterministically polynomial. Tuto definici si ukdZeme v sekci 9.5.

9.5. Nedeterministické tridy slozitosti

V sekci 4.1.2 jsme zavedli pojem nedeterministického Turingova stroje (NTS). Ve vé-
té 4.1.16 jsme si ukdazali, Ze kazdy nedeterministicky Turingtiv stroj M 1ze pfevést na
jednopaskovy deterministicky Turingtiv stroj M’, ktery piijima tyZz jazyk jako M. Po-
divdme se nyni na nedeterministicky Turing@iv stroj z pohledu slozitosti. Na rozdil od
deterministického Turingova stroje, pfechodova funkce nedeterministického Turingo-
va stroje nabizi pro kazdy displej hned mnoZinu moZznych pfechodt. Vypocet NTS
M = (Q,%,0,q0,F) jsme definovali jako posloupnost konfiguraci, kterd za¢ina v poca-
te¢ni konfiguraci a kazda dalsi v posloupnosti pak odpovidd néjakému pfechodu dle
prechodové funkce. Vypocet je piijimajici, pokud kon¢i piijimajici konfiguraci (tj. kon-
tiguraci v niz je M v pfijimajicim stavu) a navic z posledni konfigurace nenf jiz moZny
zadny dalsi pfechod (tj. mnozina pfechodti danych pfechodovou funkci 0 je prazdnd,
vypocet v této konfiguraci kon¢t). Vstup x € 1" je pfijat strojem M, pokud existuje pfiji-
majici vypocet pocinajici v konfiguraci, kde na pasce je zapsan vstup x.

Ptipomenuvse si zakladni pojmy, mtiZeme pfistoupit k definici zdkladnich nedeter-
ministickych tfid slozitosti. Za¢neme popisem toho, co znamena kdyz fekneme, Ze ne-
deterministicky Turing(iv stroj M pracuje v omezeném case nebo prostoru.

Definice 9.5.1 Necht f : IN — N je totdlni funkce a M je nedeterministicky Turingtiv
stroj.

e Rekneme, ze M pracuje v case f(n), pokud kazdy vypocet M nad libovolnym vstu-
pem x € 1* délky |x| = n skonéi po provedeni nejvys f(n) kroki.

e Rekneme, Ze M pracuje v prostoru f(n), pokud kazdy vypocet M nad libovolnym
vstupem x € 1* délky |x| = n skon¢i a béhem vypoctu vyuZzije nejvyse f(n) bunek
pracovni pasky. “«
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S pomoci téchto pojmii nyni definujeme dvé zédkladni nedeterministické t¥idy slozi-
tosti.

Definice 9.5.2 Necht f : N — IN je totdIni funkce, pak definujeme nasledujici t¥idy pro-
blémfi:

NTIME(f(n)) je tfidou problémi pfijimanych nedeterministickymi Turingovymi stroji
v Case O(f(n)). Presnéji, jazyk L ¢ X* patif do tftidy NTIME(f(n)), pravé kdyz
existuje nedeterministicky Turingtv stroj M, ktery pfijimé jazyk L a ktery pracuje
v ¢ase O(f(n)).

NSPACE(f(n)) jetfidou problémi pfijimanych nedeterministickymi Turingovymi stro-
ji v prostoru O(f(n)). Piesnéji, jazyk L ¢ " patfi do tfidy NSPACE(f(n)), pravé
kdyZ existuje nedeterministicky Turingtiv stroj M, ktery pfijimé jazyk L a ktery
pracuje v prostoru O(f(n)). <

Pozndmka 9.5.3 Poznamenejme, Ze v literatuie se lze setkat i s definicemi, které se od té na-
8t mirné lii. Casto se podminka poctu krokii a vyuZitého prostoru vztahuje jen na pfijimajici
vypocty. O téch neptijimajicich se potom nehovoti. CozZ ddvd dobryy smysl, nebot je potieba si
uvédomit, Ze v piipadé NTS nds zajimaji pouze p¥ijimajici vipocty, nep¥ijimajici nds nezajimayi.
Nim se bude hodit, Ze omezeni kladend na as nebo prostor se vztahuji i na nep¥ijimajici vijpocty,
jde vSak pouze o technicky predpoklad, kteryy miiZe v nékterych mistech nase tivahy zjednodusit.

Nedeterminismus ndm dovoluje zachytit existenéni kvantifikaci. T¥idu NP 1ze alter-
nativné definovat nasledujicim zptisobem.

Véta 9.5.4 Plati, ze

NP = | NTIME(#"). (9.5)
k=0
Dikaz: Uvazme nejprvejazyk L € NP. Dle definice 9.4.3 existuje polynomidlni verifika-
tor V(x,y) pro jazyk L. Pfedpokladejme, Ze V pracuje v ¢ase p(|x|) pro néjaky polynom
p. PopiSme nedeterministicky Turingtv stroj M, ktery pfijima L v polynomidlnim ¢ase.
Se vstupem x pracuje M ve dvou krocich.

: Nedeterministicky zapi$ na pasku Fetézec y, jehoz délka je nejvys p(|x|).
if V(x,y) pfijme then
accept
else
reject
end if

AN o > e

Uvazme naopak jazyk L € U2, NTIME(#¥). Z toho plyne, Ze existuje NTS M, ktery
piijima L v polynomidlnim ¢ase p(|x|). Pro dany Fetézec x plati, Ze je pFijat strojem M,
praveé kdyz existuje pfijimajici vypocet M(x). Jde o posloupnost konfiguraci K3, ..., Ky,
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kde t < p(|x]) a k zapisu kazdé konfigurace staci fetézec délky p(|x|). Jako certifikat y do-
svédcujici, Ze x € L mtizeme tedy pouzit pfimo tento vypocet. Verifikator V(x, y) pro ja-
zyk L pak bude jen ovéfovat, jestli y kdduje prijimajici vypocet M(x) délky nejvys p(|x]).
Toto ovéfenti jiz 1ze provést deterministicky v polynomialnim ¢ase vzhledemk [x|. O

Na zéavér této sekce zavedme dvé dalsi nedeterministické prostorové tfidy.

NPSPACE = |_J NSPACE(#) (9.6)
k=0
NL = NSPACE(log, 1) (9.7)
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10. Vztahy mezi tridami slozitosti

V této kapitole si ukdZeme nékteré znamé vztahy mezi ttidami sloZitosti, jeZ jsme zaved-
li v kapitole 9. Za¢neme témi nejzdkladn€jsimi vztahy, déle si ukdZeme Savicovu vétu
a véty o deterministické ¢asové a prostorové hierarchii.

10.1. Vztahy mezi tfidami

V této sekci si ukdZeme néktera zakladni tvrzeni o vztahu mezi tfidami sloZitosti, které
jsme zavedli v pfedchozich kapitolach. Zacneme témi nejzakladnéjsimi vztahy, které
povétSinou plynou z definic.

Véta 10.1.1 Necht f : IN — N je totdlni funkce, pak

TIME(f(n)) € NTIME(f(n)) < SPACE(f(n)) € NSPACE( f(n)).

Dikaz: Prvni a tfeti inkluze vyplyvaji trividlné z definic, nebot deterministicky Turin-
guv stroj je zvlastnim piipadem stroje nedeterministického. Ukazme prostfedni inkluzi
NTIME(f(n)) c SPACE(f(n)). Uvazme jazyk L ¢ NTIME(f(n)) a nedeterministicky
Turingtiv stroj M, ktery pfijiméd jazyk L a pracuje v ¢ase O(f(n)). NTS M miizeme pie-
vést na deterministicky Turingtiv stroj M’ postupem z dukazu véty 4.1.16. Neni t&zké
nahlédnout, ze M’ pracuje v prostoru O(f(n)) a tedy L € SPACE( f(n)).

Konstrukce M’ postupuje v ditkazu véty 4.1.16 ve dvou krocich, nejprve je zkonstruo-
vén tiipaskovy TS M" a poté je na zakladé véty 4.1.12 pieveden tento stroj na M'. Pfevod
pomoci véty 4.1.12 zachovava vyuZzity prostor, pfipadné jej zvétSuje s konstantnim né-
sobkem (kde konstanta zavisi na poctu péasek, ale nikoli na velikosti vstupu). Prostor
vyuzity ttipaskovym strojem M" je (nepocitame-li vstupni pasku) dany délkou vypo-
¢tu M, tedy omezeny O(f(n)). |

Véta 10.1.1 ukazuje, Ze mtizeme pfejit od nedeterministického ¢asu k deterministické-
mu prostoru. Uvazme nyni NTS M, ktery pracuje v prostoru f(n). Budeme chtit zkon-
struovat DTS M’, ktery simuluje M. P¥i simulaci nad vstupem x nemutzeme vylou¢it
situaci, kdy je nutné projit vSechny konfigurace, do kterych se mtize M pti vypocétu nad
x dostat. Odhadnéme tedy nejprve, kolik takovych konfiguraci mtze byt.

Lemma 10.1.2 Necht M je nedeterministicky TS, ktery pracuje v prostoru f(n), kde f(n) >
log, n. Potom existuje konstanta cyy, pro kterou plati, Ze pro libovolny vstup x délky n je pocet
riiznych konfiguraci M v nichZ se miize NTS M nachdzet p¥i vypoctu nad vstupem x nejoys
oemf(n).
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Definice 4.1.14

Dukaz: Necht M = (Q, L, 6,90, F). Budeme pfedpokladat, ze M ma strukturu popsanou
v pozndmce 9.2.4 tak, abychom mohli pfipustit prostor mensi nez linedrni. M ma tedy tfi
péasky — vstupni jen pro ¢teni, pracovni pasku pro ¢teni i zapis a vystupni pasku jen pro
kdy M by mél k pracovnich pasek, ale je to zbyte¢né. Redukce poctu pasek popsana ve
véte 4.1.12 zvétsi prostor jen na ndsobek dany konstantou k, coZ bychom mohli zahrnout
do konstanty cy.

Konfigurace se sklada ze slova na pdsce, poloh hlavy na vstupni a pracovni pasce
a stavu, v némz se stroj M nachézi. Délka vstupu je n a délka slova na pésce je nejvys
f(n). Pocet rtiznych poloh hlavy v ramci vstupu je n (uvaZujeme-li pro jednoduchost, ze
prvni a posledni znak vstupu je oznacen néjakou znackou). Pocet rtiznych poloh hlavy
na pracovni pasce je nejvys f(n) a pocet stavti je |Q|. Oznacime-li C pocet raznych konfi-
guraci, v nichZ se M mtiZe nachézet pfi vypoctu nad vstupem x délky n, pak dostaneme

C< |Z|f(n) n-f(n)-|Q| = 2f(n)1og, [X]  slogyn log, f(n)  olog, |Ql _
_ Zf(n)log2 |Z|+log, n+log, f(n)+log, |Q| < zf(n)log2 |Z[+f(n)+f(n)+log, |Q| <

< 2f (n)-(log, [X[+2+log, [Ql).

kde druhé nerovnost plati diky tomu, Ze f(n) > log,n a f(n) > log, f(n), posledni
nerovnost pak plati diky tomu, Ze f(n) > log, n > 1 pro n > 2. Staci tedy zvolit hodnotu
konstanty cps = log, || + log, |Q| + 2. ]

Uvéazime-li tedy Turingtiv stroj M, ktery pracuje v prostoru f(n) > log,n a vstup x
délky n, pak provede-li v n&jakém vypoltu M vice nez 24f(") krokti, nutné se muse-
la zopakovat konfigurace. Je-li M deterministicky, pak to znamend, ze M(x) se zacykli.
I v ptipadé, kdy M je nedeterministicky TS, nemd smysl uvazovat situaci, kdy se ve vy-
poctu zopakuje konfigurace (celou ¢ast vypoctu mezi dvéma vyskyty téze konfigurace
1ze jisté zapomenout). Da se tedy pfedpokladat, ze M by mélo byt 1ze nahradit determi-
nistickym strojem M’, ktery pracuje v ¢ase 2°/(") pro né&jakou konstantu c, kterd zavisi
na M. V kapitole 4.1.2 jsme zavedli pojem stromu vypoctu. Deterministicky stroj M’ by

NP

tedy mohl prochézet stromem vypoctu M nad vstupem x do hloubky nebo do 3itky.
To by skute¢né 8lo provést, stacilo by vzdy prichod vétve ukoncit v konfiguraci, ktera
jiz byla zpracovéna. My v8ak stroj M’ popiSeme s pomoci grafu vypoctu. Graf vypoctu
M nad vstupem x se od stromu vypoctu lisi tim, Ze vrcholy odpovidajici téZe konfigu-
raci slou¢ime do jednoho vrcholu. Tento pojem se ndm bude hodit i déle pfi diikazu

Savicovy véty.

Definice 10.1.3 (Graf konfiguraci nedeterministického Turingova stroje) Necht M =
(Q, %, 0,90, F) je nedeterministicky Turingtv stroj. Graf konfiguraci Gy stroje M nad vstu-
pem x (téz konfiguracni graf ) definujeme jako orientovany graf, jehoz vrcholy Gy jsou
tvofeny moZnymi konfiguracemi vypoctu M nad vstupem x. Jsou-li K; a K> dvé konfi-
gurace a tedy vrcholy Gy, pak (K, Kz) je hranou Gy, pravé kdyz z Ky 1ze do K; prejit
s pomoci pifechodové funkce 6. «
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Predpokldadejme, Ze nedeterministicky TS M pracuje v prostoru f(n), kde f(n) >
log, n. Z lemmatu 10.1.2 plyne, Ze je-li Gyy = (V,E) grafem vypoctu nedeterministic-
kého stroje M nad vstupem x délky n, pak |V| < 24f(") a |E| < 22f(") pro n&jakou
konstantu cy, kterd zavisi na Turingovu stroji M, ale nikoli na vstupu x. Vypocet stroje
M nad vstupem x je posloupnosti konfiguraci, kterd odpovida tahu v grafu Gy, ktery
zac¢ind v pocatecni konfiguraci. Pokud se ve vypoc¢tu neopakuje konfigurace, pak ten-
to odpovida cesté v grafu Gy,. Mizeme tedy fici, ze M(x) pFijme, praveé kdyZz v Gy
existuje cesta z pocatecni konfigurace M(x) do néjaké piijimajici konfigurace. S timto
pozorovanim jiz neni t&ézké popsat deterministicky stroj M’, ktery bude simulovat M.
Toho vyuzijeme k ditkazu nasledujiciho tvrzeni.

Véta 10.1.4 Necht f(n) je funkce, pro kterou plati f(n) > log, n. Pro kazdy jazyk L plati, Ze
L e NSPACE(f(n)) = (3c. € N) [L c TIME(szf(n))] ,

Dukaz: Uvazme L e NSPACE(f(n)), potom existuje NTS M = (Q, X, 6,qo, F), ktery pfi-
jima L, tedy L(M) = L, a ktery pracuje v prostoru O(f(n)). Uvazme deterministicky TS
M, ktery prichodem grafu Gyrx = (V,E) (do hloubky nebo do $ifky) hled4 cestu z po-
¢atedni konfigurace Kj se slovem x na vstupni pasce do néjaké piijimajici konfigurace.
Pokud takovou cestu najde, M'(x) ptijme, jinak odmitne. Plati, ze L(M') = L(M) =L,
navic M’ pracuje v polynomialnim ¢ase vzhledem k |V| < 2°/(") (dle lemmatu 10.1.2),
tedy v &ase 2°/(") pro n&jakou konstantu ¢y, kterd zavisi na stroji M a implementaci
prichodu do hloubky nebo do $itky.

Zbyva rozmyslet jeden technicky detail. Stroj M’ nezna funkci f(n) a nemuize si spoci-
tatjeji hodnotu, protoze o funkci f (1) nepfedpokladame, Ze je algoritmicky vycislitelna.
To znamena, Zze M’ nemtize nejprve zkonstruovat graf Gy, nebot nevi, jak dlouhy mi-
Ze byt fetézec kodujici konfiguraci. Pro danou konfiguraci K je oviem dle pfechodové
funkce 6 dano, které konfigurace jsou sousedni, dokonce téch sousednich konfiguraci
je jen konstantné mnoho. Stroj M’ si tedy bude graf Gur, generovat za béhu a bude si
ukladat objevené konfigurace na pasku. Ve chvili, kdy vygeneruje konfigurace, jez sou-
sedi s aktudlné navstévovanou konfiguraci dle 6, porovna ji se seznamem objevenych
konfiguraci. Z ptedpokladu je zaruceno, Ze seznam objevenych konfiguraci nemtiZe byt
delsi nez 22/ Prace M’ konéi ve chvili, kdy objevi ptijimajici konfiguraci (pak pii-
jme), nebo kdy jiz neni mozné vygenerovat dalsi konfiguraci (vSichni sousedi konfigu-
raci v seznamu jsou jiz v seznamu). m|

Je dobré si uvédomit, Ze z véty 10.1.4 nevyplyva, ze NSPACE(f(n)) ¢ TIME(2¢/("))
pronéjakou konstantu ¢, protoZe konstanta c; v tvrzeni véty zavisi na konkrétnim jazyku

L a pro kazdy jazyk mtzZe byt jind. Na druhou stranu mtiZeme zformulovat nasledujici
dtisledek.

Dtusledek 10.1.5 Je-li f(n) funkce, pro kterou plati f(n) > log, n a je-li g(n) funkce, pro kterou
plati f(n) = o(g(n)), pak

NSPACE(f(n)) ¢ TIME(28("),
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Dukaz: Uvazme jazyk L € NSPACE(f(n)). Dle véty 10.1.4 existuje konstanta c; € IN,
pro kterou plati, ze L € TIME(2f(")). Z ptedpokladu f(n) = o(g(n)) existuje ng € N
takové, Ze pro n > ng plati ¢ f(n) < g(n). Z toho plyne, ze TIME(2°/(")) ¢ TIME(28(™)
a tedy L e TIME(28(")), O

Véty 10.1.1 a 10.1.4 ndm umoZzniuji ukdzat nékteré vztahy mezi tfidami jeZ jsme si dfive
zavedli.

Véta 10.1.6 Plati nasledujici inkluze
L ¢ NL ¢ P ¢ NP ¢ PSPACE ¢ NPSPACE < EXPTIME.

Diikaz: Inkluze L ¢ NL a P ¢ NP ¢ PSPACE ¢ NPSPACE plynou pfimo z véty 10.1.1.
Uvazme jazyk L € NL = NSPACE(log, 1), dle véty 10.1.4 existuje konstanta c;, pro
kterou plati L € TIME(2%1°8:"") = TIME(n) c P, tedy NL ¢ P. Uvazme jazyk L ¢
NPSPACE, tedy L € NSPACE(1") pro n&akou konstantu k € IN. Dle dasledku 10.1.5
plati, ze NSPACE(r*) ¢ TIME(2""") € EXPTIME. o

Z véty 10.2.1, kterou si ukdZeme v kapitole 10.2 plyne, Ze PSPACE = NPSPACE, proto
se také obvykle v literatufe setkdme s ttidou PSPACE a nikoli s tfidou NPSPACE. U zby-

vajicich inkluzi neni zndmo, zda jsou ostré, oviem nékteré z nich ostré jsou, nebot z vét
o hierarchii, které si ukdzeme v kapitole 10.3 plyne, ze L ¢ PSPACE a P ¢ EXPTIME.

10.2. Savicova véta

V této kapitole si ukdzeme Savicovu vétu, kterd ukazuje, Ze nedeterministicky Turin-
glv stroj M lze pfevést na deterministicky Turingtiv stroj M’, ktery ptijima tyZz jazyk
a vyuziva jen kvadraticky vice prostoru.

Véta 10.2.1 (Savicova véta) Pro kazdou funkci f(n) > log, n plati, Ze
NSPACE(f(n)) c SPACE(f*(n)).

Dikaz: K dikazu Savi¢ovy véty vyuZzijeme graf konfiguraci zavedeny v definici 10.1.3
podobné jako v dtikazu véty 10.1.4. Uvazme jazyk L ¢ NSPACE(f(n)), existuje tedy
nedeterministicky Turingtiv stroj M = (Q, X, 6, qo, F), ktery pfijimdjazyk L = L(M) a ktery
pracuje v prostoru O( f(n)). PopiSeme deterministicky Turingtv stroj M, ktery ptijima
jazyk L v prostoru O( f2(n)), tedy L € SPACE(f?(n)).

Uvazme vstup x € X*. Vime, Ze x € L, pravé kdyZ existuje cesta v grafu konfigu-
raci Gy, z pocateéni konfigurace Kj se vstupem x do néjaké prijimajici konfigurace.
Pro jednoduchost budeme pfedpokladat, Ze M ma jedinou pfijimajici konfiguraci Kr (4j.
pfed prechodem do jediného pfijimajiciho stavu g; stroj M vymaZe obsah pasky a vra-
ti se na nejlevéjsi pozici vyuzitého prostoru). Potom staci ovéfit, zda existuje v grafu
Gmx = (V,E) cesta z konfigurace Kjj do konfigurace Kr. V dtikazu véty 10.1.4 nam stacilo
pouZit prichod grafem do siiky ¢i do hloubky k nalezeni této cesty. S tim si zde ovSem
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nevystacime, nebot priichod do $itky (BFS) i do hloubky (DFS) vyzaduji ke své praci
prostor linedrni ve velikosti grafu Gyy,. Dle lemmatu 10.1.2 plati, ze |V]| < 2emf(M) | kde
n = |x|, pro vhodnou konstantu cy zdvislou jen na stroji M a nikoli na vstupu x. Ovsem
z diikazu tohoto odhadu také plyne, Ze byt jde o horni odhad, existuji Turingovy stroje,
kde tento odhad je t€sny. Jinymi slovy graf Gy, je ptili§ velky na to, aby si jej stroj M’
mohl zkonstruovat a uloZit na pasce, navic neni mozné pouZit priichod do $ifky ani do
hloubky timto grafem k ovéfeni existence cesty z Ky do K.

Budeme tedy postupovat jinak. Pfedpokladejme na chvili, Ze zndme hodnotu ¢ =
cmf(n) (byt o funkci f nepfedpokladame ani to, Ze by byla algoritmicky vy¢islitelnd,
s ¢imZ si budeme muset v n&jakou chvili poradit). To znamen4, ze |V| < 2!, a tedy délka
nejdel3i cesty mezi libovolnymi dvéma vrcholy Gy je nejvys 2°. To nabizi nésledujici
postup, ktery ndm umozni usetfit pamét: Cesta z K do Kr délky nejvys 2’ existuje prave
tehdy, kdyz existuje , prostfedni” konfigurace K, pro kterou plati, Ze v Gy, existuji ces-
ty z K do K a z K do K polovi¢ni délky, tedy nejvys 271, Tyto dvé podminky mtizeme
oveéfit rekurzivné, pficemZz muzeme vyuzit toho, Ze pro oba testy (cesty z K do K a ces-
ty z K do Kr) mlizeme pouzit touz pamét. Rekurze se zastavi ve chvili, kdy ¢t = 0, nebot
potom je jiz ovéfeni existence cesty snadné, mame-li k dispozici pfechodovou funkci 6
nedeterministického Turingova stroje M. Stroj M’ samoziejmé nemtize doptedu védét,
kterou konfiguraci K zvolit jako prostfedni, bude tedy postupné zkouset viechny vrcho-
ly Gpx. Pokud zndme hodnotu ¢, sta¢i zkouset vSechny fetézce dané délky, jez mohou
kédovat konfiguraci. Takto dostaneme rekurzivni algoritmus, kde hloubka rekurze je
O(f(n)) a navic v kazdé instanci rekurzivné volané funkce je vyuzitd pamét O(f(n)),
tedy dohromady bude vyuzitd pamét O(f%(n)). Na zavér si musime vSak poradit s tim,
ze M’ neznd hodnotu t = cps f(1) a nemtizeme ani predpokladat, Ze si ji mtize spocitat,
protoze o funkci f(n) nepfedpokladame, ze by byla algoritmicky vy¢islitelna.

Cely postup si nyni popiSeme podrobnéji. Za¢neme tim, Ze si popiSeme funkci tes-
tujici dosazitelnost v grafu, kterd tvoii jddro celého algoritmu, tato funkce je popsana
v Algoritmu 10.2.1.

Korektnost algoritmu 10.2.1 byla zd@ivodnéna v pfedchozim textu. Je potfeba si uvé-
domit, ze M’ znd pfechodovou funkci M, a tedy mtize ovétit, zda (K, Ky) € E. Staci
tedy, aby M’ zavolal DosaziTeLNA(Kj, Kr, tg) pro vhodnou pocate¢ni hodnotu tg. Cyklus
na fadku 8 pak implementujeme postupnym generovdnim bindrnich fetézct délky t.
Ideélni by jisté bylo rovnou pouzit hodnotu tg = cp1f (1), ovsem hodnotu f(n) stroj M’
nezna a nemuze ji ani urcit. Stroj M’ tedy bude zkouset postupné rtzné pocéatecni hod-
noty ¢ty = 1,2,3,.... Pokud pro danou hodnotu t( volani DosaziteLNA (Kj, Kr, tg) uspéje,
bylo ovéteno, Ze cesta z Kjj do Kr v grafu Gy existuje. Pokud toto voladni selze, ovéti M’
jesté, zda existuje konfigurace K, jejiz délka je vétsinez t( a kterd je dosazitelna z K. Po-
kud ano, pokrac¢uje hledani s vyssi hodnotou ty, v opa¢ném piipadé test dosazitelnosti
konci. Tento postup je popsan v algoritmu 10.2.2.

Maximélni hodnotou fy, jeZ musi algoritmus 10.2.2 vzit do tivahy, je hodnota ¢ =
cmf (n). Prostorové naroky jedné instance funkce DosaziteLNA jsou tedy O( f (1) ). Hloub-
ka rekurze kazdého volani je dana tfetim parametrem a je tedy nejvys O(f(n)). Dohro-
mady dostdvdme, Ze prostorové naroky algoritmu 10.2.2 jsou O(f2(n)). JelikoZ se jedna
o deterministicky algoritmus a plati L = L(M'), dostdvame, Ze L € SPACE(f?(n)). i
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Algoritmus 10.2.1 Funkce DosaziteLNA(Ky, Ky, )

Vstup: Konfigurace K; a Ko, limit ¢

Vystup: true, pokud v Gy, existuje cesta z K; do K, délky nejvys 2/, jinak false
1: if t = 0 then
2 if K1 = K; or (K, Ky) € E then

forall Ke Vdo
if DosaziteLNA(Ky, K, t — 1) and DosaziteLNA(K, Ky, t — 1) then
10: return true
11: end if
12: end for
13: return false

3: return true
4: else

5: return false
6: end if

7: end if

8:

9:

Algoritmus 10.2.2 Prace M’ se vstupem x
1. forallty=1,2,3,...do

2: if DosaziteLNA (K, KF, o) then

3: accept

4: end if

5: k < maximalni pocet poli¢ek na pracovni pasce v néjaké konfiguraci reprezento-

vané pomoci fy bith

6: for all konfigurace K vyuzivajici k + 1 poli¢ek na pracovni pasce do
7: if DosaZiteLNA(KG, K, tg + 1) then
8: continue
9: end if
10: end for
11: reject
12: end for
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Ze Savicovy véty plyne nasledujici dasledek, ktery jsme jiz zmiriovali.

Diusledek 10.2.2 NPSPACE = PSPACE.

V literatufe se ve znéni Savicovy véty casto predpokladd, ze funkce f je prostoroveé
konstruovatelna, p¥ipadné vy¢islitelnd v prostoru f(n). Za tohoto pfedpokladu je moz-
né, aby si M’ na zac¢atku spocital hodnotu f(n), protoze konstanta cy je zavisld na M,
muzeme piedpokladat, Ze ji M’ zné a tedy mtiZe rovnou urcit ten spravny limit ¢y pro
volani funkce DosaZITELNA, coZ zjednodusi algoritmus 10.2.2. Pojem prostorové konstru-
ovatelnosti si zavedeme v sekci 10.3, nebot jej budeme pottebovat ve vété o prostorové
hierarchii.

10.3. Véty o hierarchii

Intuitivné bychom fekli, Ze pokud néjakému vypocetnimu stroji umoZznime vyuzit vice
prostiedkt pro vypocet, mél by byt schopen spocitat vice. V pfipadé Turingovych stroji
pracujeme se dvéma prostfedky, velikosti paméti a ¢asem, po ktery nechdme stroj bé-
Zet, od toho se odviji ttidy TIME(f(n)) a SPACE(f(n)). V této kapitole si ukdzeme, ze
zminénd intuice je platnd, tedy alespon za urcitych pfedpokladi, které jsou v8ak velmi
realistické.

10.3.1. Deterministicka prostorova hierarchie

Nejprve se budeme vénovat prostoru. Uvazme funkci f(n) a funkci g(n) = o(f(n)). Na-
$im cilem je ukazat, ze SPACE(g(n)) ¢ SPACE(f(n)). K tomu potfebujeme ukdazat, ze
existuje jazyk L, pro ktery existuje Turingtiv stroj M, ktery ptijima L, tedy L = L(M)
v prostoru O(f(n)), ale neexistuje zddny Turingtiv stroj M’, ktery by pfijimal L v pro-
storu O(g(n)). Abychom v8ak byli schopni uvedené tvrzeni dokdzat, budeme se muset
omezit na funkce f(n), které splituji nasledujici pfedpoklad: K vypoctu hodnoty f(n)
postacuje prostor, ktery je imérny velikosti vystupu. Pfesnéji tento pojem definujeme
nasledujicim zptisobem.

Definice 10.3.1 Funkci f : N - IN, kde f(n) > log, n, nazveme prostorové konstruova-
telnou, je-li funkce, ktera zobrazuje 1" na bindrni reprezentaci f(n) vy¢islitelna v pro-
storu O(f(n)). “

Vsechny bézné funkce, které pouzivame k méfeni slozitosti jsou prostorové konstru-
ovatelné. Jde naptiklad o polynomy, exponencidly, funkce vyuZivajici logaritmy jako
log, n, nlog, n a dal$i. Omezime-li se na prostorové konstruovatelné funkce, neztracime
tedy piilis. Je-li funkce prostorové konstruovatelnd, znamena to, Ze p¥i vypoctu miizeme
funkci vyuzit k vymezeni nebo alokaci prostoru. Je-li ddn vstup x s |x| = n, mtiZzeme na
zacatku vypoctu urcit hodnotu f(n) a nasledné vyznacit na pasce prostor této velikosti.
Pro tento zptisob vyuZiti je také pojem prostorové konstruovatelnosti navrzen. Je-li totiz
hodnota n ddna délkou vstupniho fetézce, dava smysl pocitat hodnotu funkce f(n) se
vstupem v tomto tvaru, definice vyZaduje fetézec délky n na vstupu sloZeny ze samych
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jednicek, ktery z x vytvofime jednoduse ndhradou kazdého znaku znakem 1. Zmitime,
Ze v literatufe se definice prostorové konstruovatelnosti vyskytuje v riiznych podobach,
nékdy se vyZzaduje, aby existoval Turingtv stroj, ktery pfi vypoctu nad vstupem x vyuZi-
je pfesné f(n) bunék pracovni pasky, ale existuji i jiné varianty. V pfipadé Turingovych
stroju 1ze obvykle ukazat ekvivalenci mezi rtiznymi definicemi, definice 10.3.1 nabizi
vecelku jednoduché pouziti, je podle ni napiiklad vcelku pfimocaré ukazat, Ze polyno-
my a dalsi funkce jsou prostorové konstruovatelné.
Nyni jiZ mtZeme zformulovat vétu o deterministické prostorové hierarchii.

Véta 10.3.2 (Véta o deterministické prostorové hierarchii) ProkaZdou prostorové konstru-
ovatelnou funkci f : IN — IN existuje jazyk A, ktery je rozhodnutelnyj v prostoru O( f(n)), nikoli
vsak v prostoru o(f(n)).

Ditkaz: PopiSeme Turingtv stroj N, pro ktery bude platit, Ze pracuje v prostoru O(f(n)),
ale neexistuje zadny deterministicky Turingtv stroj, ktery by pfijimal tyzjazyk A = L(N)
v prostoru o( f(n)). P¥i popisu algoritmu stroje N vyuzijeme techniky diagonalizace. Pro
kazdy deterministicky Turingtiv stroj M, ktery pracuje v prostoru o( f (1)) musi platit, ze
A se od L(M) lisi alespori na jednom vstupu. Pfirozenym kandidatem na vstup, v némz
se majf tyto dva jazyky lisit, je kod stroje M, tedy (M), tento krok vyuzivd zminénou
diagonalizaci. Nestaci vsak uvazovat jediny fetézec, na kterém se budou A a L(M) lisit,
protoZe nam jde o asymptotickou slozitost daného algoritmu. Pokud by platilo Ze, A se
od L(M) lisi praveé jen na vstupu (M), pak jednoduchou tapravou, kterd by osetfila tuto
vyjimku, bychom dostali Turingtv stroj, ktery pfijima A a pracuje v témz prostoru jako
(M). Je proto nutné uvazovat fetézce raznych délek. My budeme uvazovat fetézce tva-
ru (M)10*. Aby mohl stroj N rozhodnout, ma-li pfijmout vstup tvaru (M)10*, potfebuje
na tomto vstupu odsimulovat stroj M a rozhodnout opacné. Jsou-li prostorové naroky
stroje M urceny funkci g(n) = o(f(n)), pak k simulaci je potieba cp1g(7) bunék pracov-
ni pasky, kde cys je konstanta zdvisla na stroji M. Vzhledem k tomu, Ze N mtiZe vyuZzit
prostor O(f(n)), ma N dost prostoru k dokoné¢eni simulace na dost dlouhych vstupech,
tedy i na néjakém vstupu tvaru (M)10*, ovSem pouze za ptedpokladu, Ze vypocet M
nad vstupem x skon¢i, tedy M(x) |. Pokud M(x) 1, miize stroj N vyuZzit toho, Ze pocet
konfiguraci, v nichZ se vypocet M(x) miize nachazet je dle lemmatu 10.1.2 omezeny a N
tedy podle poctu provedenych krokti miize poznat, zda se vypocet M(x) zacyklil.

Algoritmus 10.3.1 popisuje praci stroje N se vstupem x. Polozme A = L(N). Neni tézké
nahlédnout, Ze N pracuje v prostoru O(f(n)), vypocet hodnoty f(n), kde n = |x|, v kro-
ku 5 1ze provést v prostoru O(f(n)), nebot funkce f(n) je dle pfedpokladu prostoroveé
konstruovatelna. Vsechny dalsi kroky probihaji ve vyznaceném prostoru f(|x|) bunék.
Pocitadlo krokti se do daného prostoru vejde také, uvazime-li, Ze abeceda N miize byt
vétsi nez bindrni (pocitadlo miZe byt na jiné stopé pédsky, nez vstup a simulace). Cel-
kové tedy dostavame, Ze A je rozhodnutelny v prostoru O(f(n)).

Pfedpokladejme nyni sporem, Ze A je rozhodnutelny v prostoru o(f(n)). Existuje
tedy deterministicky Turingtiv stroj M, ktery rozhoduje jazyk A v prostoru g(n), kde
g(n) = o(f(n)). Simulace vypoctu M(x) probiha podobné jako simulace univerzalnim

Algoritmus 5.2.1  Turingovym strojem. K simulaci tedy N potfebuje cyg(1) bunék pracovni pasky, kde c
je konstanta zavisld na stroji M. Pfesnéji cy; ur¢ime na zdkladé lemmatu 10.1.2. Stroji N
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Algoritmus 10.3.1 Prace stroje N se vstupem x

Vstup: Vstupni fetézec x € 1.”.
if x # (M)10* pro néjaky TS M then
reject

2
3: end if
4
5

—_

: Na zakladé prostorové konstruovatelnosti ur¢i hodnotu funkce f(|x|)
: Vyzna¢ f(|x|) bunék na pracovni pasce, pokud v kterémkoli z dalsich krokii hlava
N opusti vymezeny prostor, reject.
6: Simuluj vypocet stroje M(x) a pocitej kroky simulace, pokud je odsimulovano vice
nez 2/ (" krokd, reject.
7. if M pfijal then
8: reject
9: else
10: accept
11: end if

staci cpr bunék k zakédovani jednoho policka pasky M. Protoze g(n) = o(f(n)), existuje
pfirozené ¢islo ny, pro které plati, ze cpg(np) < f(n). Uvazme nyni vstup x = (M)10™.
Simulace M(x) strojem N dobéhne az do konce, nebot na ni sta¢i vyznaceny prostor
a pocet krokti je téz mensi nez 2f("), nebot dle ptedpokladu je vypocet M(x) konecny.
Na zakladé podminéného ptikazu na fadce 7 tak dostavame, ze x € L(M) prave kdyz
x ¢ L(N). Ztoho plyne, ze L(M) # A, atoje spor s pfedpokladem. Plati tedy, Ze neexistuje
Turingtiv stroj, ktery by A rozhodl v prostoru o( f(n)). O

Z véty 10.3.2 vyplyvaji nasledujici disledky:.
Disledek 10.3.3

(i) Jsou-li f1,fr : IN - IN funkce, pro které plati, Ze f1(n) € o(f2(n)) a f, je prostorové
konstruovatelnd, potom

SPACE(f1(n)) ¢ SPACE(f2(1)).

(it) Pro kazdd dvé redlnd Cisla 0 < €1 < €3 plati, Ze

SPACE(n®') ¢ SPACE(n®).

(iii) Plati NL ¢ PSPACE ¢ EXPSPACE = Uy SPACE(2).

Diikaz: Tvrzeni (i) vyplyva pfimo z véty 10.3.2. Uvazme nyni dvé redlnd ¢isla 0 < e; <
€>. Plati jisté n®! = 0(n?), musime vsak ovétit podminku prostorové konstruovatelnosti.

Z Xz

Neni tézké nahlédnout, Ze je-li €, ve skute¢nosti celé ¢islo, pak 1 je prostorové kon-

vvvvvv

konstruovatelna funkce i v pfipad€, kdy e; je raciondlni ¢islo. Je-li €; iracionalni ¢islo,
pak z hustoty racionalnich ¢isel existuje raciondlni &islo €, pro které plati €; < €} < €.
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Véta 10.2.1

Protoze €} je &islo racionélni, plyne z ptedchozich tvah, e SPACE(n!) ¢ SPACE(1n2) ¢
SPACE(n?). Dostavame tedy tvrzeni (ii).

Pfipomerime si, Ze NL = NSPACE(log, 1), dle Savicovy véty plati NSPACE(logn) ¢
SPACE((log, n)?), dle véty 10.3.2 dostavame tedy NL ¢ SPACE((log n)?) ¢ SPACE(n) ¢
PSPACE. Z definice tfidy PSPACE dostavame, ze PSPACE ¢ SPACE(2"), a tedy z vé-
ty 10.3.2 dostavame PSPACE ¢ SPACE(Z”2 )- Dohromady tedy dostdvame tvrzeni (iii).0

Vétu 10.3.2 jsme ukazovali pro prostorové tiidy, jeZ jsme zavedli pro vypocetni model
jednopéskového deterministického Turingova stroje. Je dobré si vSak uvédomit, Ze vol-
ba modelu v tomto pfipadé nehraje podstatnou roli. Vétu 10.3.2 by bylo moZzné ukazat
i v pfipadé, kdy bychom uvaZzovali vicepaskové Turingovy stroje nebo RAM. Vétu 10.3.2
je moZzné ukdzat i pro nedeterministické t¥idy prostorové sloZitosti, v tomto pripadé€ je
situace slozitéjsi, nebot nedeterministické Turingovy stroje nenabizeji jednoduchy zpii-
sob pro negaci odpovédi.

10.3.2. Deterministicka ¢asova hierarchie

Analogii véty 10.3.2 mtizeme ukdazat i v pfipadé casovych tfid slozitosti, i kdyz tvrzeni,
které v tomto piipadé ukazeme, je o néco slabsi. Budeme postupovat velmi podobné
jako v kapitole 10.3.1. Omezime se na funkce, které jsou ¢asové konstruovatelné, coz je
pojem analogicky prostorové konstruovatelnosti, avsak nyni omezujeme ¢as vypoctu,
nikoli prostor.

Definice 10.3.4 Funkci f : N - IN, kde f(n) = Q(nlog, n), nazveme ¢asové konstruo-
vatelnou, je-li funkce, kterd zobrazuje 1" na binarni reprezentaci f(n) vy¢islitelna v ¢ase
O(f(n))- «

I'v tomto p¥ipadé plati, Ze vSechny béZzné funkce, které pouzivame k méfeni slozitosti,
jsou casové konstruovatelné. Jde napiiklad o polynomy (vyssiho stupné nez 1), expo-
nenciély, funkce vyuZivajici logaritmy jako nlog,n, ale i funkce s odmocninami jako
[n+/n] a dal3i. Na rozdil od prostorové konstruovatelnosti, v p¥ipadé ¢asové konstru-
ovatelnosti vyZadujeme, aby platilo, Ze f(n) = Q(nlog, n). Tento silné&jsi pozadavek je
zde proto, Ze vystupem je binarni zapis hodnoty funkce, zatimco vstupni hodnota 7 je
zapsana v podobé 1". Na jednopdskovém Turingovu stroji potfebujeme k pfevodu fe-
tézce 1" do bindrniho zdpisu ¢isla n ¢as QQ(nlog, n). Proto nepovazujeme funkci f(n) = n
za Casoveé konstruovatelnou. Jak uvidime, neni tento predpoklad omezujici. PoZadovat
binarni zapis hodnoty funkce pfitom dava dobry smysl, ktery plyne ze zptisobu pouziti
Casové konstruovatelnosti. Je-li funkce f(n) ¢asové konstruovatelna, mtizeme totiz na
zacéatku algoritmu urcit hodnotu f(n) a inicializovat bindrni ¢ita¢ krokt. Poté mtizeme
pocitat kroky a vypocet zastavit pfi dosazeni f(n) krokt. Pro operace s ¢itac¢em (napfi-
klad pfesun, zvySeni ¢i snizeni hodnoty o 1) ndm sta¢i O(log, f(n)) krokt pravé diky
tomu, Ze hodnota f(n) je zapsana bindrné. Tento zptisob pouziti vyuZzijeme pfi dikazu
véty o deterministické ¢asové hierarchii.

Je tteba zminit, Ze definice 10.3.4 neni jedinou moZnosti, jak pojem ¢asové konstruo-
vatelnosti zavést. V literatufe najdeme rtizné zptisoby, které také uvazuji riizna omezeni
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na funkci f(n). Definice 10.3.4 méd vyhodu v tom, Ze je jednoduchd a slouZzi ptesné tcelu,
ke kterému chceme pojem casové konstruovatelnosti vyuZit.
Nyni jiz mtZeme zformulovat vétu o deterministické ¢asové hierarchii.

Véta 10.3.5 (Véta o deterministické ¢asové hierarchii) Pro kaZdou casové konstruovatel-
nou funkci f : N — IN existuje jazyk A, ktery je rozhodnutelny v case O(f(n)), nikoli vsak

v dase o(f(n)/log, f(n)).

Dikaz: Postup diikazu je analogicky diikazu véty 10.3.2 o deterministické prostorové
hierarchii. Sestrojime Turingtiv stroj N, pro ktery bude platit, Ze pracuje v ¢ase O(f(n)),
ale neexistuje zadny deterministicky Turingav stroj, ktery by pfijimal tyzjazyk A = L(N)
v ¢ase o(f(n)/log, f(n)). Struktura stroje N je podobna stroji popsanému v rdmci dtika-
zu véty 10.3.2. Stroj N opét pfedpoklada vstupni Fetézec x ve tvaru x = (M)10* pro néjaky
Turingtiv stroj M. Jadro prace stroje N pak spoc¢iva v simulaci vypoctu M(x) s tim, ze
pokud vypocet dobéhne v Case f(n)/log, f(n), zneguje N jeho odpovéd. Stroj N tedy
provadi simulaci a navic pocitd kroky, toto je v pfipadé omezeného casu slozitéjsi, nez
v pfipadé omezeného prostoru. V pfipadé ¢asu si stroj N nevystaci s konstantnim po-
¢tem kroktl na simulaci jednoho kroku vypoctu M(x) a soucasné aktualizaci pocitadla
krokti, proto je nutné pozadovat logaritmicky odstup uvazovanych funkci.

Algoritmus 10.3.2 Préce stroje N se vstupem x

Vstup: Vstupni fetézec x e L.
if x # (M)10* pro néjaky TS M then

reject
end if
Na zakladé ¢asové konstruovatelnosti urci hodnotu funkce f(|x|) a inicializuj binarni
¢ita¢ hodnotou f(|x])/log, f(|x]). Pfed kazdym krokem ve zbytku vypoctu proved
snizeni hodnoty ¢itace o 1, pokud hodnota ¢itace dosahne hodnoty 0, reject.
5: Simuluj vypocet M(x).
6: if M pfijal then
7: reject
8
9

—_

: else
accept
10: end if

Algoritmus 10.3.2 popisuje préci stroje N se vstupem x. Polozme A = L(N). Kroky 1
az 4 1ze provést v ¢ase O(f(n)), kde n = |x|. Rozmysleme si nejprve, jak bude probihat
krok 5, tedy simulace vypoctu M(x) spolu s dekrementaci ¢itace po kazdém kroku. Pro
simulaci kroku vypoc¢tu M, musi N znat aktudlni stav stroje M, symbol pod hlavou stroje
M a musi mit pf¥istup k pfechodové funkci stroje M zapsané v kédu (M). Tyto tfi tiidaje
potiebuje mit N na pdasce blizko sebe, protoze pokud by byl napfiklad stav zapsany na
druhém konci pasky nez je (M), znamenalo by to, Ze pro urceni nésledujici instrukce
potiebuje N projit celou svou paskou mnohokrat.

Pripomenime si, Ze pfi konstrukci univerzalniho Turingova stroje v kapitole 5.2.3 jsme
kazdé casti vySe uvedenych dat vyhradili zvlastni pasku. Nyni ovSem popisujeme N
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jako jednopaskovy Turingtiv stroj, neni mozné tedy mit stav zapsany na jiné pasce nez
(M) anez obsah pracovni pasky M. Toto jsme pti popisu univerzalniho Turingova stroje
vyfesili pouzitim generického pfevodu k-paskového Turingova stroje na 1-paskovy po-
psaného v diikazu véty 4.1.12. Nicméné tento postup neni pro nas dostacujici, protoze
pouzitim postupu z diikazu véty 4.1.12 by provedeni jednoho kroku simulace M zabralo
¢as umérny velikosti vyuZzitého prostoru stroje M, tedy az f(n)/log, f(n). Tim bychom
ovSem nedosahli pozadovaného vysledku.

Musime proto postupovatjinak. PAsku N si rozdélime na tfi stopy (podobné jako v di-
kazu véty 4.1.12). Na prvni stopé bude zakédovéana pracovni paska M. Na druhé stopé
bude zapsan aktudlni stav vypoctu M(x) a pfechodova funkce zakédovana pomoci (M).
Na tfeti stop€ bude zapsadna aktualni hodnota ¢itace krokt. Podstatné je, Ze obsahy stop
budou zarovnané. Poloha hlavy na pasce odpovidé poloze hlavy na pasce M, tedy na
prvni stopé. Déle je zachovan ndsledujici invariant: Na zac¢atku simulace jednoho kroku
M obsah druhé stopy vzdy zac¢ina pod hlavou.

Odmysleme si zatim préci s ¢itacem a popiSme kroky simulace. Béhem inicializace
dojde k zakédovani vstupu x ve vhodném tvaru na prvni stopé, na druhou stopu je pfe-
kopirovan kéd (M) a stav ¢islo 0 (tedy ¢islo pocateéniho stavu). Na inicializaci staci ¢as
O(n). Dale v cyklu probiha simulace krokt vypoctu M(x). P¥i simulaci jednoho kroku
nejprve N najde v kédu (M) vhodnou instrukci a poté ji provede. Pokud instrukce za-
hrnuje pohyb hlavou, dojde k posunu kédu (M) tak, aby za¢inal pod hlavou na za¢atku
simulace dalstho kroku. Dohromady lze simulaci jednoho kroku vypocétu M provést po-
moci d krokt N, kde d je konstanta zavisld na stroji M ((M) je sice soucasti vstupu, ale
v dalsi argumentaci budeme uvaZovat fixni M, tedy 4 je moZné povazovat za konstantu).

Zbyva rozmyslet si, jak bude probihat prace s ¢itacem. Hodnota ¢itace bude zapsana
na tfeti stopé pésky s tim, Ze bude zac¢inat vzdy pod hlavou. To znamen4, Ze po provede-
ni kazdého kroku stroje N bude v pfipadé nutnosti posunut obsah ¢itace. Pfi tom bude
provedena i jeho dekrementace. K posunu a dekrementaci ¢itace postacuje O(log, f (1))
krokii, nebot tolik bitli ¢ita¢ zabira. Dle kroku 4 dostdvame, Ze N vykona v nésleduji-
cich krocich f(n)/log, f(n) instrukci, po provedeni kazdé z nich provede dekrementaci
a posun ¢itace, tedy dohromady provede O(f(n)) instrukci. Kroky 1 az 4 1ze provést
v ¢ase O(f(n)), celkové tedy N pracuje v ¢ase O(f(n)).

Predpokladejme nyni sporem, Ze M je Turingtiv stroj, ktery pfijima jazyk A v case
g(n) =o(f(n)/log, f(n)). Z popisu simulace plyne, Ze simulaci vypoc¢tu M se vstupem
x provede N v case dg(n)log, f(n), kde d je konstanta zavisla na stroji M, pfesnéji na
jeho kédu (M). Protoze g(n) = o(f(n)/log, f(n)), existuje ng € IN, takové, ze dg(n) <
f(n)/log, f(n) pro kazdé n > ng. Uvazme nyni vstup x = (M)10™, pro ktery plati, Ze
n = |x| > ng. Stroj N tedy simulaci M(x) dokonéi v rdmci dg(n) simulovanych krokt
nez hodnota ¢itac¢e dosdhne 0. Tedy vypocet N se dostane k provedeni kroku 6. Z toho
plyne, ze x e L(M) pravé kdyzx ¢ L(N) = A. Tedy A # L(M), coZje spor s ptedpokladem.
Zadny takovy stroj M tedy neexistuje. o

Z véty 10.3.5 vyplyvaji nasledujici diisledky.

Disledek 10.3.6
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(i) Jsou-li fi,f> : N — IN funkce, pro které plati, Ze f1(n) € o(f2(n)/log, f2(n)) a f> je
casové konstruovatelnd, potom

TIME(f1(n)) ¢ TIME(f2(1)).

(ii) Pro kaZdd dvé redlnd Cisla 1 < €1 < €,

TIME(n*') ¢ TIME(n).

(iii) P ¢ EXPTIME.

Diukaz: Tvrzeni (i) plyne pfimo z véty 10.3.5. Podobné jako v pfipadé dtisledku 10.3.3
neni tézké nahlédnout, Ze je-li €, pfirozené ¢islo vétsinez 1, pak n je casové konstruova-
telna funkce. Trochu obtiZnéji je mozné ukazat, Ze n* je ¢asové konstruovatelna funkce
i pokud €; > 1 je raciondlni ¢islo. Déle mtiZeme vyuZzit hustoty racionélnich ¢isel a toho,
ze n! = o(n®*/log, n) k diikazu (ii) (podobné jako pfi dtikazu (ii) v dtikazu diisled-
ku 10.3.3). Z definice t¥idy P dostavame, ze P ¢ TIME(2"). Ztejmé plati, ze 2" = 0(2”‘2 /n),
a tedy z véty 10.3.5 dostavame, ze P ¢ EXPTIME, tedy (iii). o

Podobné jako v pfipadé prostoru, vétu 10.3.2 jsme ukazovali pro ¢asové tiidy, jeZ jsme
zavedli pro vypocetni model jednopdskového deterministického Turingova stroje. Ana-
logickou vétu 1ze ukézat i pro k-paskové Turingovy stroje. Pro nedeterministické ¢aso-
vé ttidy dokonce staci slabsi ptedpoklad fi(n + 1) = o( f2(n)), aby platila ostra inkluze
NTIME(fi(n)) ¢ NTIME( f2(n)). V pfipadé RAM staci predpoklad f(n) = o(f2(n)).

163



11. Polynomialni pfevoditelnost a uplnost

11.1. Polynomialni pfevoditelnost a jeji vlastnosti

S principem pfevoditelnosti stejné jako s tplnosti jsme se jiz setkali v kapitole 7. Tehdy
nés zajimala prevoditelnost, kterd zachovavala algoritmickou feSitelnost a k tomu nam
stacilo, ze pfevadéjici funkce byla algoritmicky vy¢islitelnd. Nyni chceme, aby prevadeé-
jici funkce zachovavala polynomidlni feSitelnost, a proto od ni budeme pozadovat, aby

byla vy¢islitelnd v polynomidlnim case.

Definice 11.1.1 Necht A a B jsou dva jazyky nad abecedou L. Rekneme, Ze jazyk A je po-
lynomidlné prevoditelnij najazyk B, pokud existuje funkce f : ©* — X%, kterd je vy¢islitelna
v polynomidlnim Case! a pro kterou plati, ze

(VxeX™)[xe A<« f(x)eB].

Tento fakt ozna¢ime pomoci A <l B, <

V literatute se kromé znaceni A <}, B té7 objevuje znadeni A o< B, ndmi zvolené znace-
ni vSak lépe naznacuje, Ze polynomialni pfevoditelnost je m-pfevoditelnost s pfidanym
pozadavkem vy¢islitelnosti prevadéjici funkce v polynomidlnim &ase. Pokud je A <}, B,
znamena to, Ze rozhodnuti, zda x € A lze provést tak, Ze nejprve uréime y = f(x) a poté
polozime dotaz zda y € B. Pokud je tedy jazyk B rozhodnutelny v polynomidlnim case,
pak totéZz platii o A. Na druhou stranu pokud nezndme, Zadny polynomialni algoritmus
rozhodujici A, pak nezndme ani polynomidlni algoritmus rozhodujici B. Pro tyto tvahy
je samozfejmé potiebné, Zze hodnotu pfevadéjici funkce f(x) lze urcit v polynomidlnim
¢ase. Polynomidlni pfevoditelnost ma fadu vlastnosti spole¢nych s m-prevoditelnosti.

Lemma 11.1.2 (Vlastnosti polynomialni pfevoditelnosti)
1. Relace <}, je reflexivni a tranzitioni.
2. Necht A a B jsou jazyky, pro néz plati A <}, B. Pokud je B € P, pak i A € P.
3. Necht A a B jsou jazyky, pro néz plati A <}, B. Pokud je B € NP, pak i A e NP.

Dukaz: 1. Reflexivita plyne z toho, Ze identita je funkce vy¢islitelnd v polynomi-
alnim case. Tranzitivita plyne z toho, Ze sloZzenim dvou polynomu vznikne opét
polynom, pfesnéji, je-li f funkce pfevadejici jazyk A najazyk B, tedy A <, B s po-
uZitim f, a g je funkce prevadéjici jazyk B na jazyk C, tedy B <}, C s pouzitim g,

To znamen4, Ze existuje Turingtiv stroj M, ktery pracuje v polynomialnim ¢ase a potita funkci f. Viz téz
definice 5.4.1 a 4.1.8.
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pak g o f pfevadi A na C, jsou-li f i g vy¢isliteIné v polynomidlnim case, 1ze totéz
ficiio go f, tedy A <, C s pouzitim go f.

2. Je-li B € P, pak existuje Turingtiv stroj M, ktery pfijima B v polynomidlnim case.
Je-li f funkce, kterad ptevadi A na B, aje-li f vycislitelnd v polynomidlnim ¢ase, pak
TS M, ktery pro vstup x spocitd f(x) a poté pusti M k rozhodnuti, zda f(x) € B,
pfijimd A v polynomidlnim case.

3. Plati z téhoZz dtivodu jako pfedchozibod, protoZe tytéZ argumenty lze pouzit i pro
nedeterministicky TS. o

Poznamka 11.1.3 V pozndmce 7.2.3 jsme navic k m-prevoditelnosti neformalné zavedli turin-
govskou prevoditelnost. I tu miiZeme omezit polynomidlnim casem a takovému prevodu se Fik
Cookiiv ¢i cookovsky, zatimeo relaci <, se ¥ikd Karpiiv & karpovskij pievod. Presnéji tedy fekne-
me, Ze problém A je cookovsky prevoditelny na problém B, coz oznacime pomoci A <b. B, pokud
existuje algoritmus, kteryy rozhoduje problém A, pficemZ miiZe poklddat dotazy cerné sk¥irice, ¢i
ordkulu, kterd umi fesit problém B, a tento algoritmus pracuje v polynomidlnim ase, pocitame-li
dobu zodpovézeni dotazii Cernou skirikou (ordkulem) jako konstantni. Toto tedy odpovidd ni-
sledujici intuici: ,, Pokud existuje polynomidlni algoritmus rozhodujici problém B, pak existuje
i polynomidlni algoritmus rozhodujici problém A.” Podobné jako v ptipadé m-prevoditelnosti
a turingovské prevoditelnosti i zde plati, Ze je-li A <h, B, plati také A <! B, ale opacnd implikace
platit nemusi. Trividlnim p¥ikladem je opét jazyk DIAG nebot ziejmé plati, Ze DIAG <. DIAG,
ale jisté neplati DIAG <}, DIAG, protoZe to by muselo platit i DIAG <,, DIAG, vime p¥itom,
Ze to neni mozné, protoze DIAG neni Cdstecné rozhodnutelny jazyk, zatimco DIAG ano. Az se
dostaneme ke t¥idé co-NP, vsimneme si, Ze pokud se co-NP nerovnd NP, pak maji tuto vlastnost
vsechny NP-iiplné iilohy.

Stejné jako v piipadé m-prevoditelnosti, i zde budou pfedmétem naseho zdjmu ty

N

Definice 11.1.4 Jazyk A je NP-t¢%kj, pokud pro kazdy jazyk B € NP plati, ze B <), A.
O jazyku A fekneme, Ze je NP-iiplnyj, pokud je NP-tézky a navic patfi do tfidy NP.  «

Pojem tplnosti mtizeme definovat pro libovolnou tfidu, nejen pro tfidu NP, v literatu-
fe se mnoho prostoru vénuje napiiklad PSPACE-tplnym problémtm. Jen v pfipadé tfi-
dy P bychom zjistili, Ze vzhledem k polynomidlni pfevoditelnosti by byly P-tipIné vSech-
ny netrividlni problémy v P. Za trividlni povaZujeme problém bez pozitivnich instanci,
ktery odpovida prazdnému jazyku, a problém bez negativnich instanci, ktery odpovi-
da jazyku vSech fetézcti. V8echny netrividlni problémy v P jsou na sebe totiz vzdjemné
polynomiélné pievoditelné. Kdybychom tedy chtéli studovat strukturu tfidy P a zaby-
vat se P-tiplnosti, nezbylo by ndm, nez dale omezit polynomialni pfevod. Obvykle se
P-taplnost definuje za pomoci pievodu s logaritmickym meziprostorem.

Pokud by se ukéazalo, Ze né€jaky NP-tplny problém patii do P, platilo by P = NP.
ProtoZze se domnivdme, Ze tato rovnost neplati, pfedpoklddame také, Ze je-li problém
NP-tplny, pak nejspis nepatii do P a zjistime-li tedy o néjakém problému, Ze je NP-tipl-
ny, jsou nase Sance na nalezeni polynomidlniho algoritmu fe$ici tento problém velmi
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malé, pfinejmensim se to dosud nikomu nepodaftilo. Na druhou stranu se d4 ukazat,
ze je-li P ¢ NP, pak existuji i jazyky, které sice nejsou NP-tipIné, ale patii do NP \ P,
a skutecné existuji i praktické problémy, u kterych byly zatim veskeré snahy o nalezeni
polynomiélniho algoritmu marné, ale na druhou stranu nejsme zatim schopni dokazat
&i vyvratit jejich NP-tiplnost?.

Chceme-li 0 néjakém problému A ukazat, Ze je NP-tplny, mtiZeme samoziejmé po-
stupovat podle definice a popsat, jak libovolny problém z NP polynomidlné pfevést na
A. Takovy diikaz je sice ponékud obtizny, diky tranzitivité ndm vsak staci jej provést jen
pro jeden problém, nebot mame-li uz néjaky NP-tiplny problém, miizeme dale vyuZzit
tranzitivity polynomidlni pfevoditelnosti a nasledujicho lemmatu.

Lemma 11.1.5 Necht A a B jsou jazyky pat¥ici do t¥idy NP. Plati-li A <}, B a je-li A NP-iiplny,
pak i B je NP-iiplny.

Diikaz: Tvrzeni plyne piimo z tranzitivity relace <}, zaru¢ené lemmatem 11.1.2 a defi-
nice NP-tipIného problému. |

Jak jsme jiz zminili, abychom mohli tohoto postupu vyuZzit, musime nejprve dokazat
tézkost néjakého problému p¥imo podle definice. V piipadé 1-tplnosti ¢i m-tplnosti byl
nejpfirozenéjsim tplnym problémem univerzalni jazyk L, a problém zastaveni Lyart,
v piipadé ttidy NP a polynomidlni pfevoditelnosti mtizeme podobné uvazit analogii
univerzalniho jazyka s omezenym ¢asem.

Problém 11.1.6: ExisTeNCE CERTIFIKATU (CERT)

Instance: Retézec w kédujici DTS M, Fetézec x a fetézec 1! pro n&jaké
teIN.
Otdzka: Existuje fetézec y s |y| < t, pro ktery plati, ze M(x, y) pfijme

v t krocich?
NS J

Vsimnéme si, Ze t je v instanci problému CERT zakédovédno undrné, to proto, Ze kdy-
bychom pouZili binarni kédovani, pak cas, ktery dovolime stroji M by byl exponencidlni
ve velikosti vstupu t, protoZze pfi bindrnim kédovani by byl kéd ¢t dlouhy jen log, t. My
vSak chceme omezovat pocet krokti stroje M pomoci ¢, a proto jeho hodnotu pfeddvame
zakédovanou unarné.

Véta 11.1.7 Problém CERT je NP-iiplny.

Diikaz: Nejprve ukdZeme, Ze problém CERT patii do tfidy NP. Necht U oznacuje uni-
verzélni Turingfiv stroj, ktery na vstup dostane w, x, y, 1/ a simuluje nad x a y préci
stroje M zakédovaného ve w. Pokud M pfijme v t krocich, U pfijme, v opaéném piipadé
U odmitne. Z toho, jak jsme si popisovali univerzalni Turingtiv stroj, 1ze ukazat, Ze ten-
to stroj nestravi pti praci nad vstupem o mnoho vic ¢asu, nezZ M, mél by mu stacit cas
O(# + |[w|t), kazdopadné U pracuje v polynomialnim ¢ase vzhledem k velikosti vstupu.

*Jde napf. o rozhodnuti, zda je dané formule ¢ v konjunktivné normélni formé ekvivalentni dané formuli
Y v disjunktivné normdlni forme.
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Nyni (w,x,1") € CERT, pravé kdyz existuje y, pro néz plati, ze |y| < t a U(w,x,y,1")
pfijme. Podle definice je tedy problém CERT € NP.

Zbyva ukéazat, ze CERT je NP-tplny. Necht A je libovolny jazyk z tfidy NP. To zname-
na, ze existuje jazyk B € P a polynom p(n), pro které plati, ze x € A pravé kdyz existuje
¥, [yl < p(Jx]) takové, ze (x,y) € B. Pfedpokladejme, Ze jazyk B je pfijiman TS M, jehoz
¢as je téZ omezen polynomem p(n), jako p prosté zvolime takovy polynom, ktery ome-
zuje jak délku y, tak délku vypoctu M. Necht w je fetézec kédujici TS M. Definujme
funkci f(x) = (w,x, 17D, Tuto funkci jisté zvladneme spoéitat v polynomidlnim &ase,
délka kédu w je konstantni a nezdvisld na délce fetézce x, a zndme-li hodnotu polyno-
mu p([x]), miizeme vygenerovat fetézec 17(M) v ¢ase p(|x|). Zbyvé ukézat, Ze x € A, pravé
kdyz f(x) € CERT.

Predpokladejme nejprve, Ze x € A, podle definice to znamend, Ze existuje y, jehoz
délka je omezena pomoci p(|x|), pro které plati, Ze (x,y) € B, tedy ze M(x,y) ptijme.
M(x,y) se zastavi v Case t = p(|x|), protoZe polynom p omezuje i délku vypoctu M nad
x a y. Podle definice problému CERT tedy (w,x,17(")) ¢ CERT.

Nyni piedpoklédejme, Ze f(x) = (w,x,1P(")) € CERT, podle definice problému CERT
to znamend, Ze existuje y, |y| < p(|x|), pronéz M(x, y) pfijme v p(|x|) krocich, tedy (x, y) €
B, potazmo x € A. m]

Problém CERT ve skute¢nosti neni nic jiného, nez pfeformulovani definice problému
ze tfidy NP, podobné jako v sobé univerzalni jazyk kédoval vSechny ¢aste¢né rozhod-
nutelné jazyky, CERT v sobé kéduje v8echny jazyky z tfidy NP, pokud se omezime na
hodnoty t, které jsou polynomidlni v délce |x|. Diky vété 11.1.7 tedy vime, Ze existuje né-
jaky NP-tplny problém, coZ je sice zajimavé, ale problém CERT je velmi umély a navic
ukazovat NP-téZkost né¢jakého problému pfevodem z CERT je asi stejné obtiZné, jako
bychom to ukazovali pfimo z definice. Zamé¥ime se proto na nalezeni néjakého praktic-
kého problému, o kterém bychom mohli ukazat, ze je NP-tplny.

11.2. Cookova-Levinova véta

Za nejzndméjsi NP-tplnym problém lze povaZovat SpLNiTELNOST, tedy otdzka, zda dana
formule v KNF je splnitelna.

Problém 11.2.1: SpLN1TELNOST FORMULE V KNF (SAT)

Instance: Formule ¢ na n proménnych v konjunktivné normalni
forme.
Otédzka: Existuje ohodnoceni proménnych t € {0,1}", pro které plati

@(t) = 1? Jinymi slovy, existuje ohodnoceni, pro které je ¢
splnéna?

- J

Véte, kterd ukazuje NP-tiplnost problému SprniteLNOsTI pfimo z definice tfidy NP,
se ikd Cookova-Levinova podle dvou védct, ktefi nezdvisle na sobé polozili zaklad
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teorie NP-taplnosti, Stephen A. Cook v [1] a Leonid A. Levin v [6]. Cook v8ak ve sku-
te¢nosti pouzival Cookovu prevoditelnost (viz poznamka 11.1.3), pojem polynomidlni
prevoditelnosti, ktery pouzivame my, pochazi od Richarda M. Karpa z [5]. My ukaze-
me NP-tiplnost problému SpLniTELNOSTI ve dvou krocich. Nejprve ukdaZeme NP-tplnost
problému KacHLiKoVAN{, poté pfevodem z KAcHLIKOVANT na SPLNITELNOST teprve ukaZze-
me Cookovu-Levinovu vétu.

Problém 11.2.2: KacHrikovANi (KACHL, anGricky TILING)

Instance: Mnozina barev B, pfirozené ¢islo s, ¢tvercovd sit S velikosti
s x s, hrany jejichz krajnich poli¢ek jsou obarveny barvami
z B. Déle je soucasti instance mnoZina K ¢ B x B x B x B
s typy kachlikd, které odpovidaji ¢tverci, jehoZ hrany jsou
obarveny barvami z B. Tyto kachliky maji pfesné
definovany horni, dolni, levy i pravy okraj a neni mozné je
otacet.
Otazka: Existuje pfipustné vykachlikovani ¢tvercové sité S kachliky,
jejichz typy jsou v mnoziné K? Pfipustné vykachlikovani je
takové pfifazeni typt kachlikti jednotlivym polim ¢tvercové
sité S, v némz kachliky, které spolu sousedi maji touz barvu
na vzajemneé dotykajicich se hranach a kachliky, které se
dotykaji strany S, maji shodnou barvu s okrajem. Jednotlivé
typy kachlikii 1ze pouZzit vickrét.
- J
Ackoli obvykle se pod Cookovou-Levinovou vétou rozumi diitkaz NP-tiplnosti splni-
telnosti, zistaneme u tohoto ndzvu i v pfipadé Kachlikovani. Hned nasledujici problém,
jehoz NP-tplnost si ukdZeme, bude jiZ splnitelnost logické formule v konjunktivné nor-
malni formé, a mtiZzeme to tedy brat i tak, Ze teprve potom budeme mit ukazanou pt-
vodni Cookovu-Levinovu vétu.

Véta 11.2.3 KACHL je NP-uplny problém.

Dikaz: VSimnéme si nejprve, Ze KACHL € NP. To plyne z toho, Ze dostaneme-li vy-
kachlikovani sité S, tedy pfifazeni typti kachliktl jednotlivym policktim, dokdZzeme oveé-
fit v polynomidlnim case, jde-li o pfipustné vykachlikovéni. Ve skute¢nosti tiloha nale-
zeni spravného vykachlikovéni je polynomidlné ovétitelnd a patii tedy do NPF, proto
jeji rozhodovaci verze patii do NP.

Necht A ¢ {0,1}" je libovolny problém, ktery patfi do NP, ukaZeme, Ze A <, KACHL.
Podle definice NP-tiplného problému to bude znamenat, Zze KACHL je NP-téZky, a pro-
toZe patfi do NP, tak i NP-tplny problém. To, Ze A € NP, podle véty 9.5.4 znamen4,
ze existuje NTS M, ktery ptijima A (tj. A = L(M)), a pocet krokt kazdého p¥ijimajictho
vypoctu je omezen polynomem p(n), bez Gjmy na obecnosti mtizeme pfedpokladat, ze
p(n) > n, v opatném piipadé by M nepiecetl ani cely sviij vstup a pokud by platilo, ze
p(n) < n, staéi vzit max{p(n),n} misto p(n). Ptipomenime si, Ze podle definice x € A,
pravé kdyz existuje pfijimajici vypocet NTS M nad vstupem x, ktery ma délku nejvys
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p(|x]). Necht M = (Q, %, 6,40, F), kde Q obsahuje stavy gp a g1 a {0,1,1} ¢ X. Abychom si
zjednodusili situaci, budeme predpokladat, Ze M spliiuje nasledujici pfedpoklady:

1. F={q1}, . M ma jediny ptijimajici stav g; rtizny od go.

2. Pro kazdé a € ¥ je 6(q1,a) = @, j. z pFijimajiciho stavu neexistuje definovany pie-
chod.

3. Pocatecni konfigurace vypada tak, zZe hlava stoji na nejlevéjsim symbolu vstupniho
slova x, které je zapsdno poc¢inaje od levého okraje vymezeného prostoru délky
p(|x|). Zbytek pasky je prazdny.

4. Béhem vypoctu se hlava M nepohne nalevo od mista, kde byla v pocate¢ni konfi-
guraci, tj. mimo vymezeny prostor.

5. Pfijimajici konfigurace je dana jednoznaéné€ a vypada tak, ze paska je prazdna
a hlava stoji na nejlevéjsi pozici vymezeného prostoru. To odpovida tomu, Ze nez
se M rozhodne pfijmout, smaZe nejprve obsah pasky a pfesune hlavu k levému
okraji vymezeného prostoru.

Neni tézké ukazat, Ze ke kazdému NTS M; 1ze zkonstruovat NTS M;, ktery pfijima tyz
jazyk jako My, ,déla totéz” a splriuje uvedené podminky. Vétsinu zminénych pfedpo-
kladt jsme jiz dfive pouzili, naptiklad p¥i konstrukci univerzalniho TS. Bez Gjmy na
obecnosti tedy mtZeme ptredpokladat, Ze M spliiuje uvedené podminky.

Necht x je instance problému A, popiSeme, jak z M, polynomu p a instance x vytvofit
instanci Kachlikovéani, pro kterou bude platit, Ze v ni existuje p¥ipustné vykachlikovani,
pravée kdyz existuje pfijimajici vypocet M(x), tj. M(x) pFijme.

Idea dtikazu je takovd, Ze hrany barev mezi dvéma fadky kachliki budou kédovat
konfigurace vypoc¢tu NTS M nad vstupem x. Vhodnym vybérem kachlikti zabezpedi-
me, Ze v pfipustném vykachlikovani bude fada kachlikii simulovat zménu konfigurace
na nésledujici pomoci pfechodové funkce. Horni a dolni okraje sité S obarvime tak, aby
barvy urcovaly pocéatecni a pfijimajici konfiguraci, obé jsou dané jednoznacné, pfijima-
jici zcela jednoznaéné€, pocéteéni je sice zavisld na x, ale pro dané x je jiz jednoznacna.
Konstrukce je ilustrovana na obrdzku 11.1. Barvy kachlikt tedy budou odpovidat sym-
boltim, které potiebujeme pro zakédovani konfigurace, ale budeme potfebovat i pomoc-
né barvy pro pfenos informace o stavu o kachlik vlevo nebo vpravo. PoloZime tedy

B=XuQxXu{qr,qr|q¢cQ}

Vyznam téchto barev se ozfejmi pfi konstrukci jednotlivych typt kachlikti. Zatimco
vstupni abecedou stroje M je jen {0,1, A}, nebot x musi byt bindrni fetézec, pracovni
abecedu stroje M nijak neomezujeme, a proto zde pouzivdme obecnou abecedu X, pfi-
¢emz pfedpoklddame, Ze A € X. V dal$im textu budeme oznacovat policko sité S na
i-tém fadku a v j-tém sloupci pomoci S[7, j], kde i,j € {1,...,s}. Jak jsme zminili, cilem
je, aby fada barev mezi dvéma fadami kachlikti odpovidala konfiguraci. Barva (g,a) v té-
to konfiguraci bude kédovat policko na pasce, nad kterym se vyskytuje hlava, pficemz
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Simulace vypoctu M (x)

S EEEEEEEEES =

(|z))d =

Simulace vypoctu M (x)

S RREEEEEERE =

(lI1~, )\) D R R P by

Kopirovani prijimajici konfigurace

D RECEEREERE =

(Qh )\) B N LT T PP P PP A

Obrazek 11.1.: Pfehled pfevodu obecného problému A € NP na problém KACHL. Hor-
ni hrana ¢tvercové sité je obarvena pocate¢ni konfiguraci, spodni hrana
prijimajici konfiguraci, boky jsou obarveny symbolem A. Pro ukazku je
zde tadek kachliki s provedenim instrukce (4,5, R) € 6(g,a), dva kach-
liky slouZzi k provedeni instrukce, na ostatnich mistech je jen kopirovaci

kachlik pro okopirovani barev na dalsi fddek. Po ukonceni vypoctu je
dokopirovéna pifijimajici konfigurace az ke spodni hrané ¢tvercové sité.
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g oznacuje stav, ve kterém se M nachdzi, ostatni policka konfigurace budou obarvena
barvou odpovidajici symbolu na daném misté.

Velikost jedné strany ¢tvercové sité polozime s = p(|x|), vSimnéme si, Ze p(|x|) omezuje
nejen pocet konfiguraci v pfijimajicim vypoctu, ale i pocet bunék, které stihne M pti
vypoctu nad x popsat, tedy i délku slova na pésce v konfiguraci.

PopiSme nyni, jakymi barvami budou obarveny okraje ¢tvercové sité S. Bo¢ni strany
budou obarveny barvou A, horni strana bude obarvena pocate¢ni konfiguraci a dolni
strana konfiguraci ptijimajici. Pfesnéji, necht x = x;...x,, kde x; € {0,1} proi=1,...,n.
Pak horni hrana nejlevéjsi horni buriky S[1,1] bude obarvena barvou (qo, x1), pficemz
je-li vstup x prazdny, tj. n = |x| = 0, pak je obarvena barvou (qo, A). Horni strany policek
S[1,2],...,S[1,n] jsou obarveny popofadé symboly x», ..., x,. Horni hrany zbylych poli-
¢ek prvniho fadku S[1,n+1],...,5[1,s] budou obarveny barvou A, odpovidajici prazd-
nému policku. Levé hrany polic¢ek v prvnim sloupci budou obarveny barvou A, stejné
jako pravé hrany policek v s-tém sloupci. Spodni hrana sité S bude obarvena jedno-
znaénou piijimajici konfiguraci, tedy spodni hrana levého dolniho poli¢ka S[s, 1] bude
mit barvu (g1, 1), dalsi policka dolniho tadku S[s, 2], ..., S[s, s] budou mit spodni hrany
obarveny barvou A.

Do typt kachlikti zakédujeme piechodovou funkci Turingova stroje M, ¢imz dosah-
neme toho, Ze spravné vykachlikovani fadkt 2 aZ s bude odpovidat vypoctu M nad x.
Navic pfiddme moZznost kopirovani pfijimajici konfigurace tak, abychom oSetfili i p¥i-
pad, kdy vypocet M nad x skon¢i po méné nez p(|x|) krocich.

Pro kazdy symbol a € X nejprve pfiddme typ kachliku:

(D

a

Tento kachlik bude odpovidat tém mistiim konfigurace, ktera pfechodova funkce nemé-
ni, protoZe se nad nimi nevyskytuje hlava v pfedchozi ani v nésledujici konfiguraci.

Pro kazdy stav g € Q a kazdy znak a € X nyni popiSeme kachliky, které je nutno pfidat,
abychom zabezpecili provedeni moznych pfechodti danych funkci 6(g, 2). Pfipomenime,
Ze misto na pasce, kde je hlava, oznac¢ujeme dvojici (g,a), kde g je stav, v némz se M na-
chézi a a je ¢teny symbol. Volbou kachliki musime zabezpecit jednak spravné provede-
ni instrukce, jednak to, aby ve sprdvném vykachlikovéni byla v kazdé konfiguraci praveé
jedna dvojice (g,a), musime si tedy dat pozor, aby se kachliky odpovidajici jednotlivym
instrukcim nepomichaly mezi sebou.

Pokud 6(g,a) = @, neptidame p¥irozené nic.

Pro kazdy stav q4' € Q a znak a’ € ¥, pro které plati, ze (4',a’,N) € 6(q,a), §j. z (q,a)
lze piejit do stavu g’ s pfepsanim symbolu a na 4’ a s tim, Ze hlava zlistane na misté,
pfiddme kachlik:
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(ID)

(9,4)

(q',a")

To odpovida tomu, Ze pokud nevykondvame zddny pohyb, pouze zménime stav a pfe-
piSeme symbol.

Pro kazdy stav g’ € Q a znak a’ € X, pro které plati, ze (q',a’,R) € 6(q,a), tj. z (9,a) 1ze
prejit do stavu g’ s pfepsanim symbolu a na a’ a s tim, Ze se hlava pohne vpravo, pfidame
pro kazdé b € X kachliky:

(III) IV)

(9,4) b

A R qr A
a’ (4',b)

To odpovida tomu, Ze pfi pohybu doprava pfesuneme hlavu o jednu butiku vpravo,
stav si zapamatujeme v bo¢ni hrané. Pro pfeneseni stavu pfitom vyuZzijeme barvu gx
s indexem R, zapamatujeme si tedy i smér pohybu, a to proto, aby se nAm nepomichaly
dvojice kachlikti pro pohyb doleva a pohyb doprava.

Podobné pro kazdy stav ¢’ € Q a znak a’ € ¥, pro které plati, ze (¢',a’,L) € 6(q,a), .
z (q,a) 1ze ptejit do stavu g’ s pfepsdnim symbolu a na a’ a s tim, Ze se hlava pohne vlevo,
pfiddme pro kazdé b € X kachliky:

(V) (VI)

b (9,a)
A qr,
(q',b) a

Tim, Ze nyni pouZzivdme verzi 4; stavu q’, nepomichaji se ndm ptechody doprava a do-
leva mezi sebou.

Vypocet stroje M nemusi skon¢it pfesné po s = p(n) krocich a mohlo by se tedy stat, ze
bychom s dosud uvedenymi typy kachlikti nemohli dokachlikovat zbylé fady ¢tvercové
sité S po ukonceni vypoctu. Za tim ticelem pfiddme kachlik umozZnujici spolu s (I) pro
a = A okopirovani prijimajici konfigurace. V této konfiguraci je paska prazdna a i ¢tenym
symbolem je prazdny znak A, sta¢i nam tedy pridat nasledujici kopirovaci kachlik:
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(VII)

(411/\)

(91, 1)

Protoze z pfijimajictho stavu gq; nevede v M Zadny pfechod, v okamZiku, kdy zac¢ne-
me tento stav kopirovat timto typem kachliku, musime s tim vytrvat az do posledniho
radku.

Funkce f, kterd bude prevadét instanci problému A na instanci problému KACHL
provede pravé popsanou konstrukdi, tj. z popisu M a instance x vytvo¥i instanci (B, K; s, S),
kde mnozina K obsahuje popsané typy kachlik(i a pod S minime obarveni okraji sité.
Tuto konstrukci je zfejmé moZné provést v polynomidlnim case. VSimnéme si, Ze veli-
kost reprezentace M je nezavisla na velikosti instance A a jde tedy o konstantu, jediné
co je v konstrukci zavislé na velikosti vstupu je tedy rozmér sité s = p(|x|) a obarveni
horniho okraje S poc¢ate¢ni konfiguraci.

Zbyva ukazat, ze x € A, pravé kdyz m4 takto zkonstruovana instance prefprob:kachl-
KACHL pfipustné vykachlikovani.

Predpoklddejme nejprve, Ze x € A, to znamend podle definice, Ze existuje pfijimajici
vypocet M(x) dany posloupnosti konfiguraci Kj = Ky, ..., K; = Kf, kde Kj je poc¢ate¢ni
konfigurace M pti vypoctu nad x a Kr je jednoznacné dana pfijimajici konfigurace. Podle
predpokladu plati, ze t < p(|x|) a délka slova na pasce v kazdé konfiguraci je rovnéz
nejvys p(|x|). PopiSeme, jak s pomoci konfiguraci K, ..., K; obarvit sit S. Intuitivné je
jasné, jak toto vykachlikovani bude vypadat, mame-li vykachlikovanych i fad, kde i ¢
{0,...,t =1} s tim, Ze barvy na spodni hrané fady i odpovida konfiguraci K; (je-li i =
0, pak jde o barvy horniho okraje S, vime, ze ty odpovidaji Kj = Ko, zdkladni krok je
tedy splnén), vykachlikujeme (i+1)-ni fadu s odsimulovanim p¥islusné instrukce, ktera
vedla k pfechodu z K; do Kj;1. Takto se dostaneme k K; = Kr a poté dokopirujeme Kr
az na posledni fadek ¢tvercové sité S. Inspekci jednotlivych kachlikti bychom ovéfili, Ze
instrukci Ize vzdy odsimulovat, vétsina kachlikt by byla typu (I), tedy kopirovacich na
mistech beze zmény, v misté provedeni instrukce bychom pouZili odpovidajici kachlik
(II), dvojici (III) a (IV), nebo dvojici (V) a (VI). Horni barva kachliku (III) nebo (V)
je dana tim, co se v K; na pfislusném misté nachdzi za znak. Kopirovani Kr do konce
(je-li tfeba), pak zabezpeci kachlik (VII) ve spolupréci s (I) pro a = A. Detailni rozbor
pfipadt ponechame na ¢tenafi.

Nyni pfedpoklddejme, Ze existuje piipustné vykachlikovani ¢tvercové sité S. Potie-
bujeme ukézat, ze faddky barev mezi jednotlivymi faddky kachlikt urcuji posloupnost
konfiguraci v pfijimajicim vypoétu M nad x. Postupujme opét indukci podlei =0, ...,s,
necht b;1,...,b;s € B je posloupnost barev mezi i-tym a (i + 1) nim fadkem vykachliko-
vani ¢tvercové sité S, pficemz je-li i = 0, oznacuji barvy b;1,...,b;; horni barvy S a je-li
i = 5, oznacuji tyto barvy spodni barvy S. Musime ukézat tyto dvé vlastnosti pro kazdé
i=0,...,s:
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1. Vposloupnostib;y,...,b;sje pravé jedna barva typu (g,a) € Qx X, ostatni jsou typu
a € X, tj. posloupnost b; 1, ..., b; s uréuje konfiguraci K;.

2. Pro takto urcené konfigurace plati, Ze K; Ize z K;_; vytvorit pfechodem pomoci
prechodové funkce 6 proi>0a Ky = Kj.

Obé vlastnosti jsou jisté splnéné pro i = 0. Pfedpoklddejme nyni, Ze jsou splnény pro
i €{0,...,s} aukazme, Ze plati pro i + 1. Ve skute¢nosti obé vlastnosti opét jednodu-
Se plynou z toho, jaké kachliky mame k dispozici. Podle indukéniho predpokladu se
na fadku barev b;,...,b;s vyskytuje pravé jedna pozice, feknéme k, pro kterou plati,
Ze bjx = (g,a) pro néjaky stav g € Q a znak a € X. To znamend, Ze v (i + 1)-nim Fadku
kachlikd je praveé jeden kachlik s horni barvou (g,4), a to na pozici S[i + 1,k], ostatni
maji horni barvu typu c € X. Rozborem pfipadt ovéfime, Ze obé pozadované vlastnos-
ti jsou splnéné i pro fadek barev b, ,...,bi115. Pfedné si vSimnéme, Ze kachliky nam
neumoznuji vytvotit barvu (g,4) z ni¢eho, ale musi jit o barvu tohoto typu pfevede-
nou z pfedchoziho fadku, kachliky se spodni barvou (g',b), které nahofe nemaji barvu
(g,a) (4. kachliky typu (IV) nebo (V)) totiz vyzaduji aby nalevo nebo napravo od nich
byl odpovidajici kachlik s barvou (g,4) nahote a barvou a’ dole (tj. kachliky typu (III)
a (VI)). To znamend, ze pokud se ma nékde barva (g,a) objevit, musela vedle zmizet,
diky tomu ztstane zachovand prvni vlastnost. Tento pfenos vsak vzdy odpovidé prove-
deni instrukce diky tomu, jak jsme kachliky definovali, i druha vlastnost ztistane tedy
zachovand. Tim, Ze spodni hrana S je obarvena pfijimajici konfiguraci, je vynuceno, Ze
posledni fada barev kachliki bude odpovidat pfijimajici konfiguraci, ta se mtize kopi-
rovat nahoru, ale v kazdém p¥ipadé musi platit, Ze posledni konfigurace v posloupnosti
konfiguraci odpovidajicim barvam mezi fadami kachlikti musi byt pfijimajici. Formalni
rozbor pfipadt ponechdme na ¢tenafi.

Dostavame tedy, Ze posloupnost konfiguraci danych barvami na hranach mezi fadky
konce o vzajemnou korespondenci, a tedy médme-li pfipustné vykachlikovani, znamena
to, Zze M(x) pfijme. Z toho plyne, Ze x € A.

Timto jsme tedy dokoncili pfevod libovolného problému A € NP na Kachlikovani
a protoze Kachlikovani patfi do NP, znamena to, Ze Kachlikovani je NP-tplny pro-
blém. o

Nyni mtiZzeme pfistoupit k diitkazu toho, Ze problém splnitelnosti je NP-tplny.

Véta 11.2.4 (Cookova-Levinova) Problém SAT je NP-tiplny.

Diikaz: To, ze SAT patfi do NP, plyne z toho, Ze pokud dostaneme vektor t € {0,1}",
muizeme spocitat hodnotu ¢(t) v polynomialnim ¢ase. Certifikatem kladné odpovédi je
tedy spliiujici ohodnoceni. Toto ohodnocent je ve skute¢nosti feSenim tilohy splnitelnos-
ti, v niz chceme spliujici ohodnoceni nalézt a ne jen zjistit, zda existuje, tato tiloha tedy
patfi do NPF.

NP-tézkost splnitelnosti ukdZeme pfevodem z problému Kachlikovani. Uvazme in-
stanci Kachlikovani danou mnoZinou barev B, pfirozenym ¢islem s, ¢tvercovou siti S
velikosti s x s, jejiz okraje jsou obarveny barvami z B, a mnozinou typt kachlika K =
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{Ty,..., Tk} PopiSeme, jak zkonstruovat formuli ¢ v KNF, kterd bude splnitelna prave
tehdy, kdyz tato instance mé pfipustné vykachlikovani.

Formule ¢ bude vyuzivat s2. |K| proménnych Xjjkproi=1,...,s,j=1,...,5a k =
1,...,|K|. Konstrukci formule ¢ zajistime, Ze ve spliiujicim ohodnoceni bude hodnota
x;,jx = 1 odpovidat tomu, Ze na politko S[i, j] umistime kachlik Ty. V konstrukci pouZzi-
jeme néasledujici dvé mnoziny uréujici nekompatibilni dvojice kachlik:

V ={(p,q) | spodni barva T, se neshoduje s horni barvou T, }
H ={(p,q) | prava barva T, se neshoduje s levou barvou T}

tj. mnoZzina V obsahuje dvojice typti, jezZ nemohou byt umistény nad sebe, tedy verti-
kalné. Mnozina H obsahuje dvojice typti, jeZ nemohou byt umistény vedle sebe, tedy
horizontélné. Podobné mnozZiny si definujeme i pro barvy na okrajich, proi = 1,...,s
definujeme mnoziny U;, B;, L; a R;.

U; = {k | horni barva T} se shoduje s barvou horntho okraje S v j-tém sloupci}
B; = {k | spodni barva T} se shoduje s barvou spodntho okraje S v j-tém sloupci}
L; = {k | leva barva T} se shoduje s barvou levého okraje S na j-tém fadku}

R;j = {k | pravé barva T} se shoduje s barvou pravého okraje S na j-tém fadku}

Mnozina U; tedy obsahuje typy kachlikdi, jez mohou byt umistény na policko S[1,i],
mnozina B; obsahuje typy kachlikd, jez mohou byt umistény na poli¢ko S[s, i], mnozi-
na L; obsahuje typy kachlikti, jez mohou byt umistény na policko S[i,1], a kone¢né R;
obsahuje typy kachlikt, jez mohou byt umistény na policko S[i,s].

Konstrukci formule ¢ popiseme po ¢astech.

(I) Proi,j=1,...,s definujeme klauzuli
K]
Cij=V Xk
k=1
Klauzule C;; je splnéna, pokud je na policku S[i, j] pfifazen alespoti jeden typ
kachliku, ¢ili kdyZ existuje alespoti jedno k € {1,...,[K|}, pro nézje x; j; = 1.
(I) Proi,j=1,...,s definujeme
K| IK]
0(,‘,]‘ = /\ /\ (_‘xi,j,k \ —|xi,]‘,l).
k=11=k+1
Formule a; j je spInéna, je-li policku S[i, j] pfifazen nejvys jeden typ kachliku, ¢ili
pokud nejvys projednok € {1,...,|K[} plati x; jx = 1. Pokud by totiZ pro dva rtizné

indexy k,I € {1,...,[K[} platilo x; ;x = x;;; = 1, nebyla by klauzule (-x; jx v -x; 1)
splnéna.
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(III)

(IV)

(V)

(VD)

(VID)

(VIII)

(IX)

176

Proi,j=1,...,s definujeme

,31',]‘ = Ci,]' AN Ozi,]‘.
Formule §; ; je tedy spInéna, pokud polic¢ku S[i, j] ptitadime pravé jeden typ kach-
liku, ¢ili pokud existuje pravé jeden index k € {1,...,[K[}, pro ktery plati x; ; = 1.

Pro1<i<s-1,1<j<s definujeme formuli

7/1',]' = /\ (ﬂxi,j,p \Y _‘xi+1,j,q)'
(pg)eV

Formule y; ; je splnéna, pokud nad sebou umisténym poli¢ktm S[i, j] a S[i +1, j]
nejsou piifazeny nekompatibilni typy kachliki.

Prol1<i<s,1<j<s-1definujeme formuli

61',]’ = /\ (_lxi,j,p Vv —|xi,]'+1,q).
(pq)eH

Formule 0; ; je spInéna, pokud vedle sebe umisténym polickiam S[i, j] a S[i,j + 1]
nejsou pfifazeny nekompatibilni typy kachliki.
Definujeme formuli
S
€y = /\( \V xl,]',k)-
j=1\kel;
Formule ¢, je spInéna, pokud je na kazdém poli¢ku v prvnim faddku kachlik s bar-

vou shodnou s pfislusnym hornim okrajem.

Definujeme formuli
S
Ep = /\( \/ xs,]-,k).
j=1\keB;
Formule ¢; je spInéna, pokud je na kazdém policku v nejspodnéjsim fadku kachlik

s barvou shodnou s pfislusnym spodnim okrajem.

Definujeme formuli
S
& = /\( V xj,l,k)-
j=1 kEL/‘

N Y

Formule ¢; je splnéna, pokud je na kazdém policku v nejlevéjsim sloupci kachlik
s barvou shodnou s pfislusnym levym okrajem.

Definujme formuli
S
Er = /\( \/ xj,s,k)-
j=1 kER]'

Formule ¢, je splnéna, pokud je na kazdém policku v nejpravéjsim sloupci kachlik
s barvou shodnou s pfislusnym pravym okrajem.



S pomoci vy$e definovanych formuli nyni definujeme formuli ¢ jako

S

s s s-1 s s-1
gOZ/\/\ﬁi,]'/\/\/\)/Z‘,]‘A/\/\éi,]'AEu/\Sb/\c‘fl/\c‘Er.
i=1j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Z konstrukce okamzité vyplyva, Ze ¢ je formule v KNF a Ze velikost ¢ je polynomi-
alni v s a |K|, a v polynomidlnim ¢ase 1ze ¢ i zkonstruovat. Zbyva ukazat, Ze pro vycho-
z{ instanci problému Kachlikovéni existuje pfipustné vykachli¢kovani, pravé kdyz ¢ je
splnitelna formule. Ve skute¢nosti ukdZeme, Ze ze spliiujictho ohodnoceni formule ¢ 1ze
vycist pfipustné vykachlikovani ¢tvercové sité S a naopak z pfipustného vykachlikovani
1ze urdit spliiujici ohodnoceni formule .

Predpokladejme nejprve, Ze existuje piipustné vykachlickovani S kachliky z K. Oznac-
me pomoci S[i, j] index typu kachliku, ktery je na i-tém fadku a j-tém sloupci. Definujme
ohodnoceni, které pro kazdéi,j=1,...,sak=1,...,|K| pfifadi proménné x;,jx hodnotu

1 pokud je na policku S[i, j] kachlik typu Ty
Firjk = 0 jinak

Neni tézkeé ovetit, ze kazda z podformuli B; j, yi j, 0ij, €u, €, € @ € je timto ohodnocenim

splnéna, a tedy Ze i celd formule ¢ je splnéna.

Predpoklddejme na druhou stranu, Ze existuje splitujici ohodnoceni formule ¢ a pro
i,j=1,...,sak=1,...,|K|pomoci v[i, j k] ozna¢me hodnotu pfifazenou proménné x; ik
ve spltiujicim ohodnoceni. Diky tomu, Ze ohodnoceni spliiuje i formuli §; ;, existuje pro
kazdé i,j = 1,...,s pravé jedna hodnota k € {1,...,|K|}, pro kterou je v[i, j k] = 1. Na
pozici S[i, j] tedy ddme kachlik toho typu Ty, pro ktery je v[i, j, k] = 1. Lze snadno ovéfit,
Ze podminky zakédované do formuli y; j, 6; j, €u, €, € @ & zarucuji, Ze timto zptisobem
obdrzime p¥ipustné vykachlikovani S. ]

11.3. DalSi NP-uplné problémy

Nyni, kdyZ méame k dispozici prakticky NP-tiplny problém, mtiZeme jej pouzit k di-
kazu NP-tézkosti fady dalsich problémti. My si ukdzeme nékolik zakladnich problémii,
jmenovité ptijde o splnitelnost logické formule v KNF (SAT), splnitelnost logické formu-
le slozené z klauzuli délky 3 (3-SAT), vrcholové pokryti grafu (VP), hamiltonovskou
kruZznici v grafu (HK), trojrozmérné parovani (3DM) a loupezniky (LOUP), dtikazy
tézkosti vSech téchto problémi se objevilo jiz v Karpové ¢lanku [5]. Zminime i néko-
lik variant t&chto problémt, diikazy jejich tézkosti si ukazeme v rdmci cvi¢eni. Ucelem
této casti a ukazky téchto pfevodi je sZit se s konceptem pfevodu. Soucasné je nasim
cilem sezndmit se s rznorodymi pfevody a problémy v nadé€ji, Ze znalost obojtho mtize
pomoci ¢tenafi k ptipadnému diikazu tézkosti problému, jenZ se mize objevit v praxi.
Pokud narazime na problém, u néjz mame podezfeni, Ze by mohl byt NP-tézky, méla
by nase cesta sméfovat k néjakému seznamu NP-tiplnych tloh, v némzZ bychom se méli
snazit nalézt problém tomu nasemu podobny. V takovém piipadé se nAm miiZe stat, ze
nalezneme pfimo néjakou formu problému, ktery nés zajima. Jako zdroj fady znamych
NP-tplnych problémiti mize slouzit seznam v [3].
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11.3.1. Splnitelnost formuli v 3-KNF (3-SAT)

V pfipadé, Ze se néjaky problém, napiiklad splnitelnost, ukaze byt NP-tplnym, mtiZe-
me se ptat, jak bychom museli omezit zadani, abychom dostali jednodussi dlohu. Uz
splnitelnost formuli v KNF je vlastné jen zvlastnim piipadem obecné splnitelnosti, v niz
se zajimame o splnitelnost obecné formule zadané v libovolném tvaru. Zastaneme-li
u KNF, mtizeme tuto formu déle omezovat napiiklad tak, Ze budeme pfipoustét jen
kratké klauzule. Rekneme, Ze formule ¢ je v 3KNF, je-li ¢ v KNF a kazda klauzule ¢

obsahuje pravé tfi literdly.

Problém 11.3.1: SPLNITELNOST FORMULE V 3KNF (3-SAT)

Instance: Formule ¢ na n proménnych v 3KNFE, tj. konjunktivné
normélni formé, v niz kazda klauzule obsahuje praveé tfi
literaly.
Otédzka: Existuje ohodnoceni proménnych t € {0,1}", pro které plati
@(t) = 1? (tj. ohodnoceni, pro které je ¢ splnéna).
- J
Casto se v definici problému 3-SAT vyZaduije, aby v kazdé klauzuli byly nejvyse tii
literaly, to, Zze my vyZadujeme, aby byla kazd4 klauzule sloZena z pravé tif literdld, se
ndm bude hodit v dalsich prevodech. UkdZeme si, Ze i tento problém je stdle NP-tpl-
ny. Pouziti trojky neni ndhodné, protoZe analogicky definovany problém 2SAT je uz

N

polynomidlné feSitelny.

Véta 11.3.2 Problém 3-SAT je NP-tiplny.

Dikaz: Problém 3-SAT je jen zvlastnim piipadem problému SAT a z téhoZz divodu jako
v pfipadé problému SAT, patii i 3-SAT do tfidy NP. TéZkost problému 3-SAT ukéZeme
prevodem z problému SAT. Necht 1) je formule v KNEF, vytvofime z ni formuli ¢, v niZ
kazd4 klauzule bude obsahovat tfi literdly a pro niz bude platit, Ze ¢ je splnitelna tehdy
a jen tehdy, kdyz ¢ je splnitelna.

Predpokladejme, Ze 1 = CyA---ACy,. Uvazme libovolnou klauzuli C; = (e v---ve), kde
e1, ..., e jsou literdly (pozitivni ¢i negativni). Tuto klauzuli nahradime formuli v KNF
aj sloZzenou z klauzuli o tfech literdlech, kterd bude obsahovat literdly z C; a k nim pfi-
dané nové literély, které se budou vyskytovat jen v a;. Tato formule bude mit nasledujici
vlastnost. Je-li t ohodnoceni spliiujici C;, je mozné ohodnotit pfidané proménné tak, aby
i aj byla splnéna. Je-li naopak ' ohodnocent spliujici aj, pak ¢’ splituje i C;. Podle délky
klauzule, tedy hodnoty k, rozlisime tyto p¥ipady:

e Pokudk =1, pak necht y{, yé jsou nové proménné, které se nevyskytuji v ¢, s nimiz
definujeme

aj= (e vyl vl (e vyl v-yb) (e v -yl vyl (e v -yl v -yb).

e Pokud k = 2, pak necht y/ je nové pfidana proménné, jez se nevyskytuje v 1 a de-
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finujme ‘ '
aj=(ervervyl)(everv-y).

e Pokud k = 3, pak definujeme
(84 ji= C j

e Pokud k > 3, pak necht y{, ey y,{_3 jsou nové pfidané proménné, které se nevysky-
tuji v 1, s nimiz definujeme

@ = (erverv Y)Yy ves VIR) (~p v es v yh) (<l s v ek v )
Formuli ¢ nyni definujeme jako
m
¢ =/\aj
j=1

Z konstrukce okamzité plyne, Ze formule ¢ je v KNF a navic kazda jeji klauzule obsa-
huje prévé tfi literdly, navic ma ¢ polynomialni velikost vzhledem k velikosti i a 1ze ji
i v polynomialnim ¢ase zkonstruovat. Zbyva ukézat, Ze ¢ je splnitelnd, pravé kdyz ¢ je
splnitelna.

Predpoklddejme nejprve, Ze ¢ je splnitelnd, necht v je jeji splitujici ohodnoceni a necht
v" oznaduje ohodnoceni proménnych 1, jez jim pfifazuje touz hodnotu jako v, tj. pro
kazdou proménnou x ptivodni formule i poloZime v’(x) := v(x). Necht C; je libovolna
klauzule ¢, ji odpovidajici formule & je ohodnocenim v splnénd. Necht C; = (e1v---vey),
ukédzeme, Ze C; je ohodnocenim v’ splnéna, dohromady tedy dostaneme, Ze ¢(v) = 1.
Podle délky klauzule C;, tedy hodnoty k, rozlisime tyto ptipady:

e Pokud k = 1, pak jedna z klauzuli formule a; musi byt splnéna diky e;, tedy
v(e1) = 1. To proto, Ze dohromady obsahuji klauzule a; vSéechny mozné kombinace
liter4lt obsahujicich i a y}, vjedné z téchto kombinaci se musi stat, ze ohodnoceni
v vyhodnoti oba literaly s i/} a v} jako 0. Protoze i klauzule, jez obsahuje tuto kom-
binaci, musi byt splnéna, plati, ze v(e;) = 1 (pokud je e; negativni, tak ohodnoceni
pislusné proménné je ve skutecnosti 0).

e Pokud k = 2, pak opét jedna z klauzuli formule a; musi vynutit, Ze v(e;) = 1 nebo
v(ey) = 1, protoze dohromady obsahuiji i/ i ~y/, p¥i¢emz tyto dva literaly nemohou
byt soucasné splnény.

e Pokud k =3, pak @; = C; a Cj je tedy splnéna.

e Pokud k > 3, pak je kazda klauzule z a; splnéna ohodnocenim v. Pokud je v[y{] =
0, pak v a tedy i v’ ohodnocuje jeden z literdli e; a e; na 1. Podobné pokud je

o[y, ;] = 1, pak jeden z literalt ¢;_; a ¢, ohodnocuje v, tedy i v’ na 1. Pokud je
o[y;] =1ao[y, ,] =0, pak existuje 1 <i < k-4, pronézjev[y!] =1ao[y,,] =0.
Klauzule (-y) v ej2 v /), ;) patii do a(C) aje tedy splnéna ohodnocenim . Proto

musi byt e;,» ohodnocenim v a tedy i v’ ohodnoceno na 1. V kazdém ptipadé jeden
literdl z ey, ..., ¢ je ohodnocen v i v’ na 1 a tedy klauzule C; je splnéna.
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Nyni pfedpoklddejme, Ze ¢ je splnitelnd, tedy existuje ohodnoceni v, které ohodno-
cuje proménné ¢ a tato formule je jim splnéna. Rozsifime v o ohodnoceni pfidanych
proménnyich tak, aby nové vzniklé ohodnoceni v’ splnilo ¢. Necht C; = (e1 v --- v ¢) je li-
bovoln4 klauzule formule ¢. Pokud je k < 3, pak v8echny klauzule ; jsou splnény p¥imo
ohodnocenim v a na ohodnoceni pfislusnych y-ovych proménnych v téchto piipadech
nezalezi. Pokud k > 3, pak necht i je index literdlu e;, kterému ohodnoceni v pfifadi 1.
Polozme v'[y}] = 1pror<i-2av'[y}] =0pror>i-1.Pokud i< 3, pak v’ ptitadi viem
y-ovym proménnym 0 a pokud i > k — 2, pak ¢’ pfifadi véem y-ovym proménnym 1,
v obou téchto ptipadech jsou ziejmé vSechny klauzule a; splnény. Pokud je 3 <i <k -2,
pak klauzule a; obsahujici e, pro r < i jsou splnény diky pozitivnimu y-ovému litera-
lu a klauzule obsahujici e, pro r > i jsou splnény diky negativnimu y-ovému literalu,
okrajové klauzule jsou splnény diky své jediné y-ové proménné. Ta klauzule «;, ktera
obsahuje ¢;, je splnéna diky e;. o

Jak jsme jiz zminili, verze 2SAT, tj. splnitelnost formuli v KNF, kde kazda klauzule
obsahuje nejvys 2 literaly, je uZ polynomialné rozhodnutelnd. To plati i pro fadu dalsich
variant, za vSechny zmirfime monoténni formule, tedy formule, které obsahuji kazdou
proménnou jen pozitivné nebo jen negativné, tyto formule jsou vzdy splnitelné. Dalsi
dtilezitou variantou je splnitelnost hornovskych formuli, tedy problém HORN-SAT, je-
hoZ instance tvofi formule v KNF, kde kazda klauzule obsahuje nejvys jeden pozitivni
literal.

11.3.2. Vrcholové pokryti v grafu

V této casti si ukaZeme NP-tiplnost problému vrcholového pokryti v grafu.

Problém 11.3.3: VrRcHOLOVE POKRYTI (VP)

2 vz

Instance: Graf G = (V,E) a ptirozené &islo k

Otazka: Existuje mnoZina S ¢ V, kterd obsahuje nejvys k vrcholt
a z kazdé hrany obsahuje alespori jeden koncovy vrchol?
(Tj.|S|<ka(VeeE)[Sne+&].)

o J

Véta 11.3.4 Problém vrcholového pokryti je NP-tiplny.

Dikaz: Fakt, ze problém VP patfi do tfidy NP, plyne z toho, Ze pro danou mnoZzinu
S dokédzeme ovéfit v polynomidlnim case, jde-li o vrcholové pokryti spravné velikosti.
NP-téZkost dokdzeme prevodem z problému 3-SAT. Necht formule ¢ = CiA---ACy; s pro-
ménnymi U = {uy,...,u,} je instanci problému 3-SAT, tedy kazda klauzule Cy,...,Cy,
obsahuje prave tfi literdly. PopiSeme, jak na zédklad€ ¢ zkonstruovat graf G = (V,E) a &is-
lo k, pro néZ bude platit, ze v G existuje vrcholové pokryti velikosti nejvys k, pravé kdyz
@ je splnitelna.

Pro kazdou proménnou u; € U definujme podgraf T; = (V;, E;) s Vi = {u;,-u;} a E; =
{{ui, —u;}}, §. T; obsahuje jen dva vrcholy pro pozitivni a negativni literdl obsahujici u;
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a hranu mezi témito dvéma vrcholy. Vrcholové pokryti musi z této hrany vyuZit alespor
jeden vrchol, ma-li pokryt hranu v E;.

Pro kazdou klauzuliCj, j = 1,...,m pfidame Gplny podgraf na tfech novych vrcholech
a1[j], a2[f], a3[j]. Jde tedy trojahelnik, R; = (V’,E;), kde

Vi={mjl, a2[/], a3 (i1}
E; = {{a1 [j],ﬂz[j]}, {al [j],ll3[j]}; {az[j],bl3[j]}}

V&imnéme si, Ze vrcholové pokryti musi obsahovat alespori dva vrcholy z V;, ma-li
pokryt vsechny hrany z E.

Zbyva propojit tyto grafy mezi sebou hranami, jez spojuji vrcholy pro literdly s jejich
vyskyty v klauzulich. Predpokladejme, Ze pro kazdé j = 1,...,m, je klauzule C; = (xj v
yjvz;j), kdexj, y;j,zjjsou tfi rizné literaly (pozitivni nebo negativni). Pak pfiddme hrany
z R; do pfisludnych vrcholi literald, tedy mnozinu hran:

Ef = {{ai[) i} (@l v} e L] 213

V nasi konstrukci nakonec polozime k =n+2ma G = (V,E), kde

n m
v=UviuUV,

=

n m m
E=JE uJE ulJE/

Il
—_
1l
—_
Il
—_

1 1 1

Priklad konstrukce mtiZete nahlédnout v obrazku 11.2.

Z popisu konstrukce je ziejmé, Ze ji 1ze provést v polynomidlnim case. Zbyva ukézat,
ze G mé vrcholové pokryti velikosti nejvys k, prave kdyz ¢ je splnitelna.

Predpoklddejme nejprve, ze G ma vrcholové pokryti S ¢ V velikosti k = n + 2m. Pro-
toZe S musi pokryt alespor jeden vrchol z kazdého podgrafu T;, i = 1,...,n a alespon
dva vrcholy z kazdého trojahelniku Rj, j = 1,...,m, musi platit, Ze |S| > n+2m, a protoze
soucasné S| < n +2m, musi ve skutecnosti platit, Ze S pokryva praveé jeden vrchol z kaz-
dého T; a pravé dva vrcholy z kazdého R;. Definujme ohodnoceni ¢ : U — {0,1}, které
dané proménné u; € U piifadi

1 u;eS
t(u;) =
() {0 -u; €S

Diky tomu, Ze z kazdého T; je v pokryti S pravé jeden vrchol, je v definici t(u;) vzdy spl-
néna pravé jedna z podminek a jde tedy o dobie definované ohodnoceni proménnych
pravdivostnimi hodnotami. Necht C; = (x; v y; v z;) je libovolna klauzule formule ¢.
Mnozina S pokryva pravé dva vrcholy z trojihelniku R;, existuje v ném tedy jeden vr-
chol, ktery do S nepatii, necht je to bez Gjmy na obecnosti a1 ], protoZe hrana {a[j], x;}
musi byt pokryta mnoZzinou S, musi platit, Ze x; € S a tedy ohodnocent ¢ pfitadi literalu
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Ui U1 Un U Uus -U3 Uy Uy

az[l]

m[1]  as[1] m[2]  a3(2] m[3]  a3[3] m[4]  as[4]

Uy VvV -uy Viug Uy V U3 V Uy —U1 VUV Uy —Up V U3 V Uy

Obrazek 11.2.: P¥iklad pfevodu formule ¢ = (u; v =1 v uz) A (U v =tz Vv ug) A (=g v
Uy Vug) A (=up vV Uz v —iig) na instanci vrcholového pokryti, tedy graf na
obrazkusk=24+4=12.

xj hodnotu 1, tj. pokud x; = u; € S pro néjakou proménnou u; € U, plati t(u;) = 1 a pokud
x; = -u; € S pro néjakou proménnou u; € U, plati t(u;) = 0, v obou p¥ipadech je literdl
x; splnén ohodnocenim ¢, a je tedy splnéna i klauzule C;. ProtoZe to plati pro vSechny
klauzule, je t splriujici ohodnoceni ¢.

Nyni ptedpoklddejme, Ze ¢ je splnéna ohodnocenim f: U — {0,1} a definujme mno-
zinu S = {u; | t(u;) =1} u {-u; | t(u;) = 0}, mnozina obsahuje n vrcholti. Mezi hranami
z E vedoucimi z kazdého trojihelniku R; musi byt alespoii jedna pokryta néjakym vr-
cholem z S, nebot t je spliiujici ohodnocent, které tedy splituje néktery literdl z klauzule
C;. Zkazdého trojuhelniku sta¢i tedy vybrat dva vrcholy tak, aby byly pokryty jak hrany
zE ;, tak hrany z E;’ . Pfidanim téchto vrcholti do S dostaneme vrcholové pokryti celého
grafu velikosti k = n + 2m. |

Problémy, které s vrcholovym pokrytim tizce souvisi, jsou problémy kliky a nezavislé
mnoziny, jejich tézkost si ukdzeme v rdmci cviceni. Je zajimavé poznamenat, Ze hrano-
va verze tohoto problému, tedy hranové pokryti, kde hleddme co nejmensi mnozinu

hran takovou, Ze kazdy vrchol patii do jedné z nich, je polynomidlné fesitelna pomoci
algoritmu na hleddni maximdlniho pérovani v grafu.

11.3.3. Hamiltonovska kruznice v grafu

I dalsi problém, kterému se budeme vénovat, bude grafovy.
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( Problém 11.3.5: HamiLToNovskA KrRUZNICE (HK)

Instance: Graf G = (V,E).
Otazka: Existuje v grafu G cyklus vedouci pfes vSechny vrcholy?

Véta 11.3.6 Problém hamiltonovské kruZnice je NP-iiplny.

Dikaz: Mame-li k dispozici pofadi vrcholtl, snadno v polynomidlnim ¢ase ovéfime,
tvori-li hamiltonovskou kruznici, proto patii problém hamiltonovské kruznice do tfidy
NP.

TéZkost tohoto problému ukaZeme pfevodem z problému vrcholového pokryti. Uvaz-
me instanci vrcholového pokryti, tedy graf G = (V, E) a pfirozené &islo k. Zkonstruujeme
novy graf G' = (V'/,E'), pro ktery bude platit, ze v G’ existuje hamiltonovska kruZnice,
pravé kdyz v G existuje vrcholové pokryti velikosti k. Pro kazdou hranu e = {u,v} € E
definujeme podgraf G, = (V,E;), kde

Vi = {(uei),(vei)|1<i<6}a
B, = {{(wei) (wei+1)}[1<i<5}
o {{(vei), (vei+1)}[1<i<5}
o {{we D), @ed)) {(we3), (e 1)},

{(n,e,4),(v,6,6)}, {(u,e,6),(t,e,4)}}.

Graf G, je zobrazen na nésledujicim obrazku:

(u,e,1) (v,e,1)
(1,6,2) (0,¢,2)
(1,¢,3) (0,¢,3)
(1,6,4) (0,¢,4)
(1,¢,5) (0,¢,5)
(1,e,6) (0,¢,6)

Jediné vrcholy, k nimzZ v dalsi konstrukci ptipojime dalsi hrany budou (u,¢, 1), (1,¢,6),
(v,e,1)a (v,e,6), coz zarudi, ze hamiltonovska kruznice musi vstoupit i vystoupit z pod-
grafu G, jednim z téchto ¢ty¥ vrcholt. Jsou jen tfi zptsoby, jak muze tato cesta vypadat,
ty budou odpovidat tomu, jak pokryt hranu e v grafu G.
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(I) Cesta vstoupi do G, vrcholem (u,¢,1), vystoupi (u,e,6) a mezitim projde véechny
vrcholy (cesta je jednozna¢né dana).

(II) Nebo cesta vstoupi do G, vrcholem (v, ¢,1), vystoupi (v, ¢, 6) a mezitim projde vse-
mi vrcholy komponenty (toto je symetrické s pfedchozim pfipadem).

(III) Tteti moznosti je, Ze kruznice do této komponenty vstoupi dvakrét, jednou vr-
cholem (u,e,1), odkud jde p¥imo do (u,e,6) a ven, podruhé vstoupi do (v,¢,1)
a odejde pomoci (v,e,6).

Vzhledem k tomu, Ze graf je neorientovany, nezélezi na tom, jestli naptiklad v prvnim
pEipadé vstoupi cesta do G, vrcholem (u,e,1) a vystoupi (1, e, 6) nebo naopak. VSimné-
me si také, Ze pokud vstoupi cesta do G/, vrcholem (v, e, 1), vystoupi ve viech pfipadech
vrcholem (v,e,6), podobné to plati pro (u,e,1).

Do mnoziny vrcholt V' nového grafu G’ p¥idame jesté k vrcholt ay, ..., ax, jeZ pou-
Zijeme k vybéru k vrcholt vrcholového pokryti. Zbyva popsat, jak spojime jednotlivé
podgrafy G, a nové ptidané vrcholy a;.

Pro kazdy vrchol v € V zapojime jednotlivé grafy G, s v € e za sebe do Fetizku. Pfesnéj,
ozna¢me si stupenl vrcholu v pomoci deg(v) a ozna¢me si hrany grafu G, v nichz se
vyskytuje vrchol v pomoci ey1), . .., €[deg(v)], PFiCemZ na jejich pofadi nezélezi. Nyni
definujme mnoZinu hran

E; = {{(v,ev[i],6), (0 e, 1} 1<i< deg(v)}-

Vrcholy na koncich této posloupnosti, tedy (v,¢,[1],1) @ (0, €y[deg(0)],6) Pripojime ke
vSem vybérovym vrcholtim ay, ..., a;, hranami

E;J, = {{ail (U, €u[1]/ 1)}/ {ai/ (U/ €u[deg(v)]” 6)} | 1<i< k}
Zkonstruovany graf G’ = (V',E") vznikne spojenim popsanych &asti:

V'={ay,...,a}u|JV,
ecE

E'=JE,uJE,ulJE]

ecE veV veV

Tuto konstrukci je zfejmé mozné provést v polynomidlnim ¢ase, zbyva ukazat, Zze v grafu
G’ najdeme hamiltonovskou kruznici, pravé kdyz v grafu G existuje vrcholové pokryti
velikosti k.

Pfedpokladejme nejprve, Ze v G’ existuje hamiltonovska kruZznice, dand pofadim vr-
choltt uy, ..., u,, kde n = |V'|. Uvazme tsek této kruznice, ktery zac¢ina a konéi v nékte-
rém z vrcholt ay, ..., ax, pfi¢emz mezi tim Zddnym z nich neprochdzi. Necht tento tisek
zalinéd v a; a kondi v a; pro dva rtizné indexy i,j € {1,...,k}. Vrchol nasledujici po a;
v hamiltonovské kruznici musi byt (v, e,[1],1) pro né&jaky vrchol v € V. Vejde-li hamil-
tonovska kruznice vrcholem (v, €o[1]s 1) do Gév[l], musi z néj vyjit vrcholem (v, ev[l],6),
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odtud ptejde do (v, e,[2], 1), takto projde viechny grafy G, pro hrany e obsahujici vrchol
v az nakonec piejde z vrcholu (v, €;[geg(0)], 6) d0 4. Definujme nyni mnoZzinu vrcholi

S={v|@ie{l,....k})Eje{l,...,n}) [(4j = ai) & (u(js1modn) = (v, €op11, 1)1},

tvrdime, Ze jde o vrcholové pokryti v grafu G, pficemz jeho velikost je zfejmeé k. Necht
e = {u,v} jelibovolnd hrana grafu G, protoze uj, . .., u, ur¢uje pofadi vrcholti na hamilto-
novské kruznici, musi projit i podgraf G, vejde-li do tohoto podgrafu vrcholem (u,¢,1),
pak musi z pfedchozich tivah platit, Ze u € S, podobné pokud vejde vrcholem (v,¢,1),
musi platit, Ze v € S, tedy hrana e je pokryta.

Naopak uvazme vrcholové pokryti S velikosti k, miZeme uvazovat, Ze jde o mnoZinu
velkou pfesné k, pokud je mensi, doplnime do ni libovolné vrcholy tak, aby jeji velikost
byla k. Z popisu konstrukce plyne, jak pospojujeme jednotlivé podgrafy odpovidajici
hrandm. Predpokladejme, Ze S = {vy,...,v¢} € V. Mezi vrcholy a; a a;,1 (resp. a; pokud
i = k) povedeme cestu pies podgrafy G, pro e = e, [1],---,€,[deg(v;)] V tomto pofadi. Graf
G, ptitom projdeme zptisobem (I) nebo (II) pokud en S = {v;}, pokud plati e ¢ S, pak
pouzijeme zptisob (III). Vzhledem k tomu, Ze S tvofi vrcholové pokryti, projdeme takto
v8echny vrcholy grafu G’ a vznikne tedy hamiltonovskd kruznice. ]

Podotknéme, Ze problém hamiltonovské kruznice ma nékolik variant. Pfedné se mi-
Zeme ptat na existenci hamiltonovské kruznice v orientovaném grafu. V problému ha-
miltonovské cesty se ptdme, existuje-li v grafu cesta mezi dvéma vrcholy, jeZ jde pfes
vSechny vrcholy grafu, orientovaného ¢i neorientovaného, pfi¢emz pocatecni a konco-
vy vrchol hledané cesty mohou byt pfedepsané na vstupu. VSechny tyto varianty jsou
NP-tplné. Na druhou stranu rozhodnuti zda graf obsahuje eulerovsky tah, tedy tah,
ktery pouZije kazdou hranu praveé jednou, Ize ucinit v polynomidlnim case, at uz se jed-
né o tah uzavieny ¢i neuzavieny.

11.3.4. Trojrozmérné parovani

Dal$im problémem, jehoZ té€Zzkost si ukdZeme, bude trojrozmérné parovani (3D Matching).

p
Problém 11.3.7: TROJROZMERNE PAROVANT (3DM)

Instance: Mnozina M c W x X x Y, kde W, X, Y jsou po dvou
disjunktni mnoziny, z nichz kazda obsahuje praveé q prvki.
Otazka: Obsahuje M perfektni parovéni? Jinymi slovy, existuje
mnozina M’ ¢ M, |M'| = g, trojice v niZ obsaZené jsou po
dvou disjunktni?
- J

Véta 11.3.8 Problém 3DM je NP-iiplny.

Dikaz: Fakt, Ze tento problém patii do tfidy NP, plyne z toho, Ze pokud mame k dispo-
zici mnozinu M’ ¢ M, dokdZeme ovéfit v polynomidlnim ¢ase, jde-li o parovani velikosti

q.
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Obrazek 11.3.: Ukdzka mnozin T} (plnou ¢arou) a Tlf (¢arkované) pro piipad m = 3.

TeéZkost tohoto problému si ukdzeme pirevodem z problému SAT. Necht ¢ = C; A Cy A
-+ A Cy, je formule v KNF na proménnych U = {uy,...,u,}. Sestrojime instanci problé-
mu 3DM, pro kterou bude platit, Ze v této instanci existuje perfektni parovani, praveé
kdyzZ je ¢ splnitelnd. Konstrukci rozdélime na tfi ¢asti, nejprve vytvofime komponentu,
kterd bude ur¢ovat, jakou hodnotu kterd proménna dostane, poté vytvofime komponen-
tu, kterd bude zajistovat propojeni této hodnoty s klauzulemi, v nichZ se tato promén-
né vyskytuje, nakonec doplnime trojice tak, abychom dostali k splfiujicimu ohodnoceni
skute¢né perfektni parovani a naopak.

Za kazdou proménnou u;, i = 1,...,n pfiddme nové vnitini prvky a;[1],...,a;[m] do X
abi[1],...,bj[m] do Y. Do W pfidame prvky u;[1],...,u;[m] au;[1],...,u;[m]. Na téchto
prvcich vytvofime mnoZiny trojic Tif a T! takto (viz téz ptiklad na obrazku 11.3):

T = (@) alj],bilj]) | 1< j<m)
T/ = {(u;[j],a[(jmod m) +1],b;[j]) | 1 < j < m}
Ti=TiuT/

Protoze zadny z prvku a4;[j] ani b;[j] se nebude vyskytovat v jinych trojicich, je timto
vynuceno, Ze perfektni parovani bud musi obsahovat viechny trojice z T?, nebo vsechny

trojice z Tlf . Pokud obsahuije trojice z T, znamend to, Ze zadn4 dalsi vybrana trojice nesmi
obsahovat literél #;, tedy vynucujeme hodnotu 1, true pro u;, proto také Ti. Podobné

pokud obsahuje perfektni parovani trojice z Tlf , vynucujeme hodnotu 0, false, odtud T{ .
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Za klauzuli C; pfiddme novy prvek s1[j] do mnoZiny X, novy prvek s;[j] do mnoZiny
Y a mnozZinu trojic

Sj=A{(uiljl,s1ljl.s2[71) [ wi € Cj} v {(@il ], s1lj1,s2[j1) | i € Cj}

Prvky s1[j] a sz[j] se opét nebudou vyskytovat v jinych trojicich, diky tomu v per-
fektnim péarovani musi byt pravé jedna trojice z mnoziny S;. Navic pokud se trojice
(ui[7],s1[j],520j]) vyskytuje v perfektnim parovéni, znamena to, Ze u;[ j] se nemtize vy-
skytovat v jiné trojici a to znamend, Ze v tomto parovéni jsou vSechny trojice z Tf a zadna
z Tl.f . Podobné by to bylo, kdyby v perfektnim parovani byla trojice s negativnim litera-
lem.

Témito trojicemi jsme ale schopni v perfektnim péarovéni pokryt jen mn + m prvkh
z 2mn prvka w[jl,u;[jl,i = 1,...,n,j = 1,...,m. Z toho mn jich pokryjeme trojicemi
z T! nebo Tlf, i=1,...,n Trojicemiz Sj, j = 1,...,m pokryjeme dal$ich m prvka. Zbyva
tedy 2mn — (mn +m) = mn—m = m(n — 1) prvkda, jeZ nejsme zatim schopni pokryt, proto
pfiddme do mnoZiny M trojice, které ndm jejich pokryti zabezpeci. Do X pfiddme prvky
g1[k] ado Y prvky g»[k] obojiprok=1,...,m(n-1) a do M pfiddme mnoZinu trojic

G= {(ui[j]rgl[k]ng[k])/ (Hi[j]/gl[k]/gZ[k]) | 1<k< m(n_ 1)r1 <i<n, 1< ] < m}

Tim je konstrukce dokoncena, jesté si na zavér shriime jeji vysledek:

X={a[j]|1<i<n1<j<m}
uisiljl11<j<m}
vigiljl1<j<m(n-1);

Y={b[j]|1<i<n1<j<m}
Uisa[jl1<j<m}
U{gljl1<j<m(n-1)}

M=LnJTiuLan]UG

i=1 j=1

Ziejmé plati, e M € W x X x Y, navic [M| = 2mn +3m+2m*n(n-1) a |W| = |X| = [Y| = 2mn.
Velikost takto vytvofené instance trojrozmérného parovani je tedy polynomialné velka
a v polynomialnim case ji zfejmé lze i vytvofit.

Predpokladejme, ze v M existuje perfekini parovani M’, na jehoz zakladé zkonstruuje-
me ohodnoceni t, které bude splriovat formuli ¢. Necht i je libovolny indexz 1,...,n, jak
jsme jiz zdavodnili, v M’ jsou bud v8echny trojice z Tf, nebo vSechny trojice z Tlf , pokud
M’ obsahuje trojice z T!, definujeme #(u;) := 1, pokud M’ obsahuje trojice z T{ , definu-
jeme t(u;) = 0. Necht C; je libovolnd klauzule formule ¢, mnozina M’ musi obsahovat
pravé jednu z trojic z S, nebot to je jedind moZznost, jak mohou byt pokryty prvky s;[j]
a sp[j] a dvé obsahovat nemtize, protoZze kazdy z téchto prvkti musi byt pokryt pravé
jednou. Necht tato trojice je (u;[j],51[j],52[j]) pro néjaké i = 1,...,n. To znamen4, Ze u;
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je proménnd, vyskytujici se jako pozitivni literdl v klauzuli C;, navic musi platit, Ze ;[ j]
se nemtize vyskytovat v Zadné jiné trojici v M’, a proto M’ obsahuje trojice z Tf a nikoli
trojice z Tlf ,atedy t(u;) = 1, &imz je klauzule C; splnéna. Podobné bychom postupovali
v piipadé, kdy trojici v S; n M’ by byla (-u;[j],51[j],s2[j]), tedy pokud by obsahovala
negativni literdl, jediny rozdil by byl, ze bychom dostali, ze t(u;) = 0 a Ze C; je splnéna
diky negativnimu literalu —u;.

Pokud je naopak ¢ splnitelnd, zkonstruujeme perfekini parovani nasledovné. Necht
t : U - {0,1} je ohodnoceni spliiujici ¢ a necht z; oznacuje literal, ktery je v C; timto
ohodnocenim splnén pro j = 1,...,m. Pokud je takovych literalti vic, vybereme prosté
jeden z nich. Pak polozime

M = (L)J T (L)J T u{G il sl sl]) ] j=1,....m}uG,
tHu;)=1 t(u;)=0

kde G’ je mnozina vhodné vybranych trojic z G, které dopltiuji parovani o pokryti zby-
lych literalt. Neni t&zké oveétit, Ze takto definovana mnozina M’ tvoii perfekini parovani
M. ]

Je tfeba pfipomenout, Ze dvojrozmérna verze, tedy hledani maximalniho parovéani
v bipartitnim grafu, je tloha feSitelnd v polynomidlnim ¢ase naptiklad pomoci tokii
v sitich. Podobné i hledani maximélniho parovani v obecném grafu je stale polynomidlné
feSitelna tloha.

11.3.5. Loupeznici

Poslednim problémem, jehoZz téZkost si ukdZeme, je problém LoupeZnici, anglicky Parti-
tion. Cesky nazev pochézi z predstavy, Ze jde o déleni lupu dvou loupeZnikt na shodné
dily.

p
Problém 11.3.9: Loureznict (LOUP)

Instance: MnoZina prvka A a s kazdym prvkem a € A asociovana
cena (vaha, velikost, ...) s(a) € IN.

Otazka: Lze rozdélit prvky z A na dvé poloviny s toutéz celkovou
cenou? Pfesnéji, existuje mnoZzina A’ ¢ A takovd, ze

Yos(a)= > s(a)?

acA’ acANA’

o J

Véta 11.3.10 Problém LoupezZnici je NP-1iplny.

Dikaz: Fakt, Ze tento problém patti do tfidy NP, plyne z toho, Ze pro zadanou mnoZzinu
A’ je jisté snadné ovéfit, zda obsahuje prvky polovi¢ni ceny. Tézkost tohoto problému
ukaZeme pfevodem z trojrozmérného parovani. Uvazme instanci 3DM, tedy mnoZinu
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Mc W xXxY,kde |W| = |X| = Y| = g. VytvoFime instanci Loupezniki, tedy mnoZzinu
A a cenovou funkci s(a), pro néz bude platit, Ze M ma perfekini parovani, praveé kdyz
prvky v A lze rozdélit na dvé ¢asti s touz celkovou cenou.

Pfedpokladejme, ze M = {my,...,m}, W = {wy,..., wy}, X ={x1,..., x5 aY ={y1,..., yg}.
Jednotlivé prvky trojice m; si ozna¢ime jako w(;y, Xq(iy @ Y (i), §- funkce f (resp. h, ) vré-
ti k zadanému indexu trojice i index toho prvku trojice m;, ktery patii do mnoziny W
(resp. X, Y). Mnozinu prvkt A definujeme jako

A= {al,...,ak,b1,b2},

kde prvky ay, ..., a; odpovidaji trojicim my, ..., my a prvky by a by jsou pomocné a vyrov-
navaci, jejich tucel se ozfejmi pozdéji. Cenu s(a;) prvkua; proie {1,...,k} popiSeme jeji
bindrni reprezentaci, kterd bude rozdélena na 3q blok, znichz kazdy ma p = [log, (k+1) |
bitt. Kazdy z téchto blokti bude odpovidat jednomu z elementtt Wu X u'Y, pfesnéji viz
obrazek 11.4.

L P e T - [

w1 wWa « .. Wy 1 To ... Lq Y1 Y2 - .. Yq

Obrazek 11.4.: Oznaceni z6n bita v definici ceny s(a;) prvku a;.

Reprezentace s(a;) bude zaviset jen na prvcich trojice m;, tedy na wr(;y, Xo(iy @ Yn(i)-
Véha s(a;) bude mit nastaveny na 1 nejpravéjsi (tj. nejméné vyznamné) bity v blocich
oznacenych témito tfemi prvky, ostatni bity budou nulové. Formalné maZzeme tento fakt
zapsat jako

s(a;) = 2PGI=f(D) 4 op(23=8(D)  op(a-h(D))

ProtoZze pocet bitti, ktery potfebujeme na reprezentaci s(a;) je 3pq a tedy polynomidlni
vzhledem k velikosti vstupu, pfedpokldddme-li standardni bindrni reprezentaci vstup-
nich &isel, 1ze tyto ceny zkonstruovat v polynomidlnim ¢ase. O takto zkonstruovanych
cendch 1ze vypozorovat jeden dtileZity fakt. Pokud posc¢itdme ceny vSech prvku v které-
koli z6né, nemtize dojit k preteceni do dalsi zény, nebot jde o secteni nejvys k jednicek,
pri¢emZ pocet bitt v jedné zoéné je p = [log, (k + 1)| a vejde se do ni tedy i k + 1. Pfesnéji
ani pii potitani souctu Y, s(a;) nedojde k ptenosu jednicky z méné vyznamné zény do
vyznamnéjsi.
Pokud tedy polozime

3q-1
B= Y 2,
j=0

coz je ¢islo, kde v kazdé z6né nastavime na 1 nejméné vyznamny bit, mnozina A’ ¢ {g; |
1 <i <k} bude splitovat

> s(a) =B,

acA’
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pravé kdyz M’ = {m; | a; € A"} je perfekini parovani M. V tuto chvili jsme tedy ucini-
li pfevod problému trojrozmérného parovani na problém souctu podmnoziny, kde se
ptame, zda existuje vybér prvki s celkovou cenou rovnou zadané hodnoté.

Abychom dostali déleni na poloviny, doplnime do A dva prvky by a b, s cenami:

k

s(br) =2( Y s(a)) - B

i=1

s(b2) = ( Zk:s(ai)) +B

i=1

Na reprezentaci obou téchto vah ndm postaéi 3pg + 1 bitti. Pokud nyni A’ ¢ A splituje, Ze

> s(a)=") s(a),

acA’ aeANA’

pak se oba souéty musi rovnat2 ¥'¥ , s(a;), nebot to je polovina ze souctu cen viech prvki
>k s(a;)+s(b1)+s(by). Pritom plati, ze prvky b; a by se nemohou oba vyskytovat na jedné
strané, tj. nemohou byt oba v A’ nebo oba v A \ A’, protoze s(b;) +s(by) = 3%, s(a;).
Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, ze by € A" a by € A\ A’, z toho plyne, Ze

> s(a)=B,

acA’~ {bl}

a prvky v A’ bez b; tedy uruji perfektni parovani v M.

Nyni pfedpokladejme, ze M’ ¢ M je perfektni parovani a definujme A" = {a; | m; €
M'}. Jak jsme jiz zdtivodnili, musi platit, Ze Y ,c4/5(a) = B, a tedy Y ears(a) +s(by) =
25k s5(a;), coz znamend, ze mnoZina {a; | m; € M'} u {b } obsahuje prvky pravé polo-
vicni ceny.

Dohromady jsme ukézali, Ze v mnoZziné trojic M existuje perfektni parovani, pravé
kdyZz z mnoziny A Ize vybrat prvky poloviéni ceny. ]

11.4. Cviceni

Dukazy NP-uplnosti

1. UkaZte, Ze problémy Kliky a Nezdvislé mnoZiny jsou stejné t€Zké a Ze oba patii do
NP.

Problém 11.4.1: KLika

Instance: Graf G = (V,E) a pfirozené &islo k.

Otazka: Obsahuje G jako podgraf aplny podgraf (kliku)
s alespor k vrcholy?
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Problém 11.4.2: NEZAVISLA MNOZINA

Instance: Graf G = (V, E) a pfirozené ¢islo k.

Otazka: Existuje mnozina S ¢ V vrcholt takova, Ze zddné dva
vrcholy z S nejsou spojeny hranou a |S| > k?

2. UkaZte, ze problém vrcholového pokryti, ktery jsme probirali na prednasce, lze
polynomidlné pfevést na problém nezavislé mnoziny a Ze jsou tedy problémy Kli-
ky a Nezévislé mnoZziny NP-tplné.

3. UkaZte, ze problém hamiltonovské kruznice, ktery jsme probirali na pfednésce,
lze polynomidlné prevést na problém orientované hamiltonovské kruznice a na
nésledujici dvé varianty problému hamiltonovské cesty a Ze jsou tedy oba tyto
problémy NP-tézké. UkaZte, Ze jsou tyto problémy i ve tfidé NP a jsou tedy NP-
-aplné.

Problém 11.4.3: ORIENTOVANA HAMILTONOVSKA KRUZNICE (OHK)

Instance: Orientovany graf G = (V,E).

Otazka: Existuje v G cyklus, ktery projde kazdy vrchol praveé
jednou?

Problém 11.4.4: HAMILTONOVSKA CESTA z s Do t (HC(s,t))

Instance: Neorientovany graf G = (V,E), vrcholy s,t € V.

Otazka: Existuje v G cesta z s do ¢, kterd obsahuje kazdy vrchol
G pravé jednou?

Problém 11.4.5: HAmMIiLTONOVSKA cEsTA (HC)

Instance: Neorientovany graf G = (V,E).

Otazka: Existuje v G cesta, kterd obsahuje kazdy vrchol G
pravé jednou?

4. UkaZte, Ze problém obchodniho cestujiciho je NP-tplny. K dtikazu téZkosti vyu-
Zijte problému hamiltonovské kruZznice.
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Problém 11.4.6: OBcHoDNi cestujici (OC)

Instance: Mnozina mést C = {cy,...,c,}, vzdalenost d(ci,cj) eN
pro kazda dvé mésta ¢;, ¢j € C, pfirozené ¢islo B
Otazka: Existuje cyklus, ktery navstivi kazdé mésto prave
jednou a jehoZ délka nepresahuje B? Jinymi slovy,
existuje permutace 7: {1,...,n} - {1,...,n} takovd, ze

n-1

Y- d(Cr(iys Crinn)) + A(Crny, Cr1y) < B?
ia

5. UkaZzte, Ze problémy existence pfipustného feSeni celo¢iselného programovani
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a 0-1 celo¢iselného programovani jsou NP-téZkosti. K dtikazu pouZijte néktery
znasledujicich problém: Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcholové po-
kryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruZnice, Obchodni cestujici nebo
LoupeZnici.

Problém 11.4.7: EXISTENCE PRiIPUSTNEHO RESEN{ CELOCISELNEHO PROGRAMOVA-
Ni (IP)

Instance: Celociselnd matice A typu n x m, vektor b € Z".

Otazka: Existuje vektor x € Z™, ktery spliiuje, Ze Ax > b?

Problém 11.4.8: EXISTENCE PR{IPUSTNEHO RESENI CELOCISELNEHO PROGRAMOVA-
Ni (0-1IP)

Instance: Celociselnd matice A typu n x m, vektor b € Z".

Otazka: Existuje vektor x € {0,1}", ktery spliiuje, ze Ax > b?

UkaZte navic, Ze problém 0-1IP patii do NP, proc¢ neni tak jednoduché ukézat, ze
i obecna verze IP patfi do NP?

S pouzitim problému LoupeZnici ukaZte, Ze problémy Batoh a Rozvrhovéni jsou
NP-tuplné.



Problém 11.4.9: BAToHn

Instance: Mnozina pfedmétti U, s kazdym prvkem u € U jeho
velikost s(u) € IN a cena v(u) € N, pfirozend ¢isla B a K.

Otdzka: Existuje mnozina U’ ¢ U, pro kterou plati, ze

Y s(u)y<B a Y ov(u)>K?

uell’ uell’

tj. 1ze do batohu velikosti B zabalit pfedméty s cenou
alespori K?

Problém 11.4.10: RozvRHOVANI{

Instance: Mnozina tloh U, s kaZdou tilohou u € U asociovanéd
délka zpracovani d(u) € IN, pocet procesort m € N
a limit na délku zpracovani D € IN.

Otazka: Lze rozdélit prvky z mnoziny U do po dvou
disjunktnich mnozin Uy, ..., U, tak, aby

max{ ) d(u)|1<i<m}<D?
uel;

tj. 1ze ptifadit tlohy z mnoziny U na m procesorti tak,
aby spocitani dloh na vech procesorech skoncilo
nejpozdéji v ¢ase D?

P¥i rozvrhovini ve skutecnosti minimalizujeme D p¥i pevném poctu procesorii. Pokud mi-
nimalizujeme m p¥i pevném D, ¥ika se této 1iloze Bin Packing. Rozhodovaci verze obou
iiloh jsou ale stejné a jde o popsany problém Rozvrhovdni.

. S pomoci nékterého z problémi Kachlikovéni, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovskd kruznice, Obchodni cestujici
nebo LoupeZnici ukaZte, Ze nésledujici problém je NP-tplny:

Problém 11.4.11: KOSTRA S OMEZENYM STUPNEM

Instance: Graf G = (V,E) a ptirozené ¢islo k > 0.

Otazka: Obsahuje graf G kostru, v niz vSechny vrcholy jsou
stupné nejvys k?
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S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici
nebo LoupezZnici ukaZzte, Ze nédsledujici problém je NP-tplny:

Problém 11.4.12: PRESNE POKRYT{ 3-PRVKOVYMI MNOZINAMI (X3C)

Instance: MnoZina X s |X| = 37 a mnoZina trojic C ¢ X°

Otazka: Existuje C’' c C takovd, Ze kazdy prvek z X se vyskytuje
v pravé jedné trojici z C'?

S pomoci nékterého z problémii Kachlikovéni, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodnf cestujici
nebo LoupeZznici ukaZte, Ze nasledujici problém je NP-tplny:

Problém 11.4.13: DoMINUjJici MNOZINA

Instance: Graf G = (V,E), kladné ¢islo k > 0

Otdzka: Existuje mnoZina vrcholti V' ¢ V, |V'| < k takovd, ze
kazdy vrchol v € V \ V' je spojen hranou s alespori
jednim vrcholem z V'?

S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovskd kruznice, Obchodni cestujici
nebo LoupeZznici ukaZte, Ze nasledujici problém je NP-tplny:

Problém 11.4.14: HITTING SET

Instance: Mnozina S a mnoZina C podmnoZin mnoziny S,
ptirozené ¢islo k > 0.
Otazka: Existuje S’ ¢ S, |S| < k takovd, ze S’ obsahuje nejméné
jeden prvek z kazdé mnoziny v C?

S pomoci nékterého z problémii Kachlikovéni, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici
nebo LoupeZnici ukaZte, Ze nasledujici problém je NP-tplny:



12.

13.

14.

15.

Problém 11.4.15: POKRYTi ORIENTOVANYCH CYKLU (FEEDBACK VERTEX SET)

Z Mz

Instance: Orientovany graf G = (V,E) a pfirozené ¢islo k > 0.

Otazka: Existuje mnozina S ¢V, |S| < k takova, Ze z kazdého
orientovaného cyklu v G obsahuje S alespori jeden

vrchol?
NS J

S pomoci nékterého z problémii Kachlikovéni, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici
nebo Loupeznici ukaZte, Ze nasledujici problém je NP-tiplny:

Problém 11.4.16: CTYRLISTA KOSTRA GRAFU

Instance: Neorientovany graf G = (V,E).

Otazka: Existuje kostra grafu G, kterd ma praveé ¢tyfi listy?

S pomoci nékterého z problémti Kachlikovani, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici
nebo LoupeZnici ukaZte, Ze nasledujici problém je NP-tplny:

Problém 11.4.17: NEJVETSi SPOLECNY PODGRAF

Instance: Grafy Gy = (V1,E1) a Gy = (V3 Ey), pfirozené ¢islo
k> 0.
Otazka: Existuji mnoziny hran E| € E; a E} € Ey, |Eq| = |Ej| >k,
pro néz jsou grafy G = (V1,E}) aG; = (Vy, Ej)
izomorfni (tj. stejné az na pfejmenovani vrcholt)?
- J

S pomoci nékterého z problémii Kachlikovéni, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici
nebo Loupeznici ukaZte, Ze nasledujici problém je NP-tiplny:

Problém 11.4.18: SET PAckING

Instance: Mnozina C kone¢nych mnozin a pfirozené ¢islo k > 0

Otazka: Obsahuje C alespori k po dvou disjunktnich mnoZzin?

S pomoci nékterého z problémiti Kachlikovéni, Splnitelnost, 3-Splnitelnost, Vrcho-
lové pokryti, Trojrozmérné parovani, Hamiltonovska kruznice, Obchodni cestujici
nebo LoupeZznici ukaZte, Ze nasledujici problém je NP-tplny:
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Problém 11.4.19: MNoZiNoVE POKRYTI (SET COVER)

Instance: Systém mnozin C kone¢né mnoziny prvka S, tj.
C < P(S), ptirozené ¢islo k.

Otdzka: Je mozné vybrat C’ c C, kterd obsahuje nejvys k
mnozin a pfitom
JCc=5?
CeC’

Ostatni

vv

16. Ptedstavte si, Ze méate cernou sk¥iriku, kterd dostane na vstupu formuli ¢ a rozhod-
ne, zda je tato formule splnitelnd, tedy odpovi ANO nebo NE. Popiste algoritmus,
ktery mtize volat tuto ¢ernou skiiriku a pro danou formuli ¢ nalezne spliujici
ohodnoceni, je-li 1 splnitelna. Algoritmus by mél pracovat v polynomialnim case,
pokud volani ¢erné skiitiky budeme pocitat jako konstantni operaci.

17. Predpoklddejte, Ze mate cernou skiitiku, kterd umi zodpovédét, zda v daném gra-
fu existuje hamiltonovska kruznice. PopiSte algoritmus, ktery najde v daném grafu
hamiltonovskou kruznici, pokud v ném existuje, tj. vypiSe seznam jejich vrcholt
v pofadi na této kruZnici. Algoritmus bude polynomidlni, pokud bychom brali
volani zminéné cerné skiiriky jako konstantni.

18. Popiste algoritmus, ktery v polynomidlnim c¢ase vyfesi tlohu HORN-SAT.

Problém 11.4.20: SPLNITELNOST HORNOVSKYCH FORMUL{ (HORN-SAT)

Instance: Formule ¢ v KNF, kde kazd4 klauzule obsahuje nejvys
jeden pozitivni literdl.
Cil: Hledame ohodnoceni proménnych v, pro néz je
@(v) =1, nebo ocekdvame odpovéd, Ze takové
ohodnoceni neexistuje.

19. Popiste algoritmus, ktery v polynomidlnim c¢ase vytesi tlohu 25AT.
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Problém 11.4.21: SPLNITELNOST KVADRATICKYCH FORMUL{ (2SAT)

Instance:

Cil:

Formule ¢ v KNF, kde kazd4 klauzule obsahuje nejvys
dva literaly.

Hleddme ohodnoceni proménnych v, pro néz je
@(v) =1, nebo o¢ekdvame odpovéd, ze takové
ohodnoceni neexistuje.
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12. Pseudopolynomialni algoritmy a silna
NP-uplnost

I mezi riznymi NP-Gplnymi problémy a tlohami mtZe byt co do sloZitosti jejich fe-
Sitelnosti rozdil. V této kapitole se budeme vénovat problémtim, které je mozné fesit
pseudopolynomialnimi algoritmy.

12.1. Pseudopolynomialni algoritmus pro batoh

Uloha Batohu je definovana nésledovné.

Problém 12.1.1: BAton (KNAPSACK)

Instance: Mnozina n pfedméta A = {ay,...,a,}, s kazdym pfedmétem
asociovana velikost s(4;) € IN a cena ¢i hodnota v(a;) € IN.
Prirozené ¢islo B > 0 udavajici velikost batohu.

Cil: Nalézt mnozinu pfedmétti A’ ¢ A, ktera dosahuje
maximalni souhrnné hodnoty pfedmétti v ni obsazenych,
a pfitom se ptredméty z A’ vejdou do batohu velikosti B.
Chceme tedy, aby platilo:

Y's(a) < B
acA’
ola = max o\a
a; (a) ma a;ﬂ (a)
DaeAll S(Q)SB
N J

Pro tuto tlohu mtizeme zkonstruovat algoritmus, ktery neni sice obecné polynomi-
alni, ale pro jistym zptisobem omezené instance se polynomialnim miuiZe stat. Algorit-
mus 12.1.1 je zaloZen na dynamickém programovani. Na vstupu tento algoritmus oce-
kava jen pfedméty, které se do batohu vejdou, tj. jen pfedmeéty s velikosti nejvys B, coZ je
celkem pfirozené, protoZe nema smysl uvazovat pfedmeéty, které se do batohu nevejdou
ani samy o sobé. Navic splnéni této podminky lze snadno ovéfit. Podobné o vech pfed-
métech mtZeme pfedpoklddat, Ze jejich velikost je nenulova, nebot pfedméty s nulovou
velikosti mtizeme ptidat do batohu vzdy a neni nutné je tedy v algoritmu uvazovat.

UkéaZeme si, Ze tento algoritmus najde pfi vhodné implementaci feSeni tlohy Batoh
v Case O(nV). Zda se, tedy, Ze jde o polynomialni algoritmus, ale musime si uvédomit,
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Algoritmus 12.1.1 Batoh(s, v, B)

Vstup: Pole s velikosti pfedmétti a pole v cen pfedmétii, obé délky n, velikost batohu B.
Ptedpokladame, ze (Vie {1,...,n}) [0 <s[i] <B].

Vystup: Mnozina M pfedmét, jejichZ souhrnné velikost nepfesahuje B a jejichz sou-
hrnna cena je maximalni.

1 V<Yl o]

2: Necht T je tabulka typu (n + 1) x (V + 1), na pozici T[j,c],0< j<n,0<c <V, bude

podmnozina indext {1,..., j} prvku celkové ceny pfesné ¢ s minimdlni velikosti.
3: Necht S je tabulka typu (n+1) x (V +1), na pozici S[j, c] je celkova velikost pfedmétt
v mnoziné T|j,c]. Pokud neexistuje mnoZzina s pfedméty ceny piesné c, je na pozici
S[j,c] ¢islo B + 1.
forc <~ 0toV do
T[0,c] <« @
S[0,c] <« B+1

end for

5[0,0] <0

for j«< 1tondo

10: T[j,0] « @

11: S [], 0]« 0

12: forc < 1toVdo

13: T[jc]l < T[j-1,c]

14: S[jc] < S[j-1,c]

15: if v[j] <cand S[j,c] > S[j-1,c-v[j]] +s[j] then
16: Tljc] « T[j-1,c-v[j]]u{j}

17 slj.cl < Slj~1,c~olj]] +s[j]

18: end if

19: end for

20: end for

21: ¢ « max{c’ | S[n,c'] < B}
22: return T|[n,c]
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Ze velikost vstupu je pouze O(nlog,(B+V)) a V tedy mtiZe byt exponencidlné vétsi nez
vstup.

Pozndmka 12.1.2 Nds odhad sloZitosti, tedy O(nV') vychdzi z predpokladu, Ze aritmetické ope-
race vyZaduji jen konstantni éas. To pochopitelné nent 1iplné korektni predpoklad, nebot ve chvili,
kdy nemdme Zddny odhad na velikost Cisel na vstupu, nemiizeme predpoklidat, Ze napviklad
scitani bude konstantni. Na druhou stranu vsechny aritmetické operace vyzZaduji jen cas poly-
nomidlni v délce bindrni reprezentace Cisel, tedy v log,(B + V'), coZ nent faktor, ktery by néco
zménil na polynomialité algoritmu 12.1.1. Dovolime si tedy zjednodusenti, které je ve sloZitosti
obvyklé, a budeme pocitat sloZitost aritmetickijch operact jako konstantni.

Véta 12.1.3 Algoritmus 12.1.1 nalezne pro zadany vstup mnoZinu piedmétii s nejoyssi cenou,
jez se vejdou do batohu velikosti B. Algoritmus 12.1.1 pracuje v case O(nV).

Ditikaz: Fakt, Ze algoritmus pracuje v ¢ase O(nV) je v podstaté ziejmy. Kroky 1 az 8
zvladneme jisté v ¢ase O(nV'), uvazujeme-li aritmetické operace jako konstantni. Na-
sleduji dva vnotené cykly v rdmci nichZ jsou pouzity aritmetické operace, na néz staci
konstantni ¢as. I fddek 16 1ze provést v konstantnim case pii vhodné reprezentaci mno-
zinv T[j, c]. Mzeme naptiklad pouZit reprezentaci pomoci bitového pole délky 1, nebo
pomoci spojového seznamu, v obou pfipadech je pfidani prvku do mnoZiny jednodu-
ché.

Zbyva ukézat, zZe algoritmus pracuje korektné. UkaZeme, Ze na konci béhu algoritmu
spliiuji tabulky T a S vlastnosti, jeZ jsme popsali na fadcich 2 a 3. Jmenovité ukdZeme,
ze:

(i) Napozici T[j,c],0<j<n,0<c<Vjepo ukonceni algoritmu podmnoZzina indexti
{1,...,j} prvki celkové ceny pfesné c s minimdlni velikosti mezi vSemi takovy-
mi mnozinami. Pokud neexistuje mnozina prvkt s cenou pifesné€ c, pak na pozici
T[j,c] bude prazdna mnozina.

(ii) NapoziciS[j,c],0<j<n,0<c< Vjepoukoncenialgoritmu soucet velikosti prvkii
v mnoziné na pozici T[j, c]. Pokud neexistuje mnoZina prvk s cenou pfesné ¢, pak
na pozici S[j,c] je B+ 1.

Tyto vlastnosti ukaZeme indukci podle j. Na zacatku vyplnime nulty fadek v cyklu na
fadcich 4 az 7, pro j = 0 tedy vlastnosti (i) i (ii) plati. Nyni pfedpokladejme, Ze vlast-
nosti (i) a (ii) plati pro ¥adky 0,...,j - 1 a ukazme, Ze plati i pro j-ty faddek. Na pozici
T[},0]je vzdy prazdna mnozina, nebot to je jisté nejmensi mnozina prvka s cenou 0, prv-
ky prazdné mnoziny totiz maji pfirozené nulovou velikost. Takto provedeme nastaveni
T[j,0] a S[j,0] na ¥adcich 10 a 11. Pokud je ¢ > 0, pak na né narazime na vhodném misté
v rdmci vnitfniho cyklu. Pro j > 0 a ¢ > 0 mdme dvé moZnosti, bud v nejmensi mnozi-
né prvkd {1,...,j} s cenou ¢ neni prvek j, potom se jednd o mnozinu uloZzenou podle
indukéni hypotézy na pozici T[] - 1,c], nebo se v této mnoziné prvek j vyskytuje. Po-
kud bychom z této nejmensi mnoziny prvek j odstranili, museli bychom dostat nejmensi
mnozinu s cenou ¢ — v[j] z prvki {1,...,j - 1}, kterd je podle indukéniho pfedpokladu
uloZena na pozici T[j-1,c-v[j]]. Z téchto dvou moznosti vybereme tu, kterd ma mensi
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velikost. Diky tomu také na pozici T[j, c| ulozime prazdnou mnoZinu a na pozici S[j, c]
hodnotu B + 1 jediné tehdy, pokud obé mnoziny na pozicich T[j-1,c]a T[j-1,c-v[}]]
jsou prazdné a obé odpovidajici velikosti jsou B+1. Zde vyuzivame toho, Ze porovndvani
v kroku 15 je ostré, a tedy k pfifazeni v kroku 13 dojde jediné tehdy, kdyZ je mnoZina na
pozici T[j-1,c-v[j]] neprdzdnd, jinak by z prazdné mnoziny pf¥idanim prvku j vznikla
mnozina neprazdna.

Na zavér tedy pii platnosti (i) a (ii) staci v kroku 21 vybrat mnoZzinu s nejvétsi cenou.
Mnozina cen, z nichz vybirdme, je vZdy neprazdnd, nebot pfinejmensim S[n,0] =0. O

Poznamenejme jesté, Ze ve skutecnosti neni potfeba pamatovat si celé matice T a S,
stadi tplné jedno pole T" a S’ s aktudlnim Fadkem matic T a S, pfi¢emZz ale musime
toto pole prochédzet v klesajicim poradi podle cen. To proto, Ze pro uréeni mnoZziny na
pozici T|j, c] potfebujeme hodnoty pouze z pfedchoziho kroku, tedy pro j -1 a s cenou
nejvyse rovnou ¢, pokud tedy pole prochazime podle klesajicich cen, je vZdy na pozici
T'[c'] pro ¢’ < c mnozina z T[j - 1,¢'], totéz 1ze ¥ici o velikostech v poli S’. Tento postup
vede k vyrazné tispore paméti, neméni vSak nic na ¢asové slozitosti, o kterou se v tuto
chvili zajimdme predevsim.

ProtoZze velikost vstupu je O(nlog, (B + V)) pfi standardnim binarnim kédovani, mii-
Ze byt ve skute¢nosti ¢as O(nV) exponencialni ve velikosti vstupu, a proto nejde o poly-
nomidlni algoritmus. Nicméné, pokud by existoval polynom p, pro ktery by platilo, ze
(B +V) < p(n), pak by Algoritmus 12.1.1 byl polynomiélni. Tuto podminku samoziej-
mé nelze obecné zarudit, ale znamend to, Ze pro rozumné mald ¢isla na vstupu pobéZzi
algoritmus rozumné rychle. Druhy pohled na véc je, Ze jde o algoritmus polynomialni,
pokud pfeddme vstup zakédovany undrné, protoze pii unarné zadaném vstupu je jeho
velikost O(n(B + V)). Algoritmtm tohoto typu budeme fikat pseudopolynomidlni.

12.2. Ciselné problémy a pseudopolynomialni algoritmy

Upfesnéme si tyto pojmy nasledujici definici.

Definice 12.2.1 (Ciselny problém) Necht A je libovolny rozhodovaci problém a I necht
je instance tohoto problému. Pomoci len(I) ozna¢ime délku zakédovani instance I pii
standardnim binarnim kédovani. Pomoci max(I) ozna¢ime hodnotu nejvétsiho ¢iselné-
ho parametru v instanci I. Rekneme, Ze A je ¢iselny problém, pokud pro kazdy polynom
p existuje instance I problému A, pro kterou plati, ze max(I) > p(len(I)). <

V piipadé batohu je tedy len(I) = O(nlog,(B + V)), zatimco max(l) = max({B} u
{v[i],s[i] | 1 < i < n}). Naptiklad LoupeZznici nebo Batoh jsou tedy &iselné problémy;,
zatimco SAT nebo KLIKA ¢iselné problémy nejsou.

Definice 12.2.2 (Pseudopolynomidlni algoritmus) Rekneme, Ze algoritmus fesici pro-
blém A je pseudopolynomidlni, pokud je jeho ¢asova sloZitost omezena polynomem dvou
proménnych max(I) a len(I). “

Algoritmus 12.1.1 je tedy zfejmé pseudopolynomidlni. Je-li problém A feSitelny pseu-
dopolynomidlnim algoritmem a neni-li A ¢iselny problém, pak je zfejmé tento pseudo-
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polynomidlni algoritmus ve skute¢nosti polynomialni. Pokud bychom tedy pro néjaky
neciselny NP-tplny problém, naptiklad kliku nebo splnitelnost, nasli pseudopolynomi-
alni algoritmus, znamenalo by to, Ze P = NP.

12.3. Silna NP-uplnost

Definice 12.3.1 (Silnd NP-tplnost) Nechtp je polynom a A NP-tiplny problém. Pomo-
ci A(p) ozna¢ime restrikci problému A na instance I s max(I) < p(len(I)), tedy instance
I je instanci A(p), pokud max(I) < p(len(I)). Rekneme, Ze problém A je silné NP-iiplnyj,
pokud existuje polynom p, pro néjz je problém A(p) NP-taplny. «

Uvedena definice by pochopitelné ztratila smysl, kdyby platilo P = NP, protoze potom
by byly vSechny netrividlni problémy z P = NP silné NP-tplné. I pokud to nezmitiuje-
me, piedpokladdme vSak obvykle opak, tedy, Ze plati P # NP. Z nasSich pfedchozich
uvah plyne, Ze kazdy neciselny NP-tplny problém je automaticky silné NP-tplny. Po-
kud bychom pro néjaky silné NP-tplny problém nasli pseudopolynomialni algoritmus,
znamenalo by to, Ze P = NP. To proto, Ze na A(p) by byl tento algoritmus polynomidlni.
Z toho plyne, Ze napiiklad problém Batoh neni (pokud P # NP) silné NP-tplny a totéZz
lze ¥ici napfiklad o problému LoupeZnici, pro ktery lze pouZzit jen mirnou modifikaci
algoritmu 12.1.1. Je také tfeba zminit, Ze pokud P # NP, pak existuji i NP-tipIné pro-
blémy, jeZ nejsou ani silné NP-tipIné ani feSitelné pseudopolynomidlnim algoritmem. To
je analogické tomu, Ze pokud NP # P, existuji v NP problémy, jeZ nejsou v P ani nejsou
NP-tplné. Jak jiz bylo zminéno, rozdil mezi P a algoritmy feSitelnymi pseudopolyno-
midlnim algoritmem tkvi ve zptisobu kédovani — bindrniho v pfipadé P a unarniho
v pfipadé pseudopolynomidlniho algoritmu. Podobné tedy silné NP-tiplné problémy
jsou ty NP-tplné problémy, jeZ zlistanou NP-tplnymi i v pfipadé undrniho kédovani
¢isel na vstupu.

Jako ptiklad ¢iselného problému, ktery je NP-tiplny ndm mtize poslouZit jiz vicekrat
zminovany problém obchodniho cestujiciho.

p
Problém 12.3.2: OBcHODNI cestujici (OC, TRAVELING SALESPERSON )

Instance: MnoZina mést C = {cy,...,c,}, vzdalenost d(c;,c;) € N pro

kazda dvé mésta ¢;, ¢; € C, pfirozené ¢islo D.

Otazka: Existuje cyklus, ktery navstivi kazdé mésto praveé jednou
a jehoz délka nepfesahuje D? Jinymi slovy, existuje
permutace 7: {1,...,n} - {1,...,n} takova, ze

n-1

Z d(cn(z‘)/ Cn(z'+1)) + d(cn(n)r C71(1)) <B?
i=1

- J

Véta 12.3.3 Problém Obchodniho cestujiciho je silné NP-1iplnyj.
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Dtikaz: Problém OC jisté patii do tfidy NP, nebot jsme schopni ovéfit v polynomidl-
nim case, zda dand permutace mést spliiuje nase pozadavky, a ziejmé i OC(p) patii
do NP pro kazdy polynom p. Tézkost problému OC(p) pro vhodné zvoleny polynom
p si ukdZeme pfevodem z problému Hamiltonovské kruZnice v neorientovaném grafu.
Uvazme neorientovany graf G = (V,E) a sestavme na jeho zdkladé instanci obchodniho
cestujiciho nasledujicim zptisobem. MnoZinu mést C poloZime rovnu mnoziné vrcholt
V, ptedpokladejme tedy, ze C = V = {vy,...,0,}. Vzdalenost mezi mésty ¢i vrcholy v;
avjproi#jai,je{l,...,n} uréime nasledujicim ptedpisem.

0 {v;,v;}eE
d(vi,vj):{l j{inzak]}

Hodnotu D poloZzime rovnu 0. Neni tézké ukazat, ze v grafu G existuje hamiltonovska
kruznice, pravé kdyZ v sestrojené instanci obchodniho cestujiciho existuje cyklus nulové
délky, ktery obejde vSechna mésta, pficemZ navstivi kazdé z nich pravé jednou. Z jedné
strany hamiltonovska kruZnice vyuZziva jen hrany nulové délky, z druhé strany cesta
nulové délky vyuziva jen hrany grafu G. Hodnota maximalniho ¢iselného parametru
v sestrojené instanci je pfitom rovna 1, tedy omezena verze problému OC(1) je stéile
NP-tplnd, coZ znamend, Ze problém OC je silné NP-tplny. |

Dalsimi silné NP-tipInymi ¢iselnymi problémy jsou naptiklad Rozvrhovani ¢i Bin Pac-
king. Najdeme-li k né€jakému problému pseudopolynomidlni algoritmus, mé to hned
dva kladné dtsledky, jednak Ize takovy algoritmus pouZit na instance, v nichZ se ne-
vyskytuji pfili$ velka ¢isla. Na instancich, kde uz by i pseudopolynomidlni algoritmus
pocital prili§ dlouho, je ¢asto alesport mozné nalézt dobrou aproximaci optimélniho fe-
Seni, jak si zdhy ukaZeme v ptipadé Batohu.

12.4. Cviceni

1. Ukazte, Ze nasledujici problém je polynomidlné feSitelny:

Problém 12.4.1: OMEZENY SOUCET PODMNOZINY

Instance: MnoZina n prvka A, s kazdym prvkem a € A
asociovana velikost v(a) € {0,...,n}, &slo B > 0.

Otdzka: Existuje mnozina prvki A’ ¢ A, pro niz plati, ze

> v(a) =B?

acA’
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13. Aproximacni algoritmy a schémata

13.1. Aproximacni algoritmy

Koncept aproximacnich algoritmii je velmi uZite¢ny pro feSeni NP-tiplnych optimalizac-
nich tloh. Pokud nejsme schopni rychle ziskat optimélni feSeni tilohy, mtZeme slevit ze
svych pozadavku a pokusit se najit feSeni, jeZ neni od toho optimdlniho p#ili§ vzdaleno.
Nejprve si upfesnime pojem optimaliza¢ni tlohy.

Definice 13.1.1 Optimalizacni tiloha A je bud maximalizacni nebo minimalizacni a sklada
se z téchto tif casti:

1. Mnozina instanci D4 € {0,1}".
2. Pro kazdou instanci I € D4 je ddna mnozZina p¥ipustnych Feseni S (I) ¢ {0,1}".

3. Funkce p4, kterd kazdé instanci I € D4 a kazdému pfipustnému feseni o € S4(I)
prifadi kladné raciondlni ¢islo ua (I, o), které nazveme hodnotou feseni o.

Pokud je A maximalizaé¢ni alohou, pak optimdilnim fesenim instance I € D je 0 € Sx(I),
pro néz je pa(l,0) maximalni (4. ua(l,0) = max{ua(l,0) | 0 € Sa(I)}). Pokud je A
minimaliza¢ni tlohou, pak optimalnim feSenim instance I € Dy je 0 € Sy(I), pro néz
je pa(l,0) minimdlni (4. pa(l,0) = min{ua(l,0) | 0 € Sa(I)}). Hodnotu optimélniho
feSeni instance I € D4 budeme oznacovat pomoci OPT4(I), pficemz index A budeme
¢asto vynechavat, bude-li jasné, o jakou tlohu se jednd. Tedy je-li * optimélni feSeni
instance I, pak OPT4(I) = ua(l,0*). “

Uvazme napiiklad minimaliza¢ni tilohu Vrcholového pokryti, v tomto piipadé je mno-
zina instanci Dyp tvofena fetézci kdédujicimi graf. Pro danou instanci, tedy graf G =
(V,E), obsahuje mnozina p¥ipustnych feSeni Syp(G) vSechny mnoziny vrchola S ¢ V,
které pokryvaji vSechny hrany. Mirou daného pfipustného feseni S je pak pocet jejich
prvka, tedy uyp(G, S) = |S|. Jde o minimaliza¢ni tlohu, nebot se snazime najit co nejmen-
81 mnozinu, kterd pokryva vSechny hrany. VSimnéme si, Ze najit néjakou mnozinu S,
ktera pokryva vsechny vrcholy, je snadné, staci vzit tteba mnoZzinu vSech vrchola S = V,
co ¢inf tlohu obtiZnou, je pravé to, Ze chceme minimalizovat jeji velikost. To je obvyklé
u fady tloh, pro néz hleddme aproximacni algoritmy, protoze pokud je téZké najit viibec
néjaké ptipustné feSeni pro danou instanci, pak je o to t€z51 najit optimdlni feSeni.

Nyni mtiZeme definovat pojem aproximac¢niho algoritmu.

Definice 13.1.2 Rekneme, Ze algoritmus ALG je aproximacnim algoritmem pro optimali-
za¢ni tlohu A, pokud pro kazdou instanci I € Dy vrati ALG se vstupem I ¥eSenio € S4(I),
piipadné ohlési, ze zadné pripustné feSeni neexistuje, pokud S (I) = @. Hodnotu fe$eni
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vraceného algoritmem ALG na instanci [ oznaéime jako ALG(I), tj. ALG(I) = ua(l,0),
kde 0 € S4(I) je pfipustné FeSeni vracené algoritmem ALG. Aproximacni pomér algorit-
mu ALG definujeme takto: Pokud je A maximalizaéni tiloha, pak raciondlni ¢islo ¢ > 1
nazveme aproximacnim pomérem algoritmu ALG, pokud pro kazdou instanci I € D, plati,
ze
OPT(I) < e-ALG(I).

Je-li A minimaliza¢ni tlohou, pak raciondlni ¢islo € > 1 nazveme aproximac¢nim pomé-
rem algoritmu ALG, pokud pro kazdou instanci I € D4 plati, ze

ALG(I) < e-OPT(I). «
Nase definice aproxima¢niho poméru umoziiuje pfistupovat jednotné k minimalizac-
nim i maximaliza¢nim tloham, ¢asto se téz definuje aproximaéni pomér pro maximali-

za¢ni tlohu jako obracend hodnota nami definovaného aproximacniho poméru, na tom,
ktery zptisob jsme si zvolili, vSak pfili§ nezaleZi.

13.2. Priklad aproximaéniho algoritmu pro Bin Packing

Zac¢neme jednoduchym aproximac¢nim algoritmem pro tlohu Bin Packing.

-

Problém 13.2.1: Bin PackinG (BP)

Instance: Kone¢nd mnozina pfedmétt U = {uy, .., u, }, s kazdym
predmeétem asociovana velikost s(u), coz je raciondlni ¢islo,
pro které plati 0 <s(u) < 1.
Cil: Najit rozdéleni v8ech predmétti do co nejmensiho pocétu po
dvou disjunktnich mnozin U, ..., U, takové, Ze

(Vie{l...,m}) [ Y s(u)<1].

uel;

Nasim cilem je minimalizovat m.
- J

Formdlné je tedy Dpp mnozinou fetézct kédujicich instance BP, pro danou instanci
I = (U,s(u)) je mnozina Sgp(I) mnozinou vSech moznych rozdéleni do dostatecného
mnozstvi kost. Mirou feSeni upp(o) pro o € Spp(I) je pocet kosii, které FeSeni vyuziva,
tedy hodnota m. Rozhodovaci verze tohoto problému je shodné s problémem Rozvr-
hovani, jehoZz téZkost jsme si ukazovali v rdmci cviceni, z toho plyne, Ze i tiloha BP je
NP-té7ka. Sance na to, e bychom nagli polynomialni algoritmus, fe$ici BP pfesné, jsou
tedy malé.

UvaZzme jednoduchy hladovy algoritmus, kterym bychom fesili tuto tlohu: Ber jeden
predmét po druhém, pro kazdy predmét u najdi proni kos, do néjz se tento predmét jesté vejde,
pokud takovy kos neexistuje, pfidej novy kos obsahujici jen pfedmét u. Tomuto algoritmu bu-
deme fikat ,First Fit” (FF). Algoritmus FF je ztejmé polynomialni. UkaZeme si, Ze pro
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kazdou instanci I € Dgp plati, ze FF(I) <2- OPT(I), jinymi slovy, Ze aproxima¢ni pomeér
algoritmu FF je 2.

Véta 13.2.2 Pro kaZdou instanci I € Dgp plati, Ze FF(I) < 2 - OPT(I).

Diikaz: V feSeni, které vrati FF je nejvys jeden kos, ktery je zaplnén nejvys z poloviny.
Kdyby totiz existovaly dva kose U;, U; pro i < j, které jsou zaplnény nejvys z poloviny,
tak by FF nepotfeboval zakladat novy kos$ pro pfedméty z U;, vSechny by se vesly do
U;. Pokud FF(I) > 1, pak z toho plyne, Ze

n n
FR(I) < [2s(u) | <2| Y s(us)],

i=1 i=1
kde prvninerovnost plyne z toho, Ze po zdvojnasobeni obsahu jsou vSechny koSe plné az
na jeden, ktery muZe byt zaplnén jen ¢astecné. Rovnosti bychom pfitom dosahli jediné
ve chvili, kdy by byly vSechny ko$e zaplnéné pravé z poloviny, coz neni podle naseho
pfedpokladu mozné. Druhd nerovnost plyne z vlastnosti zaokrouhlovani.

Na druhou stranu musi platit, Ze

n
OPT(I) > | Y s(u;)]
i=1
Dohromady tedy dostaneme, ze FF(I) < 2- OPT(I). Pokud FF(I) = 1, pak i OPT(I) = 1
aiv tomto pfipadé plati ostrd nerovnost. O
Lze dokonce ukazat o néco lepsi odhad FF(I) < %OPT(I ) +2. Na druhou stranu v8ak
existuji instance I s libovolné velkou hodnotou OPT(I), pro néz FF(I) > %(OPT(I ) -
1). My si ukdzeme piiklad instanci, pro néz je FF(I) > 3OPT(I), coz neni od 2 pfilis
vzdaleno.

Lemma 13.2.3 Pro libovolnou hodnotu m existuje instance I € Dgp, pro niz je OPT(I) > m
a FF(I) > 20PT(I).

Diikaz: Instance bude mit U = {uy,uy, ..., U184}, s t€émito prvky asociujeme vihy takto:

%+e 1<i<6m,

s(u;) = %-FS 6m <i<12m,

T+e 12m<i<18m,

kde ¢ > 0 je dostatecné malé kladné racionalni ¢islo. Optimalni rozdéleni rozdéli prvky
do 6m kost, do kazdého dé po jednom prvku s velikostmi % + 8,% + 8,% + ¢. Hodnotu
¢ zvolime dostatecné malou tak, aby se kazd4 z téchto trojic vesla do kose velikosti 1.
Algoritmus FF bude brat prvky jeden po druhém a vytvofi nejprve m kost, kazdy s Sesti

prvky velikosti 1 + ¢, pficemz hodnotu ¢ zvolime dostate¢n& malou na to, aby se tam
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vesly, ale protoZe je kladnd, nevejde se k nim nic dalsiho. Poté vytvoii 3m kost, kazdy

se dvéma prvky velikosti % +¢, knimZ se opét nic nevejde. Nakonec FF vytvoii 6m kosi,

kazdy s jednim prvkem velikosti % + ¢. Dohromady je FF(I) = 10m, a tedy % = g o

Pochopitelné brat prvky v libovolném poradi tak, jak to ¢ini FF je nejhloupéjsi moznou
strategii. Na instanci popsanou v dtikazu lemmatu 13.2.3 by pfitom stacilo, kdybychom
nejprve prvky U setfidili sestupné podle velikosti a poté je umistovali do kosti v pofadi
od nejvétsiho k nejmensimu. Algoritmus, ktery postupuje podle této strategie nazveme
FFD z anglického ,First Fit Decreasing”. Lze ukazat, Ze pro libovolnou instanci I € Dpp
plati

FED(I) < %OPT(I) +4.
My si pouze ukazeme p¥iklad libovolné velké instance, pro niz je

FED(I) > 19—1OPT(1).

To ukazuje, ze uvedeny odhad nelze p¥ili$ zlepsit. Instance bude mit U = {uy, ..., usom},

%+e 1<i<6m,

}I+28 6m<i<12m,

s(ui) =
T+e  12m<i<18m,

}1—28 18m < i <30m,

kde ¢ > 0je opét dostate¢né malé racionalni ¢islo. Optimélni pocet kot pro tuto instanci
je 9m, 6m kos$ti, z nichz kazdy obsahuje {% - 26,% + e,% + &} a 3m kosu, z nichz kazdy
obsahuje {% -2¢, % -2, % +2¢, % +2¢}. Tento pocet skutecné nelze zlepsit, protoze vechny
koSejsou zcela zaplnény. Jak se vSak zachova FFD? Tento algoritmus vytvofi dohromady
11m kost. 6m kostt bude obsahovat {% +e, 14 2¢}, 2m kost bude obsahovat {}L +¢, }1 +

g, % + &} a 3m kost bude obsahovat {411 -2¢, }; -2¢, % - 2¢, % -2¢}.

13.3. Uplné polynomialni aproximaéni schéma pro Batoh

Vratme se nyni k tloze Batohu, pro ktery jsme dfive zkonstruovali pseudopolynomi-
alni algoritmus. Tohoto algoritmu vyuZijeme pfi konstrukci aproximaéniho algoritmu,
jehoZ aproximaéni pomér si miizeme predepsat v ramci vstupu. Vzpomernime si, Ze al-
goritmus 12.1.1 pracuje dle véty 12.1.3 v ¢ase O(nV), kde n je pocet pfedméta a V je
jejich celkova cena. Rekli jsme si také, Ze tento ¢as by byl polynomidlni, kdyby hodnota
V byla omezena néjakym polynomem p(n). Hodnota V se do odhadu slozitosti algorit-
mu 12.1.1 dostala jako horni odhad potencidlnich cen pfedmétti v batohu. Pokud pro-
vedeme zaokrouhleni cen pfedmétt a poté jejich pfeskdlovani, miiZeme zmensit soucet
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novych cen pfedmétt a tim snizit casové naroky algoritmu 12.1.1. Zaokrouhlenim v8ak
ztratime optimalitu vysledku. Cim hrubéjsi zaokrouhleni vstupnich cen provedeme, tim
rychlejsi béh algoritmu dostaneme, ale tim horsiho vysledku dosdhneme. Této myslenky
vyuziva algoritmus 13.3.1, kde parametr ¢ urcuje miru zaokrouhleni vstupnich cen, coz
se projevi jednak v ¢asovych narocich algoritmu, jednak v jeho aproxima¢nim poméru.

Algoritmus 13.3.1 Batoh-apx(s, v, B, ¢)
Vstup: Pole s velikosti pfedmétti a pole v cen pfedmétti, obé délky n, velikost batohu B,
raciondlni &fslo ¢ > 0. Pfedpokladame, ze (Vie {1,...,n}) [0 <s[i] < B]
Vystup: MnoZzina M pfedmétt, jejichZ souhrnna velikost nepfesahuje B.
Spocti index m, pro néjz je v[m] = max i<, v[i].
if ¢ >n -1 then
return {m}
end if
< [log,(*5)] -1
c je nové pole délky n.
fori < 1tondo
c[i] < | %]
end for
return Batoh(s, ¢, B) {Viz algoritmus 12.1.1}

—
=

Hodnota ¢, kterd urcuje zaokrouhleni, je samoziejmé zvolena tak, aby spravné vysel
aproximacéni pomeér a ¢asova sloZzitost algoritmu. Pokud si odmyslime celé ¢asti, mtizeme

nahlédnout, Ze
v[i] oli]  2-n-v[i]

—_—~

t omll e :
2 EU;E]Z e-o[m]

Pomér mezi v[i] a v[m] urcuje, kolik procent zabira v[i] vzhledem k v[m]. Zédkladnim ci-
lem pfepoctu je pochopitelné zmensit hodnotu v[m], odpovidajicim zptisobem se pro-
porcionalné musi zmensit i v[i]. Dalsim dilezitym faktorem je podil e/n. To vychézi
z toho, ze chceme-li celkové dosdhnout chyby ¢, mtZeme si na jednom prvku dovo-
lit chybu ¢/n. Ve vypoctu se uvazuje opa¢na hodnota podilu, tedy n/e, protoze chybu
chceme dosdhnout v pfepoétené hodnoté c[i] a ne v v[i].

UkaZzme si nyni, jakého aproxima¢niho poméru a jakého ¢asu dosdhneme s algorit-
mem 13.3.1 pfi zadané hodnoté ¢.

Véta 13.3.1 Algoritmus 13.3.1 pracuje v case O(%n3). Pro libovolnou instanci I = (s,v,B)
tilohy Batoh a libovolné ¢ > O plati, Ze

OPT(I) < (1 + &)Batoh-apx(I, €)
Dikaz: Nejprve se zaméfime na aproximaéni pomér algoritmu 13.3.1. Pokud je ¢ > n-1,
pak algoritmus vrati mnoZzinu {m}, to je jisté p¥ipustné feseni, nebot pfedpokladdme,
ze s[m] < B. Protoze zfejmé OPT(I) < n-v[m], dostavame:
OPT(I) _ OPT(I) c n-v[m]

= = 1
Batoh-apx(l,¢)  o[m] = o[m] neire
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Nyni pfedpoklddejme, Ze ¢ < n — 1. V dalsim dtikazu pouZijeme nasledujiciho pozo-
rovani: Pro kazdé realné ¢islo x plati
x-1<|x|<x. (13.1)
Pouzijeme-li tento odhad na novou cenu c[i], dostaneme
%—13{@J oli]
A tedy podle definice c[i] a (13.1)
o[i] - 2" < c[i]-2" < v[i] (13.2)
VyuZijeme-li pozorovani (13.1) pro odhad 2! zdola, obdrzime

-0

le-o[m] _ olog, (<41)—2 _ 5t (13.3)

4 n

a pro odhad shora dostaneme spole¢né s faktem ¢ <n -1, Ze

2t < plog(“)-1 _ % & Z;[m] < % co[m]. (13.4)

Mnozina M, kterou algoritmus vrati v kroku 10, spliiuje

Batoh-apx(L, &) = > o[i] > > c[i] -2,
ieM ieM
kde nerovnost plyne z 13.2. Necht M* je optimdlni feSeni dané instance I, tj. mnoZzina
prvki s maximalni cenou v, jeZ se vejdou do batohu velikosti B. Protoze M je dle vé-
ty 12.1.3 optimélni feSeni pro instanci I’ = (s, c, B), zatimco M* je ptipustné FeSeni této
upravené instance, mtizeme pokracovat:

Seli]-2> Y cfi]-2 > dle (13.2)
ieM ieM*
> 3 (vli]-2') =
ieM*
= Y ofi]- > 2>
ieM* ieM*

> OPT(I) -n-2'

Z toho dostaneme, Ze

oPT() .. n2
Batoh-apx(I,¢) = Batoh-apx(I,¢)
Staci tedy ukazat, ze
n-2t
<e.
Batoh-apx([, ¢)
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Protoze M je optimalnim FeSenim I’ a {m} je piipustnym feSenim I, dostaneme, Ze

Batoh-apx(l,&) > " c[i]-2 > c[m]-2" > (dle 13.2)
ieM
>o[m]-2"> (dle 13.4)
>v[m] - %v[m] = %v[m].

Dohromady se 13.4 tedy dostaneme, ze

n- 2t n- % .
<
Batoh-apx(l,¢) = L1.y[m]

Nyni odhadneme ¢asové naroky algoritmu 13.3.1. Vyjma kroku 10 Ize zfejmé vSechny
kroky provést dokonce v ¢ase O(n), tedy v ¢ase linedrnim vzhledem k velikosti vstupu.
Zde opét predpokldddme, Ze aritmetické operace 1ze provést v konstantnim case, coz
je zjednoduseni, které jsme si dovolili v pozndmce 12.1.2 bez Gjmy na obecnosti pfed-
pokladat. Z véty 12.1.3 vime, Ze krok 10 zabere ¢as O(nC), kde C = Y1 c[7]. Sta¢i tedy
odhadnout hodnotu C.

o[m]  4n?

&

<n. < n-ov[m] <
& ot

o

=-v[m
n

—

n-
L,
4

kde predposledni nerovnost plyne z (13.3). Plati tedy, ze C = O(%nZ). Voléni algorit-
mu 12.1.1 tedy zabere ¢as O(1n®), tim je dén i celkovy &as algoritmu 13.3.1. o

13.4. Aproxima€ni schémata

To, co jsme ziskali algoritmem 13.3.1, je postup, jak pro libovolné ¢ > 0 dostat aproximac-
nf algoritmus pro dlohu Batohu s aproxima¢nim pomeérem 1 + ¢, ktery je polynomidlni
ve velikosti vstupu a % Takovému schématu, parametrizovanému hodnotou ¢, budeme
fikat aplné polynomialni aproximaéni schéma.

Definice 13.4.1 Necht A je libovolna optimaliza¢ni tloha. Algoritmus ALG nazveme
aproximacnim schématem pro tlohu A, pokud na vstupu ocekédva instanci I € Dy a ra-
ciondlni ¢islo € > 0 a na vystupu vyda feSeni o € S4(I), jehoz hodnota se od optimélni
lisi s aproxima¢nim pomérem (1 + ¢). Pro maximaliza¢ni tlohu tedy plati, ze

OPT(I) < (1 +¢e)ALG(I, ¢)
a pro minimaliza¢ni dlohu plati, Ze

ALG(I,€) < (1+¢€)OPT(I) .
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Pfedpoklddejme, Ze algoritmus ALG je aproximacni schéma a o¢ekavd na vstupu in-
stanci I € D4 a raciondlni ¢islo €. Pomoci ALG, oznac¢ime instanci algoritmu ALG, kde
hodnota ¢ je zafixovéna, vstupem ALG:; je tedy jen instance I € D4 a béh i vystup ALG;
na vstupu I jsou totozné s algoritmem ALG se vstupem [ a ¢.

Rekneme, Ze ALG je polynomidlni aproximacni schéma (PAS), pokud je pro kazdé ¢ ¢aso-
va slozitost algoritmu ALG, polynomiélni v len(I), kde ALG, oznacuje algoritmus vznik-
ly dosazenim konstanty ¢ do ALG

Rekneme, e ALG je tiplné polynomidlni aproximacni schéma (UPAS), pokud ALG pra-

. v S P 1
cuje v ¢ase polynomidlnim v len(I) a ;.

<

Rozdil mezi polynomidlnim aproximac¢nim schématem a tplné polynomialnim apro-
xima¢nim schématem je v tom, Ze v pfipadé PAS se mtiZe ve funkci odhadujici sloZitost
algoritmu ALG, objevit hodnota 1/¢ i v exponentu, coz neni mozné v p¥ipadé UPAS. Na-
ptiklad slozitost O(n%) by byla naprosto v potddku pro PAS, ale nikoli pro UPAS.

Algoritmus 13.3.1 tedy tvoii Gplné polynomialni aproximacni schéma pro tlohu Ba-
toh. Da se fici, Ze apIné polynomialni aproximac¢ni schéma maximum, ¢eho Ize s apro-
ximaénimi algoritmy dokézat v pfipad€, Ze nemame p¥imo polynomialni algoritmus
pro danou tlohu. Navic technika, kterou jsme pouZili pfi konstrukci algoritmu 13.3.1
je obecnéjsi a Ize ji pouzit i v mnoha jinych p¥ipadech, kdy mame k dispozici pseudo-
polynomidlni algoritmus, pfed jehoZ pouZzitim jde jen o to vhodné zaokrouhlit vstupni
hodnoty.

Tento postup 1ze i obrétit, pokud se ndm pro tlohu A, kterd spliiuje jistd omezeni, po-
dati popsat UPAS, mizeme z néj zpétné zkonstruovat i pseudopolynomialni algoritmus
pro tuto tlohu.

Véta 13.4.2 Necht A je optimalizacni iiloha, jejiz pFipustnd feseni maji nezdpornou celociselnou
hodnotu. Predpoklidejme, Ze existuje polynom dvou proménnych q, ktery pro kaZdou instanci
I € D4 spliuje

OPT(I) < g(len(I), max(I)).

Pokud existugje iiplné polynomidlni aproximacni schéma pro tilohu A, pak existuje i pseudopoly-
nomidlni algoritmus pro A.

Dikaz: Pfedpoklddejme nejprve, Ze A je maximalizaéni tloha, p¥ipad, kdy A by by-
la minimaliza¢ni dloha, bychom probrali analogicky. Necht ALG je tiplné polynomidlni

aproxima¢ni schéma pro tlohu A, pseudopolynomidlni algoritmus ALG' ¥e$ici alohu A
postupuje ndsledovné: Pro danou instanci I poloZime

¢ = g(len(I), max(I)) "
a pustime ALG, (I). Cas tohoto kroku je polynomialni v len(I) a 1/¢ = g(len(I), max(I)),
dohromady se tedy jedna o polynomidlni algoritmus v len(I) a max(I), tedy o pseu-
dopolynomidlni algoritmus. ProtoZe ALG je tplné polynomidlni aproximacni schéma

a protoZe pfedpoklddame, Ze A je maximalizac¢ni tloha, dostaneme, Ze

OPT(I) < (1+ ¢)ALG.(I),
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tedy
OPT(I) - ALG(I) < eALG.(I) < eOPT(I) <1,

kde druhd nerovnost plyne z toho, Ze A je maximalizaéni tloha, a tfeti nerovnost plyne
z definice ¢ a toho, Ze g4 omezuje velikost OPT(I). ProtoZze hodnoty pfipustnych feSeni
ulohy A jsou nezdpornd cela ¢isla, musi ve skute¢nosti platit, ze OPT(I) = ALG.(I).
Pokud by A byla minimaliza¢ni tiloha, postupovali bychom stejné, jen na zavér bychom
dostali, Ze
ALG:(I) < (1+¢)OPT(I),

a tedy
ALG(I) - OPT(I) < eOPT(I) < 1. o

Omezeni kladené na tilohu A neni z praktického hlediska p¥ili§ vazné, protoze realné
optimaliza¢ni tllohy nebudou mit obvykle s existenci polynomu omezujictho optimalni
hodnotu feSeni problém. Jako okamzity disledek véty 13.4.2 dostdvame, Ze pro silné
NP-tplné tlohy, které spliiuji pfedpoklady této véty, nema asi smysl pokouset se o kon-
strukci Gplné polynomidlniho aproximaéniho schématu.

Dusledek 13.4.3 Necht A je silné NP-tiplnd optimalizacni iiloha, kterd spliiuje predpoklady
véty 13.4.2. Pokud P # NP, pak neexistuje 1iplné polynomidlni aproximacni schéma pro tilohu
A.

13.5. Neaproximovatelnost

V nékterych piipadech nemtizeme (pokud P # NP) najit ani polynomidlni aproximac-
ni algoritmus s konstantnim pomeérem. Napfiklad pro tlohu Obchodniho cestujiciho
s trojuhelnikovou nerovnosti existuje %—aproximaéni algoritmus (a dosud neni zndm
zadny lepsi). Pro tilohu Obchodniho cestujictho v euklidovské roviné existuje dokonce
polynomidlni aproximacni schéma. Na druhou stranu obecna tloha Obchodniho ces-
tujictho bez omezeni nepfipousti existenci aproximac¢niho algoritmu s viibec néjakym
konstantnim aproxima¢nim algoritmem, pokud P # NP.

Véta 13.5.1 Pokud existuje polynomidlni aproximacni algoritmus ALG pro tilohu obchodniho
cestujictho s aproximacnim pomérem ¢, kde € > 1 je konstanta, potom P = NP.

Dikaz: Pfredpokladejme, Ze ALG je polynomidlni aproximacni algoritmus pro tlohu
Obchodniho cestujiciho s konstantnim aproxima¢nim pomérem ¢ > 1. UkaZeme, jak
tohoto algoritmu vyuZzit k vyfeSeni NP-tiplného problému Hamiltonovské kruZznice.
Necht G = (V,E) je libovolny graf, v némz chceme najit hamiltonovskou kruznici. Zkon-
struujeme instanci I obchodniho cestujictho nésledujicim zptisobem. MnoZzina mést bu-
de V, vzdalenost d(u,v) mezi mésty u a v uréime jako

1 pokud {u,v} € E

d(u,v) =
(,0) {£-|V| jinak
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Konstrukce je zfejmé polynomidlni a polynomidlni je i béh algoritmu ALG na instan-
ci I. Pokud v G existuje hamiltonovskd kruznice, potom OPT(I) = |V|, protoze k tomu,
abychom prosli vSechna mésta si vysta¢ime s pfechody délky 1. Pokud v G neexistuje ha-
miltonovskd kruZnice, pak i nejlepsi feSeni v I musi vyuzit néktery ptechod délky ¢-|V]|,
a proto je v tomto ptipadé OPT(I) > ¢ -|V|. Tato nerovnost je ostra proto, Ze kruznice ma
alespon dvé hrany a vSechny maji nenulovou délku. Plati tedy, Ze OPT(I) = |V| pravé
kdyz v G existuje hamiltonovskd kruZznice, pfi¢emZz pokud v G hamiltonovskd kruZznice
neexistuje, plati OPT(I) > ¢|V|. Vzhledem k tomu, ze OPT(I) < ALG(I) < ¢ - OPT(I),
znamena to, ze ALG(I) < ¢-|V|, pravé kdyz v G existuje hamiltonovskd kruznice. Proto-
ze ALG je polynomidlni algoritmus, ktery takto fesi NP-tplny problém hamiltonovské
kruZnice, tak P = NP. O

Pokud se za¢neme zabyvat aproximaci, jsou tedy ve sloZitosti NP-tiplnych dloh znac-
né rozdily, ackoli uvazime-li jen polynomialni pfevoditelnost, vypadaji vSechny tyto tlo-
hy jako stejné tézké. Jsou zde v8ak tlohy, které jsou rychle libovolné dobie aproximo-
vatelné (maji UPAS) jako naptiklad Batoh, dali maji alespoti PAS. MtiZe se stat, Ze pro
tlohu A mame sice aproximacni algoritmus s konstantnim pomérem, ale ne uz s libo-
volnym konstantnim pomérem, napiiklad Vrcholové pokryti, nemaji tedy ani PAS. Ko-
necné nejtézsi jsou tlohy, pro néz dokonce nemtizeme najit ani aproximacni algoritmus
s konstantnim pomérem, jako je tfeba Klika nebo Obchodni cestujici, tyto tlohy jsou
tedy feSitelné aproximacnimi algoritmy jen velmi obtiZné, pokud vitibec. Na prikladu
o jejich instancich (zda splnuji trojihelnikovou nerovnost, zda metrika vzdélenosti je
euklidovskd), coz v8ak nenif nakonec nijak pfekvapivé. Samoziejmé vSechny tyto tvahy
a vysledky plati jen za predpokladu, Ze P # NP.

13.6. Cviceni

1. Definujme optimaliza¢ni tllohu Vrcholového pokryti ndsledovné:

Problém 13.6.1: VRCHOLOVE POKRYTI

Instance: Neorientovany graf G = (V,E)

Cil: Nalézt co nejmensi vrcholové pokryti grafu G. Cilem je
tedy nalézt mnoZinu S ¢ V's co nejmensim poctem
vrchold, pro kterou by platilo, Ze
(V{u,v} €E) [{u,0} nS + ).

Uvazme jednoduchy aproximacéni pro tlohu Vrcholového pokryti popsany v al-
goritmu 13.6.1.

UkaZzte, Ze mnoZzina S vracena timto algoritmem skutecné tvoii vrcholové pokryti

213



Algoritmus 13.6.1 Hladovy aproximacni algoritmus pro VRCHOLOVE POKRYT{

Vstup: Neorientovany graf G = (V,E)
Vystup: Vrcholové pokryti Sc V
S« @
while E # @ do
Vyber libovolnou hranu e = {u,0} € E.
S« Su{u,v}
Odstran z E hrany incidentni s # nebo s v.
end while
return S

NS TN

grafu G a ze plati |S| < 20PT(G), kde OPT(G) oznacuje velikost nejmensiho vr-
cholového pokryti grafu G.

2. Popiste, jak s vyuZitim minimalni kostry zkonstruovat 2-aproximacni algoritmus
pro tlohu obchodniho cestujiciho, pfedpoklddame-li, Ze funkce vzdélenosti spl-
nuje trojihelnikovou nerovnost.

3. Popiste, jak algoritmus z pfedchoziho bodu vylepsit na 3-aproximaéni algoritmus
za pomoci kombinace minimélni kostry T'a maximalniho parovani minimdlni ceny
(vzdalenosti) na vrcholech lichého stupné kostry T.
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14. Dalsi zajimavé slozitostni tridy

14.1. Doplrniky jazykt z NP — tf¥ida co-NP

Vime jiz, Ze pokud P # NP, je splnitelnost, tedy SAT tézky problém, ale jsme alespon
schopni ovéfit, zda dané ohodnocent je spliiujici. Co kdybychom se u dané formule ale
zeptali opacnég, ¢ili, co kdybychom se neptali, zda dana formule je splnitelnd, ale zda
dana formule je nesplnitelna?

( Problém 14.1.1: NespLNITELNOST KNF (UNSAT)

Instance: Formule ¢ v KNF
Otdzka: Plati, Ze pro kazdé ohodnoceni v je ¢(v) = 0?

Na prvni pohled se nezd4, Ze by tento problém mohl patfit do tf¥idy NP, nebot ne-
ni jasné, jak by mohl vypadat polynomidlné velky certifikat dosvédcujici fakt, Ze dana
formule ¢ neni splnéna pfi Zddném ohodnocent jejich proménnych. Jednou z moZznos-
ti, jak by takovy certifikdt mohl vypadat, je nap¥ilad rezolu¢ni zamitnuti dané formule.
Existuji vSak formule, které nemaji polynomialné dlouhé rezoluéni zamitnuti. Nejznam-
néjsim piikladém takové formule je formule reprezentujici princip holubniku (Dirichle-
tav princip, pigeon hole principle). K podobné situaci dochazi i v jinych diikazovych sys-
témech a pfevlada nazor, Ze obecné neexistuje polynomidlné velky certifikat, ktery by
dosvédcil, Ze dana formule ¢ neni splnitelna.

Na druhou stranu mame k dispozici polynomidlné velky a ovéfitelny certifikat nega-
tivni odpovédi na otdzku kladenou v problému UNSAT, protoze ohodnoceni promén-
nych v, pro které ¢(v) = 1 ukazuje, Ze ¢ je splnitelnd, a tedy neni nesplnitelnd. Je vidét,
Ze problémy SAT a UNSAT jsou si velmi podobné, zaleZi jen na tom, jak poloZime ot4z-
ku. Problém UNSAT je tedy negaci nebo doplitkem problému SAT. T¥idu jazyki, jejichz
dopliiky patfi do tfidy NP, nazveme co-NP.

Definice 14.1.2 (T¥ida co-NP) Jazyk (problém) A ¢ {0,1}" patii do ttidy co-NP, pokud
jeho doplnék A = {0,1}" \ A patti do t¥idy NP. “«

Poznamka 14.1.3 Vzpomeneme-li si na definici rozhodovaciho problému, je formdilné jazykem
odpovidajicim problému SAT jazyk bindrnich fetézcil, které koduji splnitelné formule, tedy

SAT = {(¢p) | ¢ je formule v KNF a (3v)[p(v) =1]}.

Formdlné vzato je tedy doplnék jazyka SAT jazykem bindrnich fetézcil, které bud nekoduji for-
mule, nebo kéduji sice formule, ale nesplnitelné, tedy

SAT = UNSAT u {w | w nent kédem formule v KNF},
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Definice 9.4.3

kde
UNSAT = {(¢) | ¢ je formule v KNF a (Vv)[¢(v) = 0]}

je jazykem nesplnitelnych formuli. P¥i béZném kédovini jsme vsak jisté schopni jednoduse poznat,
zda dany tetézec kéduje formuli, ¢i nikoli. MiiZeme si tedy dovolit jisté zjednoduseni a jazyk
UNSAT, tedy jazyk nesplnitelnijch formuli, opravdu za doplnék jazyka SAT povaZovat.

Misto problému UNSAT se obvykle uvaZzuje problém Tautologie (TAUT), kde se pro
danou formuli v disjunktivné normélni formé (DNF) ptame, zda je tautologii, tedy zda
je splnéna pii kazdém ohodnoceni proménnych. Neni tézké si rozmyslet, Ze jde ve sku-
te¢nosti o tyZz problém.

Zptisob prevoditelnosti, pomoci néjz jsme definovali, co je to NP-aplny problém, vy-
uzijeme i pfi definici co-NP-tplného problému.

Definice 14.1.4 Jazyk A je co-NP-tplny, patti-li do tfidy co-NP a pro libovolny jiny ja-
zyk B € co-NP plati, Ze B s% A. <

Protoze tfidy NP a co-NP maji zjevné mnoho spole¢ného, nepiekvapi nas nasledujici
tvrzeni:

Lemma 14.1.5 Jazyk A je co-NP-iiplny, pravé kdyZ jeho doplnék A je NP-iiplny.
Diikaz: Plyne pfimo z definice pfevoditelnosti, NP-tiplnosti a co-NP-tplnosti. ]

Pfipomerime si, Ze tfidu NP jsme definovali jako tfidu polynomialné ovéfitelnych ja-
zykt. Presnéji, jazyk A patii do tfidy NP pravé kdyz existuje polynomidlni verifikator
V(x,y) pro A. Tedy algoritmus V(x,y) pracuje v polynomidlnim ¢ase vzhledem k |x|
a plati pro négj, Ze

A= {x] 3y € T)[V(x,y) pHijme]} .

Z definice polynomidlniho verifikdtoru plyne, Ze staci omezit se na fetézce y, pro néz
plati, ze |y| < p(Jx|) pro vhodny polynom p. Pak tedy mtizeme psat

A={x| Ty e Z)[lyl < p(x[) a V(x,y) prijme]}
A={x|(VyeXZ)[jeli|y| < p(|x|), pak V(x,y) odmitne]} .

Z Nz

Uvéazime-li, Ze je snadné odpovéd verifikatoru znegovat, dostavame alternativni cha-
rakterizaci tfidy co-NP.

Lemma 14.1.6 Jazyk A patii do tfidy co-NP, privé kdyz existuje polynom p a polynomidlni
verifikitor V(x,y), pro ktery plati, Ze

A ={x|(Yy e Z")[je-li [y| < p(Ix]), pak V(x, y) pFijme]}.

Protoze tfida polynomialné rozhodnutelnych problémt P je zfejmé uzaviend na do-
pliiky, plati, Ze P < NP nco-NP. K tomu je potieba dodat, Ze vSeobecné se predpokladd,
Zze NP # co-NP a P ¢ NP n co-NP, presto se stale miize ukazat, ze plati opak. Pokud by
se ukézalo, Ze néjaky NP-tplny problém patii do co-NP, pak by bylo NP = co-NP.
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Véimnéme si na zévér analogie s tfidami rozhodnutelnych jazyktt (DEC), ¢aste¢né
rozhodnutelnych jazykti (PD) a tfidou doplitkti ¢asteéné rozhodnutelnych jazyka (co-PD).
Podle véty 6.1.1 dostdvame, Ze jazyk A je Caste¢né rozhodnutelny, praveé kdyz existuje
rozhodnutelny jazyk B, pro ktery plati, Ze

A={xeXZ"| (FyeX")[(x,y)eB]}.
Pro doplnék A tedy plati
A= {xeXZ" | (VyeX")[(x,y) eB]}.

Jde tedy o podobnou situaci jako v ptipadé tfid P, NP a co-NP. V pfipadé rozhod-
nutelnych a ¢astecné rozhodnutelnych jazykt vime na zakladé véty 6.1.5, ze DEC =
PD nco-PD. Navic vime, Ze existuji jazyky, jeZ jsou ¢astecné rozhodnutelné, nikoli vSak
rozhodnutelné, naptiklad univerzélni jazyk L,, a tedy PD # co-PD. V piipadé sloZitosti
vime jen, Ze P ¢ NP n co-NP a ostra inkluze neni vyloucena.

14.2. Pocetni problémy — tfida #P

Je fada tloh, v nichZ nés zajima pocet jejich feSeni. Miizeme se napiiklad ptét, kolik
splitujicich ohodnoceni mé dand formule v KNF, nebo kolik perfektnich parovani ma
dany bipartitni graf. Ulohdm tohoto typu budeme fikat pocetni tlohy.

Definice 14.2.1 Funkce f : ©X* — IN patfi do tfidy #P, pokud existuje polynom p a poly-
nomidlni verifikator V takové, ze pro kazdé x ¢ ©*

f(x) =Kyl lyl <p(jx]) a V(x,y) pfijme}|. “

S kazdym problémem A € NP méZeme asociovat funkci #A v #P. Tato je asociovana
s pfirozenym polynomidlnim verifikdtorem pro A, ¢Imz myslime verifikator, ktery ovéfuje,
zda y je feSenim odpovidajici tilohy. Naptiklad pfirozeny verifikdtor pro SPLNITELNOST
ptijme dvojici ¢, v, pokud ¢ je KNF a v je splitujici ohodnoceni ¢. Potom #SAT(¢) =
|{v | ¢(v) = 1}|. Funkce #SAT(¢) tedy pocitd pocet modelti dané formule.

Je-li f(x) funkce v #P, pak problém, v némz se ptdme, zda pro dany vstup x € L je
hodnota f(x) nenulova patii do NP.

Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze pokud nds zajima polynomidlni ¢as, neni p¥ili$ velky
rozdil mezi vyfesenim tlohy f(x) nebo jeji rozhodovaci verze, tedy dotazu f(x) > N pro
néjaké N € IN.

Lemma 14.2.2 Vijpocet hodnoty funkce f € #P Ize provést za pomoci polynomidlné mnoha do-
tazii na naleZent proku do mnoZiny {(x,N) | f(x) > N}.

Diikaz: Protoze f € #P, existuje polynom p a polynomidlni verifikator V, pro ktery plati,
ze f(x) = {y | Iyl < p(]x]) a V(x,y) ptijme}|. To znamen4, Ze f(x) < 2"(*), pokud uvazu-
jeme x i y jako binarni fetézce. Binarnim vyhleddvanim najdeme hodnotu f(x) dotazy
naN=0,..., 20D protoZe bindrni vyhleddvani pracuje v logaritmickém case vzhledem
k velikosti prohledavaného intervalu, bude ndm na toto vyhledani stacit p(|x|) dotazt,
je jich tedy polynomidlné mnoho. o
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Lemma 14.2.3 Necht f € #P, pak Ize hodnotu f(x) vypocitat v polynomidlnim prostoru vzhle-
dem k |x|.

Ditikaz: Podobné jako v diikazu 14.2.2 mtizeme odvodit, e f(x) < 2P(*) pro néjaky po-
lynom p. K reprezentaci hodnoty f(x) ndm tedy postaéi p(|x|) bitt. Algoritmus pocitajici
f(x) bude postupné generovat viechny binarni fetézce y délky nejvys p(|x|). Pro kazdy
fetézec y algoritmus ovéfi, zda polynomidlni verifikator V(x, y), jehoZ existenci zaruc¢u-
je definice 14.2.1, ptijme. Pokud ano, zvysi algoritmus aktudlni hodnotu f(x) o jedna.
Protoze verifikdtor V pracuje v polynomidlnim ¢ase vzhledem k |x|, pracuje i v polyno-

mialnim prostoru, a celkovy prostor vyuzity algoritmem je tedy polynomidlni. |

na sebe funkce, musime si definovat takovy typ pfevoditelnosti, ktery nejen prevede
odpovéd typu ano/ne, ale i hodnotu funkce.

Definice 14.2.4 Rekneme, e funkce f : {0,1}* - INje polynomidlné prevoditelnd na funkci
¢:{0,1}" > IN (f <p g), pokud existuji polynomiélné spocitatelné funkce a : {0,1}" x
N->Nap:{0,1}" - {0,1}", pro které plati, ze

(Vx e {0,1}7) [f(x) = a(x, g(B(x)))]- «

Relaci f <p g chceme zachytit fakt, ze pokud dokdzeme spocitat hodnotu funkce g,
pak dokédzeme spocitat jen s polynomidlnim zpomalenim a jednim vypoétem hodnoty
funkce g i hodnotu funkce f, a to tak, Ze nejprve funkci  upravime vstup, spocitdme
hodnotu funkce ¢ na novém vstupu a funkci a pfepocitdime hodnotu na tu spravnou.
I v pripadé tiidy #P se zajimdme o ty nejtézsi alohy.

Definice 14.2.5 Funkce f : {0,1}" je #P-t¢Zkd, pokud je kazda funkce g € #P polynomi-
alné prevoditelnd na f. Rekneme, Ze f je #P-iiplnd, je-li #P-t&é2k4 a plati-li soucasné, ze
f € #P. <

Stejné jako v ptipadé NP-tplnosti, i zde jsme pomoci #P-tplné funkce f schopni spo-
¢itat vSechny funkce z #P v ¢ase je jen o polynomélni hodnotu delsi neZ ¢as vypoctu
f(x). Ptipomenime si, Ze s kazdym problémem A ze tfidy NP mtizeme asociovat po-
¢etni tlohu (tedy funkci) #A, ktera pocitd pocet certifikatti (Casto feSeni tilohy spojené
s A), jez dosvédcuji pro dany vstup x, Ze je kladnou instanci do A. Uvazme nyni dva
problémy A, B € L* a jim odpovidajici poetni dlohy #A a #B. Pokud plati, ze A <}, B,
pfi¢emz tento pfevod zachové pocet feSeni tloh spojenych s A a B, pak lze jednoduse
prevést i #A na #B.

Definice 14.2.6 Rekneme, 7e problém A € I* je pfevoditelny na problém B € £* v poly-
nomidlnim &ase se zachovdnim poctu feseni (A < B), pokud existuje funkce f : 2* — L*
vycislitelnd v polynomidlnim ¢ase, pro kterou plati, ze

{y | Va(x,y) ptijme}| = [{y | Va(f(x), y) ptijme}|,

kde V4 a Vp jsou prirozené verifikdtory pro A a B. <
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Z této definice i pfedchozich tivah plyne nésledujici pozorovani.

Lemma 14.2.7 Necht B je problém v NP, pro ktery plati, Ze kazdy jiny problém A v NP je
prevoditelny na B v polynomidlnim case se zachovinim poctu veseni, tedy A < B. Pak #B je
#P-tiplnd tiloha.

Ptevody, které jsme si ukazovali, Ize udélat tak, aby zachovavaly pocty feseni, pro-
to 1ze ukazat, Ze ulohy odpovidajici problémiim, jejichZz tézkost jsme si ukazovali, jsou
#P-uplné. Napiiklad tedy #KACHL, #SAT, #HK, #LOUP a dalsi jsou vSechno #P-tipIné
tlohy.! Kromé toho v3ak existuji i tilohy, které jsou sice polynomidlné feSitelné, ale s ni-
mi asociovand pocetni tloha je #P-tplnd. Jde naptiklad o pfipad splnitelnosti formule
v disjuntivni normalni formé. Problém DNF-SAT, tedy splnitelnost formule v DNF je
polynomidlné fesitelny, coz ponechdme ¢tendfi jako jednoduché cviceni. Jak je to vsak
s uréenim poctu spliujicich ohodnoceni formule v DNF?

Véta 14.2.8 Funkce #DNF-SAT je #P-iiplna.

Dikaz: ProtoZe problém DNF-SAT ziejmé patii do NP (dokonce do do P), patfi funkce
#DNEF-SAT do #P. PopiSeme, jak pievést #SAT (tj. #KNF-SAT, chceme-li explicitné zda-
raznit, Ze jde o pocitdni modelt formule v KNF) na #DNF-SAT. Protoze #KNF-SAT je
#P-tplna funkce, bude totéz platit i proo #DNF-SAT. Necht ¢ je formule v KNF, pomoci
de-Morganovych pravidel pfevedeme jeji negaci -¢ na DNF, kterou si ozna¢ime pomoci
Y = -, pak plati, Ze
#KNF-SAT () = 2" - #DNF-SAT(y),

kde 7 je pocet proménnych formule ¢. V pfevodu tedy funkce ¢ = B(¢) spocita DNF
negace zadané formule v KNF a funkce a(¢, c) odecte pocet c = #DNF-SAT (1) od 2". To
vSe lze jisté provést v polynomidlnim case. g

Mirnou tpravou pfevodu popsaného v diikazu véty 14.2.8 bychom mohli ukézat #P-
-tplnost funkce #KNF-FALSE, tedy urceni poc¢tu ohodnoceni, ktera nespltiuji formuli
@. V urcitém smyslu je tedy tfida #P uzaviend na dopliiky, a to proto, Ze jsme obvykle
schopni spocitat pocet moznych kandidétt na feseni, ktery je v tomto pfipadé 2". Z to-
hoto hlediska neni nijak piekvapivé, Ze #DNF-SAT je #P-tiplna funkce.

Existuji vSak relace, které nemaji takto pfimocarou souvislost s néjakym tézkym pro-
blémem, a presto jsou s nimi asociované pocetni tlohy #P-tiplné. P¥ikladem mftize byt
urceni poctu perfektnich parovani v bipartitnim grafu. Nalézt jedno perfektni parovani
v bipartitnim grafu, pokud existuje, miizeme v polynomidlnim ¢ase napitiklad pomoci
tokt v sitich. Urcit pocet perfektnich parovani v bipartitnim grafu je vSak #P-tiplnd tlo-
ha. Tato tloha je ekvivalentni vypoctu permanentu matice. Permanent ¢tvercové matice
A typu n x n je definovén jako

per(4)=" ¥ []Alin()] (14.1)

neS(n) i=1

'Neni oviem zndmo, zda pocetni ulohy asociované s NP-tuplnymi problémy jsou soucas-
né  #P-tplné. Viz  téz http://cstheory.stackexchange.com/questions/25644/
p-complete-problems—are—at-least—-as—hard-as—-np-complete-problems
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kde prvky S(n) jsou permutace mnoziny {1,...,n}. VSimnéme si, ze vzorec (14.1) je
téméf shodny se vzorcem pro vypocet determinantu matice. V pfipadé permanentu
vSak nebereme do tivahy znaménko permutace. Zatimco tedy spocitat determinant ma-
tice 1ze pomoci Gaussovy elimina¢ni metody v polynomidlnim case, tak spocitat per-
manent je #P-tiplné, a to i v piipadé, kdy prvky matice nabyvaji pouze hodnoty 0 nebo
1.

14.3. Cviceni

1. Rozmyslete si, jak obtiZné je rozhodnuti nasledujicich problémt v zavislosti na
tom, je-li ¢ v KNF, DNF, ¢i jde-li o obecnou formuli vyrokové logiky, piesnéji,
rozhodnéte jsou-li v P, NP ¢i co-NP a jsou-li NP-tézké ¢i co-NP-tézké.

a) (Fv)p(v) =1 (4. SAT ve verzi pro KNF, DNF, obecnou formuli).
b) (3v)e(v) =0 (t. FALS ve verzi pro KNF, DNF, obecnou formuli).
¢) (Yo)p(v) =1 (tj. TAUT ve verzi pro KNFE, DNF, obecnou formuli).
d) (Vo)e(v) =0 (tj. UNSAT ve verzi pro KNF, DNF, obecnou formuli).
2. Je-li ¢ v KNF uvazme néasledujici algoritmus pro test splnitelnosti: Preved ¢ do

DNF 1 a otestuj splnitelnost splnitelnost ¢ algoritmem pro DNF-SAT. Bude takovy
algoritmus polynomiédlni? Odpovéd zdavodnéte.
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