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Uvod




Sylabus

@ Turingovy stroje a jejich varianty. Churchova-Turingova teze
@ Halting problém a dal$i nerozhodnutelné problémy

©® RAM a jeho ekvivalence s Turingovymi stroji. Algoritmicky vyé&islitelné
funkce

@ Rozhodnutelné a ¢astedné rozhodnutelné jazyky a jejich vlastnosti

@® m-prevoditelnost a m-Uplné jazyky

@ Riceova véta

@ Nedeterministické Turingovy stroje, zékladni tfidy sloZitosti, tridy P, NP,
PSPACE, EXPTIME

©® Savicova véta

© Véty o deterministické prostorové a &asové hierarchii

(@ Polynomialni prevoditelnost probléml, pojmy NP-t&Zkosti a NP-lplnosti

@® Cook-Levinova véta, ptiklady NP-tplnych problémi, diikazy NP-tplnosti

(B Pseudopolynomiéini algoritmy a silna NP-Uplnost

(® Aproximace NP-t&zkych optimalizaénich uloh, aproximagéni algoritmy a
schémata

@ Tridy co-NP a #P
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Motivacni otazky

© Co je to algoritmus?

® Co v8echno Ize pomoci algoritmud spocitat?

© Dokazi algoritmy vyfesit vSechny ulohy a problémy?

@ Jak poznat, Ze pro feSeni zadané ulohy nelze sestrojit
zadnym algoritmus?

@ Jakeé algoritmy jsou ,rychlé” a jaké problémy jimi mizeme
fesit?

0O Jaky je rozdil mezi ¢asem a prostorem?

@ Které problémy jsou lehké a které tézké? A jak je poznat?

® Je Iépe zkouset, nebo byt zkouseny?

©® Jak fesit problémy, pro které nezname zadny ,rychly”
algoritmus?
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Vycislitelnost




Lehky uvod do
teorie algoritmu




Prvni program: Hello, world!

Jak se patfi na pfednasku o programovani, i my zanheme
programem ,Hello world“ (napfiklad v jazyce C).

helloworld.c

#include <stdio.h>

int main(int argc, char *argv[])
{
printf ("Hello, ,world\n") ;
return 0;

= Na prvni pohled vidime, Ze program vzdy skon¢i a prvnich
dvandct znaku, které vypise jsou Hello, world.

= Program s podobnou funkénosti mizeme vSak napsat i
jinym zpusobem...
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Program Hello, world! (2. verze)

helloworld2.c

#include <stdio.h>

int exp(int i, int n)
/* Vradti n-tou mocninu i */
{
int moc, Jj;
moc=1;
for (j=1; j<=n; ++j) moc *= 1i;
return moc;
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Program Hello, world! (2. verze)

int main(int argc, char *argv[]) {
int n, total, x, vy, z;
scanf (”"%d”, &n);
total=3;
while (1) {
for (x=1; x<=total-2; ++x) {
for (y=1; y<=total-x-1; ++y) {
z=total-x-y;

if (exp(x,n)+exp(y,n)==exp(z,n)) {
printf ("Hello, uworld\n”) ;
return 0;
}
}
}
++total;
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Za jakych podminek vypiSe program
helloworld?2 jako prvnich dvanact
znakl na vystup Hello, world a zastavi

se?

Program hellowor1d2 skonéi a vypiSe jako
prvnich 12 znaka Hello, world, pravé kdyz
scanf nacte Cislo n < 2. Pro n > 2 program
helloworld2 neskonéi.

K dukazu tohoto faktu potfebujeme
velkou Fermatovu vétu!
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Problém HELLOWORLD

Helloworld

Instance: Zdrojovy kéd programu P v jazyce C a vstup I.

Otéazka: Je pravda, Ze prvnich 12 znakd, které dany pro-

gram vypi8e, je Hello, world? (NevyZadujeme za-
staveni.)

Lze napsat program v jazyce C, ktery pro
dvoijici P, I zodpovi otazku kladenou

v problému HELLOWORLD?

0 Ukazeme si, ze nikoli.
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Nerozhodnutelnost HELLOWORLD

Uvazme program H, ktery fesi Odpoved na
problém HELLOWORLD. HeLLowoRLD(P, I)

Zdrojovy kéd P

Program H

Vstup [ ™ ne

= Pfedpokladame, Ze vstup je pfedavan programu P i H na
standardni vstup a je ¢ten vyhradné funkci scanf.

= Pfedpokladame, Ze vystup je programy P i H zapisovan na
standardni vystup, a to vyhradné volanim funkce printf.
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Pozdrav misto odmitnuti

Upravime si program H (na H;) tak, aby misto ne psal Hello,
world.

Zdrojovy kod P ano
Vstup I Hello, world

Program H; ziskame nasledujici upravou programu H:

VypiSe-li H jako prvni znak n, vime, Ze nakonec vypiSe ne,
muzeme tedy upravit odpovidajici print £ tak, aby rovnou

vypsalo Hello, world, dal$i print £ uz nic nevypisuji.
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Co fekne H; o sob&?

Co je program H; schopen Fici sam o sobé?

H, o€ekava na vstupu kdédy programi s jednim
@ vstupnim souborem, ale H; sam oCekava dva
vstupni soubory.

H; musime jesté upravit tak, aby o&ekaval jen jeden vstupni
soubor. Ten si vyloZi jednak jako kéd programu P k simulaci,
jednak jako vstup I simulovaného programu.
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Dva vstupy v jednom

Program H, oekava jeden vstupni soubor, ktery pfedlozi
programu H; jako oba vstupni soubory, tedy jako zdrojovy kéd

P ijako vstup I.
A

kod P ] e ) Hello, world

© Program Hs nejprve nacte cely vstup a ulozi jej v poli A,
které alokuje v paméti (napf. pomoci malloc).
® Poté program H, simuluje praci H;, pficemz:
® Ve chvili, kdy H; &éte vstup (pomoci scanf), H, misto &tenf
pristoupi do pole A (tj. nahradi scanf pomoci ¢teni z A).
@® Pomoci dvou ukazateli do pole A si H, pamatuje, kolik z P
a [ program H; precetl (scanf ¢te poporadé).
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Pokud se Hs zamysli sam nad sebou

Dostane-li H, na vstupu
zdrojovy kéd Hs

odpovi
ano Hello, world
H oréveé kdy? ﬂ
Hs vypiSe Hs nevypise
Hello, world Hello, world

S,
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Co z toho vyplyva?

= Program H; nemuze existovat.
= Tedy ani program H; nemuze existovat.
= Tedy ani program H nemuze existovat.

= Problém HELLOWORLD nelze vyfesit Zadnym programem
v jazyku C (a je tedy algoritmicky nefeSitelny).
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Volani funkce foo

UvaZme dalSi problém:

Volani funkce foo

Instance: Zdrojovy kéd programu Q v jazyce C a vstup V.

Otazka: Zavola program Q pfi béhu nad vstupem V funkci
jménem foo?

= Chceme ukazat, Ze problém VOLANI FUNKCE foo je
algoritmicky nerozhodnutelny.

= UkdZzeme, Ze kdybychom uméli rozhodnout problém
VOLANI FUNKCE foo, uméli bychom rozhodnout i problém
HELLOWORLD.
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Lehky uvod do prfevoditelnosti

Jsme-li pomoci problému B schopni vyfesit problém A, fikame,
ze A je prevoditelny na B.

Instance « Pfevodni Instance p
problému A algoritmus problému B

instanci a problému Rozhodni B
A je odpovéed ano.

Pravé kdyZ na pavodni

Pravé kdyz na puvodni
instanci « problému
A je odpovéd ne.
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Pozdrav volanim

= Pfevedeme problém HeLLOowORLD na problém VoLANi
FUNKCE foo.

= Popi8eme, jak pfevést instanci problému HELLOWORLD
(program P a vstup I) na instanci problému VOLANI FUNKCE
foo (program Q a vstup V).

= Musime pfitom zabezpecit, aby platilo, Zze

program P se vstupem I jako prvnich dvanact znaku svého
vystupu vypise Hello, world,
praveé kdyz

program Q se vstupem V zavola funkci jménem foo.

= Problém VOLANI FUNKCE foo je tedy algoritmicky
nerozhodnutelny.
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Jak pfevést pozdrav na volani

Vstupem pfevodniho algoritmu popsaného nize je program P a
vstupni soubor .
© Je-liv P funkce foo, pfejmenujeme ji i vSechna jeji volani
na dosud nepouzité jméno (refaktoring, vysledny program
nazveme P).

® K programu P; ptidame funkci £oo, funkce nic nedéld a
neni volana (—Ps).

©® Upravime P tak, aby si pamatoval prvnich dvanact znakd,
které vypiSe a uloZil je v poli A (—P3).

@ Upravime P tak, Ze pouzije-li pfikaz pro vystup,
zkontroluje pole A, je-li prvnich dvanact znaku rovno Hello,
world. Pokud ano, zavola funkci foo

® Tim jsme zkonstruovali vysledny program Q, vstup V = I.

22/172



Nevyhody jazyka C pro teorii algoritma

= Jazyk C je pfili§ komplikovany.
= Museli bychom definovat vypocCetni model (tj. zobecnény
pocitac€), ktery bude programy v jazyce C interpretovat.

= V dobé vzniku teorie nebyly proceduralni jazyky
k dispozici, proto je teorie v literatufe obvykle popisovana
tradi¢né&jSimi prostfedky.

= Potfebujeme vypocletni model dostateéné jednoduchy, aby
jej bylo Ize snadno popsat, sou¢asné dostate¢né silny, aby
byl schopen zachytit to, co intuitivné chapeme pod pojmem
algoritmus.
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Trocha historie ...




10. HilbertGv problém

V roce 1900 zformuloval David Hilbert 23 problému, desaty z
nich Ize zformulovat takto:

- Existuje postup, ktery by po kone¢ném poctu
operaci zjistil, zda polynom vice proménnych s
celociselnymi koeficienty ma celo&iselny kofen?

Aby bylo mozné zodpovédét tuto otdzku, je potfeba mit formalni
definici pojmu algoritmu a efektivni vycislitelnosti.

Intuitivné: Algoritmus je kone€na posloupnost
jednoduchych instrukci, ktera vede k feSeni zadané
ulohy.
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Churchova teze

V roce 1934 navrhl Alonzo Church nasleduijici tezi:

by Efektivné vycislitelné funkce jsou prave ty, které
jsou definované v A-kalkulu.

Tuto tezi pozdgji (1936) upravil na

¢ Y - v v 7 - Ve - z v v 7 v W
> Efektivné vycislitelné funkce jsou praveé ¢astecné
rekurzivni funkce.
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Turingova teze

V roce 1936 publikoval Alan Turing nasledujici tezi

o Ke kazdému algoritmu v intuitivnim smyslu existuje

7 ekvivalentni TuringQv stroj.
v

= Zminéné vypocetni modely (A-kalkulus, Caste¢né
rekurzivni funkce, Turingovy stroje) jsou navzajem
ekvivalentni co do vypocetni sily.

= Obvykle se této tezi fika Churchova-Turingova.
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10. Hilbertdv problém

P Existuje postup, ktery by po koneé¢ném poctu
operaci zjistil, zda polynom vice proménnych s
celoCiselnymi koeficienty ma celoCiselny kofen?

V roce 1970 dal na tuto otazku Yuri Matijasevi¢ negativni

odpovéd.

polynom vice proménnych s celo¢iselnymi

g Neexistuje algoritmus, ktery by zjistil, zda dany
koeficienty ma celo&iselny kofen.
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Ekvivalentni modely

Podle Churchovy-Turingovy teze je algoritmus ekvivalentni ...
= popisu Turingova stroje,
= programu pro RAM,
= odvozeni ¢astecné rekurzivni funkce,
= odvozeni funkce v A-kalkulu,
= programu ve vy§Sim programovacim jazyce, jako je C,
Pascal, Java, Basic apod.,

= programu ve funkcionalnim jazyce jako je Lisp, Haskell
apod.

Ve v&ech téchto modelech jsme schopni poditat tytéz funkce,
fesit tytéz problémy a ulohy.
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Turingovy stroje

By Rocky Acosta — Own work, CC BY 3.0


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=24369879

Turingav stroj

Ridici jednotka  Aktudlni stav

Cteci a zapisovaci hlava,
ktera se muze pohybovat
obéma sméry

Prechodova
funkce

...‘H‘e‘l‘l‘o‘ ‘w‘o‘r‘l‘d‘...
Neomezena paska \
Prazdné Symboly paskové

policko abecedy
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Turinglv stroj (definice)

(Jednopaskovy deterministicky) Turinglv stroj (TS) M je pétice
M = (lelélqOIF)

= (O je kone€na mnozina stava.

= ) je kone€na paskova abeceda, ktera obsahuje znak » pro
prazdneé policko.

= Casto budeme rozli$ovat paskovou (vnitini) a vstupni
(vnéjsi) abecedu.

" 0:0XXY - QXYX{R,N,L}U{L} je pfechodova funkce,
kde L oznacuje nedefinovany pfechod.

" gp € Q je poCateCni stav.

* F C Q je mnozina pfijimajicich stava.
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Konfigurace a displej Turingova stroje

= Turinglv stroj sestava z
= Fidici jednotky,
= pasky, kterd je potencidlné nekoneénda v obou smérech a
= hlavy pro ¢teni a zapis, ktera se pohybuje obéma sméry.
= Displej je dvojice (g,a), kde g € Q je aktudlni stav
Turingova stroje a a € X je symbol pod hlavou.
= Na zakladeé displeje TS rozhoduje, jaky dal$i krok ma
vykonat.

= Konfigurace zachycuje stav vypoc&tu Turingova stroje a
sklada se ze
= stavu fidici jednotky,
= slova na péasce (od nejlevéjsiho do nejpravéjsiho
neprazdného policka) a
= pozice hlavy na pasce (v ramci slova na této péasce).
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Vypocet Turingova stroje

= Vypocet zahajuje TS M v pocatecni konfiguraci, tedy
= v po¢ate¢nim stavu,
= se vstupnim slovem zapsanym na pasce a
= Vstupni slovo nesmi obsahovat prazdné policko.
= hlavou nad nejlevéjs§im symbolem vstupniho slova.

= Pokud se M nachazi ve stavu g € Q a pod hlavou je
symbol a € ¥ a
= je-li6(gq,a) = L, pak vypocet M kon¢i,
wje-lio(g,a)=(q",a",Z),kde " € Q,a’ € ¥aZ € {L,N,R},
pak M
= prejde do stavu g,
= zapiSe na pozici hlavy symbol a’ a
= pohne hlavou doleva (pokud Z = L), doprava (Z = R), nebo
hlava zlistane na misté (Z = N).
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Slova a jazyky

Slovo nad abecedou ¥ je posloupnost znaki
w=aay...a, kdeay,as,...,a, € 2.
= Délku fetézce w = ajas ... ar oznaCujeme pomoci |w| = k.
= MnoZzinu vSech slov nad abecedou ¥ ozna¢ujeme pomoci
>
= Prazdné slovo oznaCujeme pomoci ¢.
= Konkatenaci slov w; a w, zapiSeme jako wws.
= Jazyk L C ¥* je mnoZina slov nad abecedou .
= Doplné&k jazyka L ozna&ime pomoci L = ¥*\ L.
= Konkatenaci dvou jazykd L, a Lo vznikne jazyk
Ly- L2 = {ZUﬂxUQ | w1 € Ll,wg S LQ}
= Kleeneho uzavérem jazyka L je jazyk
L"=A{w | (Ik e N)(Jwy, ..., wi € L)[w = wiwy ... w}.
Rozhodovaci problém formalizujeme jako otdzku, zda dana
instance patfi do jazyka kladnych instanci.
35/172



Turingovsky rozhodnutelné jazyky

= TS M pftijima slovo w, pokud vypocet M se vstupem w
skonéi v pfijimajicim stavu.

= TS M odmita slovo w, pokud vypocet M se vstupem w
skonc¢i ve stavu, ktery neni pfijimajici.

= Jazyk slov pfijimanych TS M ozna¢ime pomoci L(M).

= Fakt, Ze vypocet TS M nad vstupem w skonéi, oznacime
pomoci M(w) | , budeme také fikat Ze vypocet konverguije.

= Fakt, ze vypocCet TS M nad vstupem w neskonéi, ozna¢ime
pomoci M(w)T , budeme také fikat ze vypocet diverguje.

= Rekneme, Ze jazyk L je aste¢né (Turingovsky)
rozhodnutelny (téz rekurzivné spocetny), pokud existuje
TuringUv stroj M, pro ktery L = L(M).

= Rekneme, Ze jazyk L je (Turingovsky) rozhodnutelny (té2
rekurzivni), pokud existuje Turinglv stroj M, ktery se vzdy
zastavia L = L(M).
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Turingovsky vycCislitelné funkce

= Turinglv stroj M s paskovou abecedou ¥ pocita néjakou
¢aste€nou funkci fur @ X = 3.

= Pokud M(w) | pro dany vstup w € >*, je hodnota funkce
fm(w) definovana, coz ozna¢ime pomoci fy(w) | .

= Hodnotou funkce fy/(w) je potom slovo na (vystupni)
pasce M po ukon&eni vypoctu nad w.

= Pokud M(w)T , pak je hodnota f)(w) nedefinovana, coz
oznacime pomoci fy(w)T .

* Funkce f : X"+ 3 je turingovsky vycislitelna, pokud
existuje Turingav stroj M, ktery ji pocita.

nekone¢né mnoho rliznych Turingovych stroju,

0 Kazda turingovsky vycislitelna funkce ma
které ji poCitaji!
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Varianty Turingovych stroj

Turingovy stroje maji fadu variant, napfiklad
= TS s jednosmeérné nekone€nou paskou.
= TS s vice paskami (vstupni/vystupni/pracovni).
= TS s vice hlavami na paskach,
= TS s pouze binarni abecedou,
= nedeterministické TS.

Zminéné varianty jsou ekvivalentni ,naSemu“ modelu v tom
smyslu, Ze v8echny pfijimaji touz tfidu jazykl a vyc€isluji touz
tfidu funkci.
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Struktura 3-paskového Turingova stroje

—\/—
Vis|t|lu|p|n]|i plé&a|s|k|a
(—v—)
Plrjlalcl|lo|Vv |n]|i plals|k]|a
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Vicepaskovy Turinglv stroj

k-paskovy Turinglv stroj se od jednopaskového Turingova
stroje li8i nasledujicim zplsobem:
= M3 k pasek, na kazdé je zvlastni hlava.
Vstupni paska na pocatku obsahuje vstupni fetézec
Casto jen pro ¢tent.
Pracovni pasky jsou ur€eny pro &tenf i zapis.
Vystupni paska na konci obsahuje vystupni fetézec.
Casto jen pro zdpis s pohybem hlavy jen vpravo.
= Hlavy na paskach se pohybuji nezavisle na sobé.
= Pfechodova funkce je typu
5:0x k> Q xSk x{R,N, LY u{L}.

Ke kaZdému k-pdskovému Turingovu stroji M existuje
jednopdskovy Turinguv stroj M’, ktery simuluje prdci M, pfijima
tyZ jazyk jako M a pocitd touZ funkci jako M.

40/172



Reprezentace k pasek na jednée pasce

Turingdv stroj M Turinglv stroj M’
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- Random Access Machine




Random Access Machine (RAM)

Vstup CPU Vystup
1:READ(7() 7o
2! RERD(r1) 13
3: LOAD(1, r3) r (13 )
4: INZ(r, 6) r2 (195
5: JNZ(T’g, 9) r3
GZADD(T’Q, 1’1,1’2)

7 SUB(T’O, 75, 7’0)
8: INZ(ry, 6) Pamét
9: PRINT(r2)

rozdélena do neome-
Program zeného poctu registrd
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Random Access Machine (definice)

= Random Access Machine (RAM, stroj s nahodnym
pristupem do paméti) se sklada z
= fidici jednotky (procesoru, CPU) a
= neomezené paméti.

= Pamét RAMu je rozdélena do registrl, které budeme
oznacovat r;, i € IN.

= V kazdém registru mlze byt libovolné pfirozené &islo (na
zacatku je to 0).

Obsah registru r; oznacime pomoci [r;].

Neptima adresace: [[r;]] = [r[;]-

Programem pro RAM je kone&na posloupnost instrukci
P=1Iy1,..., 1.

Instrukce jsou vykondvané v pofadi daném programem.
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Mozné instrukce RAM

Instrukce Efekt

LOAD(C, 1;) ri —C
ADD(ri, 1j,1k) rk < [ri] + [1]]
SUB(ri, 1j, 1) 1k < [ri] = [r]]
)
)

COPY([rp],ra) ra < [[rp]]

COPY(rs, [ra])  7pry < [rs]

JINZ(r;, 1) if [ri] >0 then goto z
READ(r;) ri «— input

PRINT(7;) output « [ri]

45/172



Jazyky rozhodnutelné RAMem

= Uvazme abecedu X = {01, 09,...,0;}.

= Slovo w = 0;,04, ...0;, preddame RAMu R jako
posloupnost &isel iy, ..., i,.

= Konec slova pozna R diky tomu, Ze READ nacte 0, neni-li
uz k dispozici vstup.

= RAM R pfijme slovo w, pokud R(w) | a prvni islo, které R
zapise na vystup je 1.

= RAM R odmitne slovo w, pokud R(w) | a R bud'na vystup
nezapise nic, nebo prvni zapsané ¢islo je jiné nez 1.

= Jazyk slov pfijimanych RAMem R ozna¢ime pomoci L(R).

= Pokud pro jazyk L plati, Zze L = L(R) pro né&jaky RAM, pak
fekneme, Ze je ¢aste¢né rozhodnutelny (RAMem).

= Pokud se navic vypocCet R nad kazdym vstupem zastavi,
fekneme, Zze L = L(R) je rozhodnutelny (RAMem).
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Funkce vycCislitelné na RAMu

O RAMu R tekneme, Ze pocita ¢aste¢nou aritmetickou funkci
f:IN"— N, n > 0, pokud za pfedpokladu, Ze R dostane na
vstup n-tici (x4, ..., x,), plati nasledujicf:

= Je-li f(xy,...,x,) ], pak R(xy,...,x,)| @R vypiSe na

vystup hodnotu f(xq,...,x,).

wJe-li f(xq,...,x,)T, pak R(xy,...,x,)T.
O funkci f, pro niz existuje RAM, ktery ji po€itd, fekneme, Ze je
vycislitelna na RAMu.
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Retézcové funkce vydislitelné na RAMu

RAM R pocita ¢asteCnou funkci f : X* +— 3, kde
={01,09,...,0r}, pokud plati:
= Vstupni fetézec w = o;,0;, ... 0;, je pfedany jako
posloupnost &isel iy, ..., 1.
= Konec slova pozna R diky tomu, Ze READ nacte 0, neni-li
uz k dispozici vstup.
= Pokud je f(w)]= 0j,0},...0j,, pak R(w)] a na vystup je
zapsana posloupnost Cisel ji, ja, ..., jm, 0.
= Pokud f(w)T, pak R(w)T.
O funkci f, pro kterou existuje RAM R, ktery ji pocitd, fikame,
Ze je vycCislitelna na RAMu.
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Programovani na RAMu

Programy pro RAM odpovidaji proceduralnimu jazyku:
= Mame k dispozici proménné (skalarni i neomezena pole).
= CykKly (for i while) — s pomoci podminéného skoku,
pfipadné ¢itaCe v proménné.

Nepodminény skok (goto) — s pouZitim pomocného
registru, kam ulozime 1 a pouzijeme podminény skok.
Podminény pfikaz — s pomoci podminéného skoku.

Funkce a procedury — do mista pouziti funkce rovnou
v programu napiSeme télo funkce (inline).

= Nemame rekurzivni volani funkci — Ta se v8ak daji vzdy
nahradit pomoci cyklu while a zasobniku.
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Proménné v programu pro RAM

Predpokladejme, Ze v programu pouzivame pole Ay, ..., A, a
skalarni proménné xo, ..., xs.
= Pole indexujeme pfirozenymi Cisly, tedy od 0.
= Prvek A;[j],kde i e {1,...,p},j € N, umistime do registru
Titje(p+1)-
= Prvky pole A;,i =1,...,p jsou tedy v registrech
TiyVidp+1, Vit2(p+1)r - - - -
= Proménnou x;, kde i € {0, ..., s} umistime do registru
Tis(p+1)-
= Skalarni proménné jsou tedy postupné v registrech
ro, Vp+1, 7’2(p+1), Ceen
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Turingav stroj — RAM

Ke kaZzdému Turingovu stroji M existuje ekvivalentni RAM R.

= Obsah péasky je uloZen ve dvou polich:
= T, obsahuje pravou ¢ast pasky a
= T; obsahuje levou €ast pasky.

= Poloha hlavy — pamatujeme si index v proménné & a
stranu pasky (prava/levd) v proménné s.

= Stav — v proménné g.
= Vybér instrukce — podminény pfikaz podle /1, s a g.
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RAM — Turinglv stroj

Ke kaZzdému RAMu R existuje ekvivalentni Turinguv stroj M.
Obsah paméti R reprezentujeme na pasce M takto:
Jsou-li aktualné vyuzité registry r; ,ri,, ..., ri,, kde

i1 <iy <--- <1y, pakje napasce reprezentujici pamét RAM R
fetézec:

(1) pl([rin]) g#(i2) gl ([rin]) p# - - - #(im) g | ([rirn]) 5
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RAM — Turinglv stroj (struktura TS)

K RAMu R sestrojime TS M jako 4-paskovy.

Vstupni paska posloupnost Cisel, ktera ma dostat R na vstup.
Jsou zakddovand binarné a oddélend znakem #.
Z této pasky M jen Cte.

Vystupni paska sem zapisuje M Cisla, ktera R zapisuje na
vystup. Jsou zakddovand binarné a oddélena
znakem #. Na tuto pasku M jen zapisuje.

Pamét RAM obsah pameéti stroje R.

Pomocna paska pro vypocty souctu, rozdilu, nepfimych adres,
posunu ¢asti pameétové pasky a podobné.

53/172



Cislovani Turingovych stroj(i




Jak oCislovat Turingovy stroje

Nasim cilem je kazdému Turingovu stroji pfifadit ¢islo.
© Turinglv stroj popiSeme fetézcem nad malou abecedou.

® Retézec nad touto abecedou prevedeme do binarni
abecedy.

©® Kazdému binarnimu fetézci pfifadime ¢islo.
O Ve vysledku takto kazdému Turingovu stroji pfifadime &islo
— tzv. Gédelovo &islo.
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Par technickych omezeni

Omezime se na Turingovy stroje, které
© maji jediny pfijimajici stav a
® maji pouze binarni vstupni abecedu >;,, = {0, 1}.

= Vstupni fetézce budou zapsany jen pomoci znakd 0 a 1.

= Pracovni abecedu nijak neomezujeme — béhem vypoctu si
TuringUv stroj mlze na pasku zapisovat libovolné symboly.

= Jakoukoli kone¢nou abecedu lze zakddovat do binarni
abecedy.

= Kazdy TS M lze upravit tak, aby splfioval obé omezeni.
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Zakodovani prechodové

funkce

M= (Q,%,6,q0,F ={q1})

0 zapiSeme fetézcem vy, v abecedé

r=1{0,1,L,

N/Rlll#l:}

Kazdy znak vy zap

iSeme pomoci 3 bitd

N

,

(M
Binarni fetézec reprezentujici M
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Zapis prfechodoveé funkce v abecede I'

= Pfedpokladejme, Ze
= Q=1{q0,91,---,9,} pro n&jaké r > 1, kde g, je pocate¢ni
stav a ¢, je jediny pfijimajici stav.
= Y ={Xq, Xy, Xs,..., X} pronéjaké s > 2, kde X, oznaduje
znak 0, X; znak 1 a X5 znak prédzdného politka ».
= Instrukci 6(q;, X;) = (qx, Xi, Z), kde Z € {L, N, R}
zakédujeme fetézcem

(1)l (7) sl (k) I (1)l Z.
= Jsou-li Cy, ..., C, kddy instrukci TS M, pak pfechodovou

funkci 6 zakédujeme fetézcem

Ci#Co#t .. . #C,,.
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Ptevod do binarni abecedy

0

000

001

(643, X7) = (45, X2, R)

010

011

[11|111|101|10|R]-/

100

101

110

111

!

Znaky abecedy I"
zakodujeme po-

moci této tabulky

[001001101001001001101001000001101001000101100]
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Cislovani binarnich fetézcu

= Binarnimu fetézci w € {0,1}" Wi lw; i
ptitadime &islo i, jehoZ binarni ¢ 1 1
zapis je 1w, tedy (i), = lw. (1) 1(1) 2
= 3

= Retéz Cislem i ozna¢im

etézec s ¢islem i oznaéime i T i

pomoci w; (ij. (i); = 1w;).

= Tim dostaneme vzajemné
jednoznacné zobrazeni (tj.
bijekci) mezi {0,1}" a kladnymi
ptirozenymi Cisly.

= K tomu ptidame konvenci, Zze 0 odpovida prazdnému fetézci (1j.
wo = wy = &€).

001011 1001011 75
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Godelovo ¢&islo

= Kazdému Turingovu stroji M mizeme pfifadit Gédelovo
Cislo e, pro které plati, Ze fetézec w, je kédem Turingova
stroje M.

= Turinglv stroj s Gédelovym &islem e ozna¢ime pomoci M..

= Pokud fetézec w, neni syntakticky spravnym kodem
Turingova stroje, pak M, je prazdnym Turingovym strojem,
ktery kazdy vstup okamzité odmitne a L(M,) = 0.

= Z toho plyne, Ze ke kazdému €islu e jsme naopak schopni
prifadit néjaky TuringQv stroj M, .
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Nejednoznacnost kodu TS

= Kdéd TS neni jednoznaény, protoze nezéalezi na
= poradi instrukci,
= na ocislovani stavli kromé pocate¢niho a pfijimajiciho,
= znakl paskové abecedy kromé 0, 1, A, a
= binarni zapis ¢isla stavu nebo znaku miize byt uvozen
libovolnym poc&tem 0.
= Kazdy TS ma nekone¢né mnoho riznych kédd a potazmo
nekone¢né mnoho Gddelovych Cisel.

(40)

Vv
(%}

/\ Jedno z
N Wa14 )@ Gddelovych
U Cisel M
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Kdédovani objektl (znaceni)

= Konecné objekty (napf. ¢islo, fetézec, Turinguv stroj, RAM,
graf nebo formuli) miZzeme kddovat do binarnimi fetézci.
= Podobné mizeme zakddovat i n-tice objektu.

= (X) oznacuje kdd objektu X pomoci bindrniho Fetézce.
= (X4,...,X,) oznaCuje kdd n-tice objektu X1, ..., X,.
Napftiklad:
= Je-li M Turinguv stroj, pak (M) oznaduje binarni fetézec,
ktery ho koduje.

= Jsou-li M Turinglv stroj a x je fetézec, pak (M, x)
oznacuje kdd dvojice M a x.
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Univerzalni Turinglv stroj




Univerzalni Turinglv stroj

= Vstupem univerzalniho Turingova stroje U je kdd dvojice
(M, x), kde M je Turinglv stroj a x je fetézec.

= U simuluje praci stroje M nad vstupem x.

= Vysledek prace U ({M, x)) (ij. zastaveni/pfijeti/zamitnuti
vstupu a obsah vystupni pasky) je dan vysledkem M (x).

= U popiSeme jako 3-paskovy, protozZe je to technicky
jednodu8si nez konstrukce jednopaskového UTS.

= Pfevodem 3-paskového UTS na jednopaskovy ziskame
jednopaskovy UTS.

= Jazyku univerzalniho Turingova stroje U/ budeme fikat
univerzalni jazyk a budeme jej znadit L,,, tedy

Ly =L(U)={(M,x)|xeLM)}.
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Struktura univerzalniho Turingova stroje

1. paska obsahuje vstup U, tedy kéd (M, x).

(M, x)

Na 2. pasce je uloZzen obsah pracovni pasky M. Symboly X;
jsou zapsany jako (i) v blocich téze délky oddélenych |.

...101010011100]000|1010]011]...

3. paska obsahuje €islo aktualniho stavu g; stroje M.

10011 (= (i)p)
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Algoritmicky (ne)roz-
hodnutelné jazyky




Definice

Definice 5
= Jazyk L je ¢dste¢né rozhodnutelny, pokud existuje
Turingdv stroj M, ktery jej pfijima (tj. L = L(M)).
= Jazyk L je rozhodnutelny, pokud existuje Turinguv stroj M,
ktery jej pfijima (. L = L(M)) a navic se vypocet M
zastavi s kaZzdym vstupem x (. M(x)| ).

= Céastedné rozhodnutelny jazyk = rekurzivné spocetny jazyk.
= Rozhodnutelny jazyk = rekurzivni jazyk.
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Zakladni vlastnosti rozhodnutelnych jazykd

Véta 6

Jsou-li L, a L, (¢dste¢né) rozhodnutelné jazyky, pak L, U Lo,
Ly N Lo, Ly - Lo, L jsou (Castecné) rozhodnutelnég jazyky.

Véta 7 (Postova véta)

Jazyk L je rozhodnutelny, pravé kdyZ L i L jsou édsteéné
rozhodnutelné jazyky.

© Jsou vSechny jazyky nad kone¢nou abecedou

@ ¢astecné rozhodnutelné?
o ® Jsou v8echny ¢aste¢né rozhodnutelné jazyky

rozhodnutelné?
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Kolik je ¢astecné rozhodnutelnych jazykd?

Definice 8
MnoZina A je spocetnd, pokud existuje prosta funkce
f A N, tj. pokud Ize prvky A ocCislovat.

= Je jen spocetné mnoho Turingovych stroji — kazdy ma
Gddelovo ¢Eislo.

= Kazdy ¢aste¢né rozhodnutelny jazyk je pfijiman néjakym
Turingovym strojem.

Lemma 9
Cdsteéné rozhodnutelnych jazykd je spocetné mnoho.
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Jsou v8echny jazyky rozhodnutelné?

Jazyk L. € {0, 1}" odpovida mnoziné pfirozenych Cisel

A={i—1]|ieN\{0}Aw; € L}.

= P(IN) je nespocetnd mnozina.
= Jazykl nad abecedou {0,1} tedy neni spocetné mnoho.

Musi proto existovat jazyky nad abecedou {0,1},
které nejsou ani ¢astecné rozhodnutelné!

Dokonce by se dalo fict, ze vétSina jazykl neni ani ¢aste¢né
rozhodnutelna.
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Diagonalni jazyk

Diagonalni jazyk definujeme takto:
DIAG = {(M) | (M) ¢ L(M)}
Jeho doplnék je definovan jako

DIAG = {(M) | (M) € L(M)}

Véta 10
© Jazyk DIAG neni éaste¢né rozhodnutelny (jinymi slovy
neni rekurzivné spocetny).
® Jazyk DIAG je nerozhodnutelny, ale je &dsteéné
rozhodnutelny.
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Univerzalni jazyk

Rozhodnuti, zde dané slovo y patfi do univerzalniho jazyka L,
je formalizaci UNIVERZALNIHO PROBLEMU:

Univerzalni problém

Instance: Kdéd Turingova stroje M a vstup x.

Otazka: Je x € L(M)? Tj. pfijme Turingdv stroj M vstup
x?

Véta 11

Univerzalni jazyk (tedy i UNIVERZALNI PROBLEM) je cdste¢né
rozhodnutelny, ale neni rozhodnutelny.
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Problém zastaveni

= Klasickou ukazkou algoritmicky nerozhodnutelného
problému je ovSem PROBLEM ZASTAVENI.

Problém zastaveni (Halting problem)

Instance: Kod Turingova stroje M a vstup x.

Otazka: Je M(x) | ? Tj. zastavi se vypoCet Turingova
stroje M nad vstupem x?

Véta 12

ProBLEM ZASTAVENI je ¢astecné rozhodnutelny, ale neni
rozhodnutelny.
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Algoritmicky vy-
Cislitelné funkce




Funkce — znaceni

Jsou-li f, g : " > X* dve Castecné funkce, pak
= Domeénou funkce f je mnoZzina

dom f={xeX | f(x)|}

= Oborem hodnot funkce f je mnoZina

mgf={yeX|(3xeX)[f(x)|=y]}

= f a g jsou si podminéné rovny (f =~ g) pokud

f2g = [domf =domga (Vx edom f)[f(x) = g(x)]]
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Algoritmicky vycislitelné funkce

Intuitivné: (Algoritmicky) vyc€islitelna funkce je funkce, jejiz
hodnotu Ize spocitat n&jakym algoritmem.

Definice 13

= Cdsteénd funkce f : X +— X" je (algoritmicky) vy&islitelnd
pokud je turingovsky vycislitelna.
= ¢, oznacuje funkci poc€itanou Turingovym strojem M..

= Vycislitelné funkce = ¢astecné rekurzivni funkce.
= Totalni vyCisliteIné funkce = obecné rekurzivni funkce.
= Uvazujeme i aritmetické funkce a funkce vice parametrd,
naptiklad funkce f(x, y) = x? + y* je realizovana
fetézcovou funkei f/((x, y)) = (x? + y?).
= Vy¢islitelnych funkci je jen spoetné mnoho — ne
vS8echny funkce jsou vycislitelné.
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Univerzalni funkce

Véta 14
Univerzalni funkce ¥ pro vycisliteln€ funkce je definovana jako

U((e, x)) = @e({x)).
Tato funkce je algoritmicky vycislitelna.

...protoZze mame k dispozici univerzalni TuringQv stroj.
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Vlastnosti (CasteCné)
rozhodnutelnych jazyku




Céste¢né rozhodnutelné jazyky

Véta 15

Pro jazyk L. C > jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
© L je cdstecné rozhodnutelny.
® Existuje Turingav stroj M splriujici

L={xeX|M(x)]}.
© Existuje algoritmicky vycislitelnd funkce f splriujici
L=domf={xe¥|f(x)|}
@ Existuje rozhodnutelny jazyk B splriujici
= {x eX | Ty eX)x,y) € B]}
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Rozhodnutelné jazyky

Véta 16
Jazyk L C > je rozhodnutelny, pravé kdyZ jeho charakteristicka

funkce
1 x€elL

xux) = {0 x¢L

je algoritmicky vycislitelnd.
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Uspofadani fetézcl

Definice 17 (Lexikografické usporadani)
Necht Y. je abeceda, predpoklddejme, Ze < je ostré u:spoféda’m’
na znacich. Necht 1, v € >* jsou dva ruzné fetézce. Rekneme,
Ze u je lexikograficky mensi neZ v, pokud

© je u kratsi (4. |u| < |v|), nebo

® maji oba fetézce touz délku (1. |u| = |v|) a je-li i prvni

index s u[i] # v[i], pak uli] < v[i].

Tento fakt oznacime pomoci u < v. Obvyklym zpisobem
rozSifujeme znaceniinau < v, u >vau > v.
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Vycet prvku jazyka

Enumeratorem pro jazyk L je Turinguv stroj E, ktery
= ignoruje svuj vstup,
= b&hem vypoctu vypisuje fetézce w € L (napf. oddélené
znakem ‘#’) na vyhrazenou vystupni pasku a
= kazdy fetézec w € L je nékdy vypsan TS E.
= Je-li L nekoneény, E svou &innost nikdy neskondéi.

Véta 18
© Jazyk L je éastecné rozhodnutelny, pravé kdyZz pro néj
existuje enumerdtor E.

® Jazyk L je rozhodnutelny, pravé kdyZ pro néj existuje
enumerator E, ktery navic vypisuje prvky L
v lexikografickém poradi.
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Enumerace jazyku a funkce

Véta 19
Necht L. je nekoneény jazyk, potom jazyk L je ...
© ...cdste¢né rozhodnutelny, pravé kdyZ je oborem hodnot
nejake totalni algoritmicky vycislitelné funkce f (t.
L =rng f).
® ...rozhodnutelny, pravé kdyZ je oborem hodnot néjaké
rostouci totalni algoritmicky vycislitelné funkce f (t.

L =rng f).

* Funkce f : ¥* — X7 je rostouci, pokud plati, ze 1 < v
implikuje f(u) < f(v) pro kazdé dva fetézce 1, v € ¥*, kde

fu)l af(o)l.
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Prevoditelnost a uplnost




Ptrevoditelnost a uplnost

Definice 20
Jazyk A je m-prevoditelny na jazyk B (coZ ozna¢ime pomoci
A <,, B), pokud existuje totalni vycislitelna funkce f splriujici

(Vx e ) x € A & f(x) € B]

Jazyk A je m-uplny, pokud je A &dstecné rozhodnutelny a
kaZdy ¢dstec¢né rozhodnutelny jazyk B je na nej m-prevoditelny.

= ]-pfevoditelnost a 1-uplnost — navic chceme, aby funkce f
byla prosta.

= <, je reflexivni a tranzitivni relace (kvaziusporadani).

= Pokud A <,, B a B je (¢aste€né) rozhodnutelny jazyk, pak
totéz Ize Fict o A.

= Pokud A <,, B, B je Caste¢né rozhodnutelny jazyk a A je
m-uplny jazyk, pak B je téz m-uplny.
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Uplné jazyky

Problém zastaveni muzeme formalizovat jako jazyk

HALT = {(M, x) | M(x)] }

Véta 21
Jazyky L,, DIAG a HALT jsou m-uplné. Jde tedy o jazyky
cdstecné rozhodnutelné, které nejsou rozhodnutelné.
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Riceova véta

Véta 22 (Riceova véta (jazyky))

Necht C je tfida ¢dstecné rozhodnutelnych jazyki a poloZme
Le = {(M) | L(M) € C}. Potom je jazyk L rozhodnutelny,
pravé kdy?Z je tfida C bud’'prdzdnd nebo obsahuje vsechny
cdstecné rozhodnutelné jazyky.

Véta 23 (Riceova véta (funkce))

Necht C je tfida vycislitelnych funkci a poloZme

Ac = {w. | p. € C}. Potom je jazyk Ac rozhodnutelny, pravé
kdyZ je tfida C bud'prdzdné nebo obsahuje vsechny vycislitelné
funkce.
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Riceova véta (dusledky)

Z Riceovy véty plyne, Ze nasledujici jazyky nejsou

rozhodnutelné:

NONEMPTY
Fin

Cof

Inf

Dec

Tot

Reg

{(M) | L(M) # 0}
{{(M) | L(M) je kone&ny jazyk}
{{M) | L( ) je kone¢€ny jazyk}
{{(M) | L(M) je nekone€ny jazyk}
{{M) | L(M) je rozhodnutelny jazyk}
{(M) [ L(M) =
{{M) | L(M) je regularnl jazyk}
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Postuv korespondenéni problém

Postuv korespondenéni problém

Instance: Mnozina ,dominovych kostek” P:

o {] Jaf- 2]

kde t1,...,tx, b1,..., b € 3" jsou Fetézce.

Otéazka: Existuje parovaci posloupnost iy, is, ..., i;, kde
I>Tattiy...t= bi,bi,...0i?

.

Theorem 24
PosTtUv KORESPONDENCNI PROBLEM je nerozhodnutelny.
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S-m-n véta

Véta 25 (s-m-n)

Pro kaZd& dva pfirozend ¢isla m,n > 1 existuje prosta totaini
vycislitelnd funkce s/ : N"*! — N takovd, Ze pro kaZdé

X, Y1, Y2, -y Ym, 21, ..., 20 € X" plati:

(m+n)

() (Z1,--,2n) = @y Wi, -y Ym,Z1, -+, 2n)

(PSZI (X,yl,yz ~~~~~ ym)
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Slozitost




Zakladni tridy slozitosti




Rozhodovaci problémy

= V rozhodovacim problému se ptame, zda dana instance x
spliiuje danou podminku.
= Odpoveéd je typu ano/ne.
= Rozhodovaci problém formalizujeme jako jazyk L € ¥*
kladnych instanci a otdzku, zda x € L.
= P¥iklady rozhodovacich problému:
= Je dany graf souvisly?
= Ma dana logicka formule model?
= M4 dany linearni program pfipustné feseni.
= Je dané Cislo prvocislem?

94/172



Ulohy a optimalizaéni tlohy

= V Uloze pro danou instanci x hledame y, které spliiuje
urcitou podminku.

= Odpovédi je zde y nebo informace o tom, Ze Zzadné
vhodné y neexistuje.
= Ulohu formalizujeme jako relaci R C ¥* x Y.
= Pfiklady uloh:
= Nalezeni silné souvislych komponent orientovaného grafu.
= Nalezeni splfujiciho ohodnoceni logické formule.
= Nalezeni pfipustného feSenf linedrniho programu.
= V optimaliza¢ni uloze navic poZadujeme, aby hodnota y
byla maximalni nebo minimalni vzhledem k né&jaké mifte.
= P¥iklady optimaliza&nich uloh:
= Nalezeni maximalniho toku v siti.
= Nalezeni nejkratSi cesty v grafu.
= Nalezeni optiméalniho feSeni linearniho programu.
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Casova a prostorova slozitost Turingova stroje

Definice 26
Necht M je (deterministicky) Turingdv stroj a necht f : N +— N
je funkce, kterd je definovand pro kaZdy vstup.
= Rekneme, Ze M pracuje v éase f(n), pokud vypodet M
nad libovolnym vstupem x délky |x| = n skonéi po
provedeni nejvyse f(n) krokd.
= Rekneme, Ze M pracuje v prostoru f(n), pokud vypodet M
nad libovolnym vstupem x délky |x| = n skonéi a vyuZije
nejvys f(n) bunék pracovni pdsky.
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Zakladni deterministické tfidy slozitosti

Definice 27

Necht f : N — IN je funkce, potom definujeme tfidy:

TIME(f(n)) tfida jazyka pFijimanych Turingovymi stroji, které
pracuji v éase O(f(n)).

SPACE(f(n)) tfida jazyka pFijimanych Turingovymi stroji, které
pracuji v prostoru O( f(n)).

= Trivialné plati, Ze TIME(f(n)) € SPACE(f(n)) pro kazdou
funkei f : IN — IN.
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Vyznacné deterministicke tfidy slozitosti

Definice 28
TFida problému Fesitelnych v polynomialnim ase:

P = | | TIME(n)
kelN

TFida problému Fesitelnych v polynomiadlnim prostoru:

PSPACE = | | SPACE(n"),
kelN

TFida problému Fesitelnych v exponencidlnim case:

EXPTIME = ] TIME(2").
kelN
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Pro¢ polynomy?

Teze 29 (Silnéjsi verze Churchovy-Turingovy teze)

Redlné vypocetni modely Ize simulovat na Turingovu stroji
s polynomidlnim zpomalenim/ndrdstem prostoru.

= Polynomy jsou uzavfeny na skladani.
= Polynomy (obvykle) nerostou pfili§ rychle.
= Definice tfidy P nezavisi na zvoleném vypocCetnim modelu.

Teze 30 (Cobhamova-Edmondsova teze, 1965)
P odpovida tfidé prakticky Fesitelnych problémi na pocitaci.
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Verifikator Cili ovérovatel

Definice 31

Verifikatorem pro jazyk A je algoritmus V, pro ktery plati, Ze

A= {x | 3y)V pfijme (x, 1]} .

= Retézec y zveme také certifikdtem x.

= Casovou sloZitost verifikdtoru méfime vzhledem k |x|.

= Polynomialni verifikdtor je takovy, ktery pracuje
v polynomialnim ¢ase vzhledem k |x|.

= Pokud polynomialini verifikdtor V pfijima (x, y), pak y ma
nutné délku polynomialni vzhledem k x.

= Retézec y je pak zvdn polynomidinim certifikdtem x.
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Trida NP

Definice 32
NP je tfidou jazykd, které maji polynomidlni verifikdtory.
Case ovéfit, ze dany fetézec vy je feSenim, i kdyz jej nejsme
nutné schopni v polynomialnim ¢ase najit.
= Jazyky v tfidé NP Ize také charakterizovat pomoci
nedetermistickych Turingovych stroju, jez pracuji
v polynomidlnim Case.
= Nedeterminismus zde odpovida ,hadani“ spravného
certifikatu y vstupu x.
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Nedeterministicky Turinguv stroj

Nedeterministicky Turinguv stroj (NTS) je pétice
M = (Q,3,0,q0,F), kde
= Q, %, qo, F maji tyz vyznam jako u ,obyCejného®
deterministického Turingova stroje (DTS).
= Rozdil oproti DTS je v prechodové funkci, nyni

0: QXY P(QxXEX{L,N,R}).

= Mozné pfedstavy
= NTS M v kazdém kroku ,uhodne” nebo ,vybere* spravnou
instrukci.
= NTS M vykonava vSechny mozné instrukce soucasné a

nachazi se béhem vypoctu ve vice konfiguracich soucasné.

= Nedeterministicky TuringQv stroj neni realny vypocetni
model ve smyslu silnéj§i Churchovy-Turingovy teze.
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Jazyk pfijimany NTS

= Vypocet NTS M nad slovem x je posloupnost konfiguraci
Co, Cl,CQ, Cay kde
= Cy je pocate¢ni konfigurace a
= z C; do C;4 lze ptejit pomoci pfechodové funkce 6.
= Vypocet je pfijimajici, pokud je kone&ny a v posledni
konfiguraci vypoctu se M nachazi v pfijimajicim stavu.
= Slovo x je pfijato NTS M pokud existuje pfijimajici vypocet
M nad x.
= Jazyk slov pfijimanych NTS M oznagime pomoci L(M).
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Casova a prostorova slozitost NTS

Definice 33

Necht M je nedeterministicky Turinguv stroj a necht f : N — N
je funkce.
= Rekneme, Ze M pracuje v &ase f(n), pokud kaZdy vypodet
M nad libovolnym vstupem x délky |x| = n skonc&i po
provedeni nejvyse f(n) kroku.
= Rekneme, Ze M pracuje v prostoru f(n), pokud kazdy
vypocet M nad libovolnym vstupem x délky |x| = n skonc¢i
a vyuZije nejvyse f(n) bunék pracovni pasky.
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Zakladni nedeterministicke tfidy slozitosti

Definice 34

Necht f : N — IN je funkce, potom definujeme tfidy:

NTIME(f(n)) tfida jazykd pFijimanych nedeterministickymi TS,
které pracuji v ¢ase O(f(n)).

NSPACE(f(n)) tfida jazyki pFijimanych nedeterministickymi
TS, které pracuji v prostoru O(f(n)).

Véta 35
Pro kaZdou funkci f : N — NN plati

TIME(f(n)) € NTIME(f(n)) € SPACE(f(n)) € NSPACE(f (1))
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NP=nedeterministicky polynomialni

Véta 36 (Alternativni definice tfidy NP)
TFrida NP je tfida jazyku prijimanych nedeterministickymi
Turingovymi stroji v polynomialnim case, tj.

NP = | | NTIME(n").
keN
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Model TS s men§im nez linearnim prostorem

Pro prostor mensi nez linearni uvazujeme vicepaskovy TS:

Vstupni paska je jen pro &teni

Pracovni pasky jsou pro ¢teni i zapis

Vystupni paska je jen pro zapis a hlava se hybe jen vpravo

= Do prostoru se pocita jen obsah pracovnich pasek.
= Soucasti konfigurace je

= gstav,

= poloha hlavy na vstupni pasce,

= polohy hlav na pracovnich paskach a

= obsah pracovnich pasek.

= Konfigurace neobsahuje vstupni slovo.
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DalsSi prostorove tfidy

Definice 37

L = SPACE(log,n)
NL = NSPACE(log,n)

NPSPACE |J NSPACE(n)
kelN
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Vztah mezi prostorem a Casem

Véta 38

Necht f(n) je funkce, pro kterou plati f (1) > log, n. Pro kaZdy
jazyk L plati, Ze

L € NSPACE(f(n)) = (3c1 € N) [L € TIME(27/(")]

Ddsledek 39
Je-li f(n) funkce, pro kterou plati f(n) > log, n a je-li g(n)
funkce, pro kterou plati f(n) = o(g(n)), pak

NSPACE(f(n)) € TIME(28(™).
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Vztahy mezi tfidami

Véta 40

Plati nasledujici inkluze

L € NL € P € NP € PSPACE ¢ NPSPACE < EXPTIME.
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Savicova véta




Savicova véta

Véta 41 (SaviCova véta)
Pro kaZdou funkci f(n) > log, n plati, Ze

NSPACE(f(n)) € SPACE(f?(n))

DUsledek 42

PSPACE = NPSPACE
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Veéty o hierarchii




Véta o deterministické prostoroveé hierarchii

Definice 43

Funkci f : N — N, kde f(n) > logn, nazveme prostoroveé
konstruovatelnou, je-li funkce, kterda zobrazuje 1" na binarni
reprezentaci f (n) vycislitelnd v prostoru O(f (n)).

Véta 44 (Véta o deterministické prostorové hierarchii)

Pro kaZdou prostorové konstruovatelnou funkci f : N — IN
existuje jazyk A, ktery je rozhodnutelny v prostoru O(f(n)),
nikoli véak v prostoru o(f(n)).

114/172



Deterministicka prostorova hierarchie

Dusledek 45

© Jsou-li f1, f» : N — N funkce, pro které plati, Ze
fi(n) € o(f2(n)) a f2 je prostorové konstruovatelnd, potom

® Pro kaZda dveé redlnd ¢isla 0 < €1 < e plati, Ze

SPACE(n') ¢ SPACE(n°?).

@® NL ¢ PSPACE ¢ EXPSPACE = | J;.n SPACE(2™).
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Véta o deterministické ¢asové hierarchii

Definice 46

Funkci f : N — N, kde f(n) € Q(nlogn), nazveme asove
konstruovatelnou, je-li funkce, kterda zobrazuje 1" na binarni
reprezentaci f (n) vycislitelnd v ¢ase O(f(n)).

Véta 47 (Véta o deterministické ¢asoveé hierarchii)

Pro kaZdou ¢asové konstruovatelnou funkci f : N — IN existuje
jazyk A, ktery je rozhodnutelny v ase O( f (n)), nikoli vsak

véaseo(f(n)/log f(n)).
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Casova hierarchie

Dusledek 48
© Jsou-li f1, f» : N — IN funkce, pro které plati, Ze
fi(n) € o(f2(n)/log f2(n)) a f2 je Casové konstruovatelnd,
potom

TIME(f1(n)) G TIME(f(n)).

® Pro kazdd dvé redlnd ¢isla 1 < €1 < €9,

TIME(n€') ¢ TIME(n®?).

©® P C EXPTIME.
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Polynomialni pfevodi-
telnost a NP-uplnost




Polynomialni pfevoditelnost

Definice 49

Jazyk A je pfevoditelny v polynomialnim ¢ase (polynomialné
prevoditelny) na jazyk B, psano A < B, pokud existuje funkce
f X"+ 3" vycislitelna v polynomidlnim ¢ase, pro kterou plati

(Vw e ¥) [we A< f(w) € B].

= <P je reflexivni a tranzitivni relace (kvaziuspofadani).
= Pokud A < BaBeP,pak A €P.

—m

= Pokud A <! Ba B e NP, pak A € NP.

119/172



NP-uplnost

Definice 50
= Jazyk B je NP-t€Zky, pokud je na néj polynomialné
prevoditelny kaZdy problém A € NP.
= NP-téZky jazyk B, ktery navic patfi do NP zveme
NP-dplnym.

= Pokud chceme ukazat, Zze néjaky problém B je NP-Uplny,
pak staci
@ ukazat B € NP a
® najit jiny N'P-Uplny problém A a prevést jejna B (fj. A < B).

—m

Za pfedpokladu P # NP plati, Ze pokud B
je NP-uplny problém, pak B ¢ P.
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NP-uplny problém

Kachlikovani (Tiling)

Instance: Mnozina barev B, pfirozené ¢islo s, ¢tvercova
mFizka S o rozmérech s X s, v niZ jsou vngjsi
hrany krajnich bunék obarveny barvami z B,
mnozina typl kachlikGl K, kazdy ma tvar Ctverce
s okraji obarvenymi barvami z B.

Otazka: Je mozné bunkam S pfifadit typy kachlikl z K
(bez otaceni) tak, aby sousedni kachliky mély
shodnou barvu na sdilené hrané a aby kachliky
v krajnich bunkach mély odpovidajici okrajovou
barvu?

Véta 51

KAcHLIkKOVANI je NP-uplny problém.
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Splnitelnost

Literal proménna (napf. x) nebo jeji negace (napf. x).
Klauzule disjunkce literald.
Konjunktivni normalni forma (KNF) Formule je v KNF, pokud
jde o konjunkci klauzuli.

Splnitelnost (SAT)

Instance: Formule ¢ v KNF

Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych v, pro které je
¢(v) spIinéno?

Véta 52 (Cookova-Levinova véta)

Pokud by byla SpLniTELNOST FeSitelnd v polynomialnim case,
pak by se P = NP. Presnéji, SPLNITELNOST je NP-uplny

problém.
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3-Splnitelnost

= Formule ¢ je v 3-KNF, pokud se sklada z klauzuli, z nichz
kazda obsahuje prave tfi literaly.

3-Splnitelnost (3SAT)

Instance: Formule ¢ v 3-KNF.

Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych v, pro které je
¢(v) splnéno?

Véta 53
3-SPLNITELNOST je NP-Uplny problém.

= 2-SPLNITELNOST jej jiz polynomialné feSitelna.
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Vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti (VP, Vertex Cover)

Instance: Neorientovany graf G = (V, E), pfirozené Cislo k.

Otazka: Existuje mnozina vrcholll S, ktera ma neprazdny
pranik s kazdou hranou grafu G a ktera ma veli-
kost nejvys k? MnoZina vrchol( S tedy ,pokryva“
v8echny hrany.

Véta 54 (Bez dukazu)
VRcHOLOVE POKRYTI je NP-Uplny problém.
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Vrcholové pokryti (souvislosti)

= NP-Uplné problémy souvisejici s VRCHOLOVYM POKRYTIM:
= KLikA (CLique): Obsahuje G jako podgraf kliku, tj. uplny
graf, na k vrcholech?
= NEzAVISLA MNOZINA (INDEPENDENT SET): Obsahuje G
nezavislou mnozinu velikosti k? (Mnozina vrcholl S je
nezavisla, pokud mezi zadnymi dvéma vrcholy z S nevede
hrana.)

= Analogicky problém HRANOVEHO POKRYTI (EDGE COVER),
kde hledame co nejmensi mnozinu hran, jez pokryva

v v v

vS8echny vrcholy, je polynomidlné fesitelny.
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Hamiltonovska kruznice

Hamiltonovska kruznice (HK, Hamiltonian cycle)

Instance: Neorientovany graf G = (V, E).

Otazka: Existuje v grafu G cyklus vedouci pfes vSechny
vrcholy?

Véta 55 (Bez dukazu)
HamiLToNovskA KRUZNICE je NP-Uplny problém.
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Obchodni cestujici

Obchodni cestujici (OC, Traveling salespersion)

Instance: Mnozina mést C = {cy,...,c,}, hodnoty
d(ci, cj) € N ptifazujici kazdé dvojici mést vzdale-
nost a pfirozené Cislo D.
Otazka: Existuje permutace meést c, (1), Cr(2),-- -, Cr(n), PrO
kterou plati, ze

1
(Z Cn(z Cn 1+1))) + d(cn(n)lcn(l)) < D?

Véta 56
OBCcHODNI cesTuJici je NP-uplny problém.

|

127/172



Trojrozmérné parovani

Trojrozmérné parovani (3DM, 3D Matching)

Instance: MnozZina M € W x X x Y, kde W, X a Y jsou
mnoziny velikosti 7.

Otazka: Ma M perfektni parovani? Tj. existuje mnozina
velikosti g, kterd neobsahuje dvojici trojic, jez by
se shodovaly v néjaké souradnici?

Véta 57 (Bez dukazu)
TROJROZMERNE PAROVANI je NP-upiny problém.
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Loupeznici

Loupeznici (Partition)

Instance: Mnozina predmétld A, s kazdym pfedmeétem a €
A asociované pfirozené &islo s(a) (vaha, cena,

velikost).
Otazka: Existuje A” C A, pro kterou plati, ze

Véta 58

LoupeZnici je NP-dUplny problém.
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Batoh

Batoh (Knapsack)

Instance: Mnozina predmétd A, s kazdym pfedmétem a € A
asociovana velikost s(a) € IN a cena v(a) € N,
velikost batohu B € IN a limit na cenu K € IN.

Otéazka: Lze vybrat mnozinu pfedmétd A” € A tak, aby

platilo
Zs(a)SBa Zv(u)ZK?

acA’ acA’

BatoH je NP-uplny problém.

= NP-téZkost Ize ukdzat snadnym pfevodem z LouPEZNIKU.
130/172



Rozvrhovani

Rozvrhovani (Scheduling)

Instance: Mnozina uloh U, s kazdou ulohou u € U asocio-
vana doba zpracovani d(u) € IN, po€et procesoru
m, limit D € IN.

Otéazka: Lze ulohy U rozdélit na m procesoru tak, aby byly
v8echny ulohy zpracované v ¢asovém limitu D?

Véta 60
RozvrHOVANI je NP-Uplny problém.

= NP-tézkost Ize ukdzat snadnym prevodem z LOUPEZNIKU.
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Pseudopolynomialni algo-
ritmy a silna NP-uplnost




Batoh (optimalizaCni verze)

Batoh (Knapsack)

Instance: Mnozina predmétd A, s kazdym pfedmétem a € A
asociovana velikost s(a) € IN a cena v(a) € N,
velikost batohu B € IN.

Pfipustné Mnozina pfedmétl A’ C A, pro kterou plati

fesent:
Z s(a) <B

acA’

Cil: Maximalizovat celkovou cenu pfedmétla v A’, tedy

ZaeA’ Z)(ll).
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Pseudopolynomialni algoritmus pro Batoh (1)

Vstup: Velikost batohu B, po¢et predmétt . Pole velikosti s a
pole cen v (obé délky ). Pfedpokladame, Ze
(Vi)[0 < s(i) < B].
Vystup: Mnozina pfedmétli A’ s celkovou velikosti nejvys B a s
maximalni cenou.
1. Ve 3t ol
2: T je nova matice typu (n + 1) x (V + 1), kde T}, c] bude na
konci obsahovat mnoZinu prvkd z {1, ..., j} s cenou rovnou
¢ a minimalni celkovou velikosti pfedméta.
3: S je nova matice typu (n + 1) x (V + 1), kde S[j, c| bude na
konci obsahovat soucet velikosti pfedmétli v T|j, c| nebo
B + 1, pokud v T}, c| neni Z&dna mnoZina.
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Pseudopolynomialni algoritmus pro Batoh (2)

9:
10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:

4
5
6:
7
8

: T[0,0] « 0, S[0,0] « 0
: forc — 1toV do
T0,c] « 0,S[0,c] < B+1
: end for
: for j < 1ton do
T[j, 0] « 0, S[j, 0] < 0
forc «— 1toV do
T[j,c] « T[j = 1,c], Slj,c] « S[j - 1]
if v[j] <cand S[j,c|] > S[j —1,c—v][j]] +s[j] then
T[j,c] « T[j—1,c = v[jl] U {j}
S[j,c] « S[j = 1,¢ = o[j]] + s[j]
end if
end for
end for
¢ « max{c’| S[n,c’] < B}
return T[n, c|
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Pseudopolynomialni algoritmus pro Batoh (3)

= Popsany algoritmus pracuje v ase O(nV) (poc¢itame-li
aritmetické operace jako konstantni).

= Algoritmus obecné nepracuje v polynomidinim ¢ase, nebot
velikost vstupu je O(n log,(B + V)).

= Algoritmu tohoto typu budeme fikat pseudopolynomialni.
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Ciselné problémy

Definice 61

Necht A je libovolny rozhodovaci problém a I necht je instance

tohoto problému. Potom

len(I) oznacuje délku zakddovani instance I pfi
standardnim binarnim kodovani.
max(I) oznacuje hodnotu nejvétsiho ¢iselného parametru,

ktery se vyskytuje v I.

Rekneme, Ze A je ¢iselny problém, pokud pro kaZdy polynom p

existuje instance I tohoto problému takovd, Ze

max(I) > p(len(I)).

= Napfiklad BAToH nebo LourEeznici jsou Ciselné problémy.
= Problémy SPLNITELNOST nebo KACHLIKOVANI ¢iselné
nejsou.
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Pseudopolynomialni algoritmus

Definice 62

Rekneme, Ze algoritmus, ktery fesi problém A je
pseudopolynomialni, pokud je jeho ¢asova sloZitost omezena
polynomem dvou proménnych len(I) a max(I).

= Obvykle mé&fime €asovou slozitost jen vzhledem k len(I).

= Pokud by existoval polynom p, pro ktery by platilo, ze
max(I) < p(len(I)) (pro kazdou instanci), stal by se
pseudopolynomidlni algoritmus polynomidlnim.

= Jiny pohled je te, Ze pseudopolynomidlni algoritmus by byl
polynomialni, pokud bychom pfedali vstup zakdédovany
unarne.
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Ptiklady pseudopolynomialnich algoritm

= Eratosthenovo sito
= Naivni algoritmus pro faktorizaci
= Counting sort
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Silna NP-uplnost

Definice 63

= Necht A je rozhodovaci problém a p je polynom. Pomoci
A(p) oznalime restrikci problému A na instance 1, pro néz
plati max(I) < p(len(I)).

= Rekneme, Ze problém A je silné NP-uplny, pokud existuje
polynom p, pro ktery A(p) je NP-uplny problém.

= Kazdy neciselny NP-uplny problém je silné NP-uplny.
= Pokud by existoval silné NP-uplny problém, ktery Ize

vytesit pseudopolynomialnim algoritmem, znamenalo by
to, ze P = NP.
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Binarni vs. unarni kédovani

= Pseudopolynomidlni=polynomidlni pfi unarnim kédovani.
= Silné NP-uplny=NP-Uplny i pfi unarnim kédovani.

Binarni kddovani  Unarni kddovani
P Resitelné pseudopolynomialnim algoritmem.
NP-uplné Silné NP-upIné.
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Silna NP-uplnost Obchodniho cestujiciho

Obchodni cestujici (OC, Traveling salespersion)

Instance: Mnozina mést C = {cy,...,c,}, hodnoty
d(ci, cj) € N ptifazujici kazdé dvojici mést vzdale-
nost a pfirozené Cislo D.
Otazka: Existuje permutace meést c, (1), Cr(2),-- -, Cr(n), PrO
kterou plati, ze

1
(Z Cn(z Cn 1+1))) + d(cn(n)lcn(l)) < D?

Véta 64
Problém OBCcHODNIHO CESTUJICIHO je silné NP-upiny.

|
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Aproximacni algoritmy




Optimaliza¢ni uloha

Definice 65
= Optimalizacni ulohu definujeme jako trojici
A= (Da,Sa, pa), kde
= Dy C X* je mnoZina instanci,
= S, (I) pfifazuje instanci I € D4 mnoZinu pfipustnych feseni,
= ua(l, o) pfifazuje instanci I € D, a pfipustnému feSeni
o € Sa(I) kladné raciondlni &islo (hodnotu Feseni).
= Je-li A maximalizacni uloha, pak optimalnim fesenim
instance I je to pFipustné feseni o € S, (1), jeZ mad
maximdlni hodnotu 14 (1, o).
= Je-li A minimaliza¢ni uloha, pak optimalnim fesenim
instance I je to pFipustné feseni o € S (1), jeZ ma
minimalni hodnotu 14 (1, o).
= Hodnotu optimaliniho feseni ozna¢ime pomoci opt(I).

144/172



Bin Packing

Bin Packing (BP)

Instance: Mnozina predmétd U, s kazdym pfedmétem u <
U asociovana velikost s(1), coZ je racionalni €islo
z intervalu (0, 1).

Pfipustné Rozdéleni pfedmétd do po dvou disjunktnich
feseni: mnozin Uy, ..., U, pro které plati, ze

Zs(u)ﬁl

ueu,‘

(Vie{l,...,m})

Cil: Minimalizovat poc¢et koSu 1.

Rozhodovaci verze BiN PACKING je shodnd s RozvRHOVANIM.
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Aproximacni algoritmus

Definice 66

Algoritmus R nazveme aproximacnim algoritmem pro
optimalizacni dlohu A, pokud pro kaZdou instanci I € D4 je
vystupem R(I) pFipustné feSeni o € S, (I) (pokud néjaké
existuje).
= Je-li A maximalizacni uloha, pak ¢ > 1 je aproximacnim
pomeéerem algoritmu R, pokud pro kaZdou instanci | € Dy
plati, Ze opt(I) < & - ua(Il, R(I)).
= Je-li A minimalizaéni dloha, pak ¢ > 1 je aproximacnim
pomerem algoritmu R, pokud pro kaZdou instanci | € Dy
plati, Ze ua(I,R(I)) < € - opt(I).
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Aproximacni algoritmus pro Bin Packing

Algoritmus 1 First Fit (FF)
1: Ber predméty jeden po druhém a pro kazdy najdi prvni mno-
Zinu, do niz se vejde.
2: Pokud takova mnozina neexistuje, pfidej novou mnozinu, ob-
sahujici jen tento pfedmét.

Véta 67

= Je-li I instance Bin PACKING a je-li m polet kosu, které
vytvoFi algoritmus FF pro instanci I, pak m < 2 - opt(I).

= Pro kaZdé m existuje instance I, pro niZ je opt(I) > m a FF
vytvoii pro instanci I alespori Sopt(I) kosu.
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Lepsi algoritmus pro Bin Packing

Algoritmus 2 First Fit Decreasing (FFD)
1: Setfid pfedméty vzestupné podle velikosti.
2: Ber pfedméty od nejvétsiho po nejmensi a pro kazdy najdi
prvni mnozinu, do niz se vejde.
3: Pokud takova mnozina neexistuje, pfidej novou mnoZzinu, ob-
sahujici jen tento pfedmét.

Véta 68 (Bez dukazu)
= Je-li I instance BIN PACKING a je-li m poCet kosu, které
vytvofi algoritmus FFD pro instanci I, pak
m < - opt(I) + 4.
= Pro kaZdé m existuje instance I, pro niZ je opt(I) > m a
FFD vytvoii pro instanci I alespori *Lopt(I) koSu.
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Mnozinoveé pokryti

Mnozinové pokryti (Set Cover, SC)
Instance: Mnozina prvka U = {uy,...,u,}, systém mnozin
S={S;|S;cUi=1,...,m}.

Pfipustné MnoZina indexd I € {1,...,m} mnoZin pokryvaji-
feSeni: cich vSechny prvky v U, tj. [ J;c; S; = U.

Cil: Minimalizovat po¢et mnoZzin v pokryti |I].

= Rozhodovaci verze je NP-Uplna.

= VRCHOLOVE POKRYTI je zvlaStnim pfipadem mnozinového
pokryti.

= Ekvivalentni problému HiTTING SET.
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Hladovy algoritmus pro Mnozinové pokryti

Algoritmus 3 Hladovy algoritmus pro Mnozinové pokryti
XU
[0
while X # ( do
Vyberie {1,...,m},pronéz |S;N X| = max 1SN Xl.
I —TU{i}
X« X\S;
end while
return

N g kw2

Theorem 69 (Bez dikazu)

Hladovy algoritmus pro MnoZiNnovE POKRYTI je polynomidlni
aproximacni algoritmus s aproximacnim pomérem Inn + 1.
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Obchodni cestujici (optimalizacni verze)

Obchodni cestujici (OC, Traveling salespersion)

Instance: Mnozina mést C = {cy,...,c,}, hodnoty
d(ci, cj) € N pfifazujici kazdé dvojici mest vzdale-
nost.

Ptipustné Permutace meést c; (1), cr(2), - -, Cr(n)
feSeni:
Cil: Minimalizovat

1
(Z Cn(z)r Cr(i+1) )

+ d(Cr(n), Cr(1))-
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Tézkost aproximace

Véta 70

Pokud P # NP, neexistuje polynomialni aproximacéni algoritmus
s konstantnim aproximacnim pomérem pro tlohu OBCHODNIHO
CESTUJICIHO.

= Existuje 3-aproximagni algoritmus pro tilohu OC s
trojuhelnikovou nerovnosti.

= Existuje polynomidlni aproximaéni schéma pro OC v
eukleidovske roviné.

= Pokud P # NP, neexistuje polynomialni aproximacni
algoritmus pro MNOZINOVE POKRYTI s aproximaénim
pomérem (1 —o(1))Inn.
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Aproximacni schemata




Aproximacni schéma pro Batoh

Vstup: Velikost batohu B, pocet pfedmétd n. Pole velikosti s a pole

cen v (obé délky 1). Pfedpokladame, ze (Vi)[0 < s(i) < B].
Racionalni &islo ¢ > 0.

Vystup: Mnozina pfedmétd A’ s celkovou velikosti nejvy8 B a s

1:

2:
3
4
5:
6.
7
8
9

celkovou cenou alespon 1+6 ——opt(I).
function BAPX(I = (B, n,s,v), €)

m « arg maxj<i<p 0[i]
if ¢ > n — 1 then return {m} end if

t— [log2 (—S'vn[m] )J -1
¢ je nové pole délky n
fori < 1ton do
cli] « %
end for
Pseudopolynomidlnim algoritmem pro Batoh najdi optimalni

fedeni instance B, s, ¢ a vraf nalezené feseni.

10: end function
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Aproximacni schéma pro Batoh — vlastnosti

Véta 71

Necht I je instance problému BAToHuU a necht ¢ > 0 je

raciondlni éislo.

= Necht'bapx(I, ¢) je hodnota feseni vrdceného algoritmem
BAPX pro danou instanci [ a danou hodnotu ¢ > 0, potom

opt(I) < (1 + ¢) - bapx([, €).

= Algoritmus BAPX pracuje v ¢ase O(%n?’) (pocitame-li
aritmetické operace jako konstantni).
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Uplné& polynomidlni aproximaéni schéma

Definice 72

= Algoritmus ALG je aproximacnim schématem pro
optimalizacni dlohu A, pokud na vstupu ocekdva instanci
I € D4 a racionalni ¢islo ¢ > 0 a na vystupu vydd feseni
o € Sa(I) s aproximacnim pomérem 1 + ¢.

= Pokud ALG pracuje v polynomialnim ¢ase vzhledem k
len(I), pak jde o polynomialni aproximacni schéma.

= Pokud ALG pracuje v polynomialnim ¢ase vzhledem k
len(I) a 1, jednd se o Uplné polynomidini aproximacni
schéma (UPAS).

= BAPX je uplné polynomidlni aproximacni schéma pro
ulohu BATOHU.
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Aproximacni schémata a silna NP-uplnost

Véta 73

Necht A je optimalizacni dloha, jejiZ pFipustnd feseni maji
nezapornou celoc¢iselnou hodnotu a necht existuje polynom g
dvou proménnych takovy, Ze pro kaZdou instanci I ulohy A
plati, Ze

opt(I) < g(len(I), max(I)).

Pokud existuje dplné polynomialni aproximacni schéma pro A,
pak existuje i pseudopolynomidini algoritmus pro A.

= Pokud tedy P # NP, neexistuje UPAS pro zadnou silng
NP-uplnou ulohu, ktera spliiuje pozadavky této véty.
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Tridy co-NP a #P.




Nesplnitelnost

Nesplnitelnost (UNSAT)

Instance: Formule ¢ v KNF

Otazka: Plati, ze pro kazdé ohodnoceni proménnych v je
¢@(v) = 0 (nesplnéno)?

= Neumime popsat polynomialni verifikator pro problém
UNSAT, tento problém nejspi$ nepatfi do tfidy NP.

= Jazyk UNSAT je (v podstaté) dopliikem jazyka SAT, nebot
pro kazdou formuli ¢ v KNF plati

@ € UNSAT = ¢ ¢ SAT

159/172



Trida co-NP

Definice 74

Jazyk A patti do t¥idy co-NP, pravé kdyZ jeho doplnék A patfi
do tfidy NP.

= Naptiklad UNSAT patfi do co-NP (poznat fetézce, které
nekdduji formule, je snadné).

= Jazyk L patfi do co-NP, pravé kdyz existuje polynomidlni
verifikator V, pro ktery plati, ze

L={x|(Yy)[V(x,y) odmitne ]} .

= Plati, zZe P € NP N co-NP.
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co-NP-uplnost

Definice 75
Problém A je co-NP-upiny, pokud
© A patfi do tfidy co-NP a
® kazdy problém B € co-NP je na A polynomialné
prevoditelny.

= Jazyk A je co-NP-Uplny, pravé kdyz jeho dopinék A je
NP-uplny.

= Naptiklad UNSAT je co-NP-uplny problém.

= Pokud by existoval NP-uplny jazyk A, ktery by patfil do
co-NP, platilo by NP = co-NP.
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Trida #P

Definice 76
Funkce f : >* +— N patfi do tfidy #P, pokud existuje polynom p
a polynomialni verifikator V takové, Ze pro kazdé x € >*

f(x) =Ky Ilyl < p(x]) a V(x, y) pfijme}|.

= S kazdym problémem A € NP mizZeme asociovat funkci
#A v #P (asociovanou s ,pfirozenym*“ polynomialnim
verifikatorem pro A).

= PFirozenym verifikatorem myslime verifikator, ktery ovéfuje,
zda vy je feSenim odpovidajici ulohy.

= Napfiklad pfirozeny verifikator pro SAT pfijme dvojici ¢, v,
pokud ¢ je KNF a v je splfujici ohodnoceni ¢.

= Potom #SAT (@) = [{v | ¢(v) = 1}].
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Trida #P (vlastnosti)

Uvazme funkci f € #I a problém:

Nenulova hodnota f

Instance: x € X",
Otazka: f(x) > 07?

= Problém NENULOVA HODNOTA f patfi do NP.

= Hodnotu f € #P |ze ziskat pomoci polynomialné mnoha
dotazll na nélezeni prvku do mnoziny {(x, N) | f(x) > N}.

= Hodnotu f € #P |ze spocitat v polynomialnim prostoru.
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Prevod funkce na funkci

Definice 77

Funkce f : ¥* — N je polynomialné pfevoditeind na funkci

g : X" = N (f <p g) pokud existuji funkce o : ¥* x N — N a
B X"+ 37, jejichZ hodnotu Ize spocitat v polynomialnim case
a

(Vx € ) [f(x) = a (x, g (B(x)))]

= To odpovida tomu, Ze hodnotu f mizeme spoditat v
polynomialnim ¢ase s jednim volanim funkce g (pokud
bereme toto volani jako konstatni operaci).
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Pfevod se zachovanim poctu feSeni

Definice 78

Rekneme, Ze problém A € 3" je pfevoditelny na problém B € >*
v polynomidinim &ase se zachovanim poctu feseni (A < B),
pokud existuje funkce f : ¥* — X" vycislitelnd v polynomidlnim
case, pro kterou plati, Ze

{y | Va(x, y) pfime}| = [{y | Va(f(x), y) prijme},

kde V, a Vg jsou pfirozené verifikdtory pro A a B.

= Pokud A <’ B, pak #A <p #B.

= Pfevody, které jsme si ukazovali, Ize provést tak, aby
zachovavaly pocty feseni.
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#P-Uplnost

Definice 79
Rekneme, Ze funkce f : >* > NN je #P-tiplnd, pokud
@ fc#Pa

@ kaZdd funkce g € #P je polynomidlné prevoditelna na f.

= Napfiklad #SAT, #VRCHOLOVE POKRYTI a dal8i po&etni
verze NP-Uplnych problému, jsou #P-Upiné.

= A to pomoci ptevoditelnosti se zachovanim poctu feseni.

= Existuji problémy z P, jejichz pocCetni verze jsou #P-uUplné.
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#DNF-SAT

Term je konjunkcif literald.
Disjunktivni normalni forma (DNF) je disjunkci term0.

DNF-Splnitelnost (DNF-SAT)

Instance: Formule ¢ v DNF

Otazka: Existuje ohodnoceni proménnych v, pro které je
¢(v) splnéno?

= DNF-SAT je polynomidlné feSitelny.
= Funkce #DNF-SAT je #P-uplna.
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Pocet perfektnich parovani v bipartitnim grafu

Perfektni parovani v bipartitnim grafu (BPM)

Instance: Bipartitni graf G = (V = AUB,E € A X B), kde
|Al = |B.

Otazka: Existuje v G parovani velikosti |A| = |B|?

Véta 80 (Bez dikazu)
Funkce #BPM je #P-Uplna.
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Permanent matice

Definice 81
Je-li A matice typu n x n definujeme permanent A jako

n

perm(A) = Z nﬂi,n(i),

neS(n) i=1
kde S(n) je mnoZina permutaci mnoZiny {1,...,n}.

= Determinant, kde neuvazujeme znaménko permutace.

= Je-li A matice sousednosti bipartitniho grafu G, pak
perm(A) ur€uje pocet perfektnich parovani G.

Véta 82 (Bez dikazu)
Funkce perm je #P-Upina.

169/172



Reklama

Pro ty, kdo chtéji védét vic, doporuduji navazujici prednasky v
letnim semestru:

Vy&islitelnost (NTINOG4)

Ptednasi doc. RNDr. Antonin Kudera, CSc.

Slozitost (NTINO63)

Ptednasi doc. RNDr. Ondfej Cepek, Ph.D.

1701172


https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NTIN064
https://is.cuni.cz/studium/predmety/index.php?do=predmet&kod=NTIN063

Vycislitelnost (NTINO64) — sylabus

© Zaklady vydislitelnosti

® Algoritmicky vyéislitelné funkce, numerace, s-m-n véta

@O Zakladni vlastnosti rekurzivnich a rekurzivné spocetnych
mnozin — shrnuti

@® Véty o rekurzi a jejich aplikace

@ Produktivni a kreativni mnoziny a jejich vlastnosti

@ Efektivné neoddélitelné dvojice mnozin, Gédelovy véty o
neuplnosti

@ Relativni vycislitelnost

® Relativni vycCislitelnost, Easteéné rekurzivni funkcionaly,
Turingovska prfeveditelnost
® Stupné nerozhodnutelnosti, operace skoku, relativizovany
halting problém
@ Limitni vygislitelnost
® Aritmeticka hierarchie, véta o hierarchii
® Aplikace teorie vycislitelnosti
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Slozitost (NTINO63) — sylabus

© Turingovy stroje s orakulem.

® Polynomidlni hierarchie (definice pomoci orakuli a pomoci
alternujicich kvantifikator(i, dikaz ekvivalence).

® Kvantifikované booleovské formule QBF a jejich uplnost
pro PSPACE a ¥;.

O Nedeterministicka hierarchie.

® Log-space prevoditelnost, P-Uplnost a jeji disledky.

O Véta Szelepcsenyi-Immermana a NL = co-NL.

@ Neuniformni vypoCetni modely — radici funkce,
booleovské obvody, tfidy NC a P/poly, funkce s maximalni
velikosti obvodu.

® Pravdépodobnostni algoritmy — tfidy RP, co-RP, ZPP a
BPP.

© Redukce chyby pro BPP, BPP je v P/poly, BPP je v 2.

@ NP-uplnost UNIQUE-SAT (pravdépodobnostni redukce)

® PCP véta (bez dukazu) a jeji vyuziti pro
neaproximovatelnost. 1791172
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