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Uvod



Sylabus

© Exponencialni algoritmy pro k-SAT a obecny SAT

® Uvod do parametrizované slozitosti, pfiklady z teorie graf(.

@ Parametrizované algoritmy pro SAT zalozené na backdoor
mnoZzinach.
@ Algoritmy pro SAT parametrizované stromovou Sitkou.

© Algoritmy pro SAT parametrizované deficienci formule
vzhledem k matched formulim

0O Kernelizace pro MaxSAT a parametrizace MaxSAT

@ Algoritmy pro MaxSAT zaloZené na vétveni a profezavani
(branch & bound)

© Aproximacni algoritmy pro MaxSAT
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Parametrizovany problém

Definice 1

Parametrizovany problém je formalné definovan jako jazyk
L € ¥* x X*. Druhy prvek je zvan parametrem problému L.

Definice 2

Parametrizovany problém L je feSitelny s pevnym parametrem
(fixed-parameter tractable), pokud existuje deterministicky
algoritmus, ktery pro danou dvojici (x, k)
= rozhodne, zda (x, k) € L, a
= pracuje v ¢ase f (k) - n°"), kde f (k) je algoritmicky
vyc€islitelna funkce.
Problémy feSitelné s pevnym parametrem tvofi tfidu FPT.

= Parametr byva obvykle &iselny, ale neni to podminkou.
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Vrcholové pokryti

VRCHOLOVE POKRYTI (VP)
Instance Graf G = (V, E), celé €islo k > 0.

Otazka Existuje v G vrcholové pokryti velikosti k?
Presnéji, existuje mnozina S € V vrchold
velikosti nejvys k, kterd obsahuje alespon

jeden vrchol z kazdé hrany grafu G?

= Nadale oznaCujeme n = |V | am = |E|.

= Je-li G graf a v jeho vrchol, pomoci G \ {v} oznaujeme
graf vznikly z G odstranénim vrcholu v i v8ech hran, v
nichz se vyskytuje.
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Jednoduchy algoritmus pro VP

Algoritmus 1 Hledani VP grafu G = (V, E) velikosti nejvys k

1:
2
3
4
5:
6:
7
8

9:

10:

11:
12:
13:
14.
15:

function HLEDEJVP(G, k)

if E = (0 then
return (

end if

if « = 0 then
return NEEXISTUJE

end if

Vyber libovolnou hranu {u, v} € E

if HLEDEUVP(G \ {1}, k — 1) najde mnozinu S’ then
return S =S5 U {u}

else if HLEDEJVP(G \ {v}, k — 1) najde mnozinu S” then
return S = 5" U {v}

else
return NEEXISTUJE

end if

16: end function
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Vlastnosti algoritmu pro VP

Funkce HLEDEJVP(G, k) najde vrcholové pokryti velikosti
nejvys$ k grafu G, pokud existuje.

Pokud vrcholové pokryti velikosti nejvys k v grafu G
neexistuje, ohlasi HLEDEJVP(G, k) NEEXISTUJE.

Funkce HLEDEJVP(G, k) pracuje v éase O(2F - n).

Z toho plyne, Ze VRCHOLOVE POKRYTI S parametrem k patfi
do FPT.
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Mozné parametrizace VP

Obecné grafy

Parametr ' Horni odhad

k

O(1,28% + kn)

n—k

W/1]-tplné (nejspis§ neni v FPT)

Stromova Sitka w grafu G

2Z0.n

Rovinné grafy

O(CW +kn),c < 24V3 x 121 8

= Je-li G rovinny, ma vrcholové pokryti velikosti nejvys in
= Mlzeme uvazit parametr 31 — k.
= Parametrizace nad/pod zaru€enou hodnotu
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Vliv funkce f na Cas
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Mozné parametry SAT

Délka klauzule k Nedava smysl, pro k = 2 polynomialni, pro
k = 3 NP-uplné.
Pocet proménnych n

v v v

= Trividlné Fesitelné v Case O*(2").

= M4 vétsi smysl spolu s omezenim délky
klauzule k, pro k = 3 Ize |épe nez O*(1,49")
deterministicky a O*(1,33") randomizované.

= Souvisi se Strong Exponential Time
Hypothesis

Pocet klauzuli m Lze v €ase O*(1,24™).
Délka formule ¢ Lze v 8ase O*(1,08").

Znaceni: O*() — aZ na polynomialni faktor.
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Dal8i mozné parametry SAT

Vaha ohodnoceni w

= Hledame splfiujici ohodnoceni, které ma
presné w jednicek.
= WI[2]-UpIné.
= Pouzito k definici tfidy W|2].
Maximalni deficience formule 6*(¢) Lze v 8ase O(29°(®) . ),

Stromova Sitka rliznych grafli asociovanych s formuli Je v FPT,
konkrétni sloZitost zavisi na typu grafu, ktery se
uvazuje.
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Kernelizace



Kernel Cili ,tézkeé jadro“ problému

= Cilem je zredukovat danou instanci parametrizovaného
problému na tzv. jadro (kernel), které obsahuje tu tézkou
Cast problému.

= Redukce a upravy by mély byt proveditelné v
polynomialnim Case.

= Jadro chceme co nejmensi, s velikosti zavisejici jen na
parametru k.
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Bussova reduk¢ni pravidla pro VP

© Odstran izolované vrcholy z grafu G.

® Je-li vrchol u stupné 1 a v je jeho jediny soused, pak vlozZ v
do vrcholového pokryti S a z G odstran u, v a s nimi
incidentni hrany. Sniz hodnotu parametru k o 1.

® Je-li u vrchol stupné alespon k + 1, vloz u do S, odstrar u
z G spolu s incidentnimi hranami a sniz hodnotu parametru
kol.

Oznagime-li (G" = (V’, E’), k") dvojici vzniklou z (G = (V, E), k)
opakovanim uvedenych pravidel dokud je to mozné, pak
= G ma vrcholové pokryti velikosti k, pravé kdyz G’ ma
vrcholové pokryti velikosti k’.
= Pokud G ma vrcholové pokryti velikosti k, pak
V| <k?+ Kk alE'| < k™.
= Graf G’ Ize vytvofit v €ase O(k - [V]).
= (G, k") je jadro kvadratickeé velikosti.
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Jadro problému — definice

Definice 3

Uvazme parametrizovany problém [ C ¥* x 3, tj. L. obsahuje
dvojice (I, k), kde I je instance a k je parametr. Redukci na
jadro (kernel) minime nahradu dvojice (I, k) redukovanou
instanci (I’, k") (zvanou jadro nebo kernel), pro kterou plati, Zze

k" <kall'l <g(k),
kde ¢ (k) je algoritmicky vycislitelna funkce a
(I,kyeLe (I' k') € L.
Navic redukci (I, k) na (I’, k") musi byt moZno provést v

polynomialnim ¢ase Tk (||, k). Funkci g (k) zveme velikosti
jadra (kernelu)
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Jadro problému — poznamky

Jedna se o Upravu dat pred vlastnim vyhledavanim feSeni.

Redukce jsou €asto vyuzivany i béhem prohledavani.

Parametr k je obvykle hodnotou hledaného feseni.

Redukéni pravidla mohou byt

zavisla na parametru pokud je parametrem hodnota
feSeni, pak musime dopfedu védét, jak velké
feSeni hledame.

nezavisla na parametru lze je pouzit vzdy nezavisle na
hodnoté parametru.
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Nezavisla mnozina v rovinném grafu

NEZAVISLA MNOZINA V ROVINNEM GRAFU
Instance  Rovinny graf G = (V, E) a celé Cislo k > 0.
Otazka Existuje v G nezavisla mnozina velikosti

alespon k?

Nezavisla mnoZina v rovinném grafu md jddro (vzhledem k
parametru k) velikosti k.

Plyne trivialné z véty o Ctyfech barvach.
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Kazdy problém ma sveé jadro

Véta 5

Necht . C >* x ¥* je rozhodnutelny parametrizovany problém.
Potom L je fesitelny parametrizovanym algoritmem vzhledem k
parametru k, pravé kdyZ existuje redukce L. na jadro vzhledem k

parametru k.

= Jde o trividlni jadro, které neni prakticky
pouzitelné.
< Na jadro Ize pouzit ,hrubou silu®.
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MaxSAT

Instance  Booleovska formule ¢ v KNF s m
klauzulemi a celé Cislo k > 0.

Otazka Existuje ohodnoceni v, které spini alespon
k Klauzuli ¢?

Tvrzeni 6

Problém MaxSAT md jddro (vzhledem k parametru k) velikosti
O(k?), které miiZe byt nalezeno v linedrnim éase.
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VP — jadro zalozené na parovani

Véta 7 (Nemhauser, Trotter 1975)
Necht G = (V,E) je graf s n = |V | vrcholy a m = |E| hranami.
Potom mtizeme v ¢ase O(~\/n - m) nalézt mnoZiny C, C V a
Vo €V, pro které plati:
@ Je-li D C V,, vrcholové pokryti indukovaného podgrafu
G[Vyl, pak C := D U Cy je vrcholové pokryti G.
® G md minimdlni vrcholové pokryti, které obsahuje C,,.
© Indukovany podgraf G|[V,| ma vrcholové pokryti velikosti
alespon |Vy|/2.
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Vytvoreni Cy a V

Algoritmus 2 Vytvofeni Cy a Vj
Vstup: G = (V,E)
V\'(stup: CoaVy
1: Vytvof bipartitni graf B = (V, V’, Ep), kde
= V' ={x"|xeV}jekopii Va
" Ep:={{x, v}, {x', vy} | {x, y} € E}.
2. Ur€i Cp jako minimalni vrcholové pokryti B nalezené pomo-
ci algoritmu na hledani maximalniho parovani v bipartitnim
grafu v &ase O (+/n - m).

3 Co={xeV|{x,x'} CCg}. > Obé kopie v Cg.
4: Vo ={xeV||{x,x'}NnCp| =1} >Jednazkogi|'v Cg.
5. Ip:=V\(CoUVy)={xeV |{x,x}nCp=0}. »Zadndz

kopii v Cg.
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Jadro VP linearni velikosti

Véta 8

Necht (G = (V,E), k) je instanci VP. V éase O(k - |V| + k%) Ize
zkonstruovat redukovanou instanci (G" = (V',E’), k") s

|V’ <2k ak’ <k, pro kterou plati, Ze G ma vrcholoveé pokryti
velikosti k, pravé kdyZz G’ m& vrcholové pokryti velikosti I’

= Existence jadra s (2 — ¢) - k vrcholy pro né&jakou konstantu
¢ > 0 by znamenalo existenci aproximacniho algoritmu pro
VP s aproximaénim pomérem (2 — ¢).
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CelocCiselny program pro VP

Minimalni vrcholové pokryti grafu G = (V, E) mdzeme najit
pomoci nasledujiciho celoCiselného programu:

© Proménné: x, € {0, 1} pro kazdy vrchol v € V.

® Minimalizuj 3.,y x, za podminek

® x, + x, > 1 prokazdou hranu {u, v} € E.

ProtoZe celoCiselné programovani je NP-uplné, uvazime LP
relaxaci:

= Misto x, € {0, 1} pouZijeme podminku 0 < x, < 1.
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Dolni odhady na velikost jadra

Véta 9
Pokud PP + NP, nemd \/rcHoOLOVE POKRYTI jadro s 1,36k vrcholy.

Véta 10

Pokud P # NP, nemd VVRCHOLOVE POKRYT/ V ROVINNEM GRAFU
jadro v podobé rovinného grafu s nejvyse (% — ¢) - k vrcholy pro
libovolné ¢ > 0.
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Prohledavani s omezenou hloubkou



Prohledavani s omezenou hloubkou

= |dea: Pro danou instanci (I, k) parametrizovaného
problému L se snazime najit ,malou mnozinu® pfipadd, na
které mUzeme instanci rozloZit.

= Vétvime podle téchto podpfipadu, hledani podpfipadl a
jejich konstrukce by méla byt polynomialni.

= V principu rekurzivni.

= Hloubka rekurze je omezena na zakladé parametru k.

= Rekurzivni volani tvofi prohledavaci strom (search tree).

= Zajima nas velikost prohledavaciho stromu — pocet
rekurzivnich volani.
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Jednoduché priklady

= Algoritmus 1 pro VRcHOLOVE POKRYTI, ktery konstruuje
prohledavaci strom velikosti O(2").
= Prohleddvaci strom velikosti O(6") pro NezAvisLou
MNOZINA V ROVINNEM GRAFU:
© Najdiv G = (V,E) vrchol v stupné nejvys 5.
@ Jeden z vrcholl v v U N (v) je v maximalni nezavislé
mnoZzing.
® Vétvime na 6 pfipadd, mazeme skoncit v hloubce k.
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Jednoduchy vétvici algoritmus pro 3-SAT

Algoritmus 3 Algoritmus pro 3-SAT

Vstup: Formule v3KNF ¢ = C; A --- A C),, na n proménnych.

Vystup: Spliujici ohodnoceni v nebo NESPLNITELNA.

1:

if n = 0 nebo m = 0 then
return Prazdné ohodnoceni v

2
3: end if

4: AfC, = (61 Veg V 6’3), kde ¢4, es, 3 jsou Iiterély.
5:
6
7
8

Q1= @leg :==1].

D pai=gler :=0,e0:=1].

LoP3 = ({)[61 = (), €o = (), €3 = 1].

. if Jedna z formuli ¢4, @2 a @3 je splnitelna then
9:
10:
11:
12:

return Vraf odpovidajici spliujici ohodnoceni
else

return NESPLNITELNA
end if
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Slozitost jednoduchého algoritmu pro 3-SAT

Véta 11
Velikost stromu prohleddvani (=pocet rekurzivnich volani)

algoritmu 3 je O(1,83929"). Celkovy Cas algoritmu 3 je tedy
0(1,83929" - n).

= Jak ukdazat velikost stromu prohledavani?
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Charakteristicky polynom

Uvazme algoritmus, ktery fesi problém velikosti n a provadi
rekurzivni volani na instance velikosti n — dy,n —ds, ..., n —d;

» (dy,...,d;) nazveme vétvicim vektorem (branching vector)
této rekurze.

= Pocet listll T), stromu rekurzivnich volani je dana feSenim
rekurentni rovnice

Ty = Tn—d1 + Tn—dg +oeee Tn—d,- .

= Této rovnici odpovida charakteristicky polynom
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Velikost stromu prohledavani

Tvrzeni 12

Prohleddvaci strom s vétvicim vektorem (d,, ..., d;) ma velikost
n9W - |a|", kde « je kofenem charakteristického polynomu pro
tento vétvici vektor, kde d — max{dy, ..., d;}.

= Stupen u polynomu 1! je dany nésobnosti kofene «.

= P¥i prohledavani se muze vétvici vektor pro jednotliva
rekurzivni volani liSit, uvazujeme nejhorsi pfipad.

= Stacéi pocitat pocet listd stromu, pocet vnittnich vrcholl je
nejvys pocet listu (vétveni je vzdy alespon 2).
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Cluster Editing

Definice 13

Graf G = (V, E) jehoz kazda komponenta souvislosti je Uplny
podgraf G, nazveme cluster grafem.

Instance  Graf G = (V, E), celé €islo k > 0.

Otazka Je mozné odebranim nebo pfidanim
nejvyse k hran upravit graf G na cluster
graf G'?

Lemma 14

Graf G = (V, E) je cluster graf, prdvé kdyZ v G neni cesta se
dvéma hranami jako indukovany podgraf.
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Jednoduchy algoritmus pro CLUSTER EDITING

Algoritmus 4 Jednoduchy algoritmus pro Cluster Editing

Vstup: Graf G = (V,E), k > 0.
1: if G je cluster graf then
2 return ReSeni nalezeno.
3: end if

4: if k < 0 then

5:

6

7

: return Redeni v této vétvi prohleddvani neexistuje.
: end if
: Najdi vrcholy u,v, w € V, které indukuji cestu délky 2 v G, tj.

{u,v},{u,w} e Eafv,w} ¢E.

8: Volej rekurzivné tento algoritmus pro pfipady:

9: (B1)E :=E\ {{u,v}}ak’ :=k-1.

10: (B2)E' :=E\ {{u,w}}ak’ :=k-1.

11: (B3) E':=EU{{v,w}}ak’ :=k-1.

= Algoritmus 4 vytvaFi strom prohledavani velikosti O (3%).
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Vylep$eny rozbor pfipadu

P¥i vétveni rozliSime tfi ptipady pro trojici u, v, w € V z
algoritmu 4, tj. {u, v}, {u,w} € E a{v,w} ¢ E:
(C1) Jedinym spoleénym sousedem vrcholt v a w je u.

(C2) Vrcholy v a w maji spole€ného souseda x # u a
{u,x} € E.
(C3) Vrcholy v a w maji spole¢ného souseda x # 1 a
{u,x} ¢ E.
Permanentni hrana Hrana grafu G, kterd nesmi byt
odstranéna.

Zakazana hrana Dvojice vrcholl {u, v} ¢ E, kterd nesmi byt
pridana jako hrana.
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Ptipad C1

u

Vétvime do dvou podpfipadu:
(B1) odebrani hrany {u, v} a
(B2) odebrani hrany {u, w} a
Pridani hrany {v, w} (pfipad (B3)) nemize dat lepSi feSeni.
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Ptipad C2

Zakazana hrana Permanentni hrana

MWW

//\

% - v@«w e

(2 « (3) x * 2 3
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Pfipad C3

Zakazana hrana Permanentni hrana

MWW

//\

@w - v%w S

@7 @ ‘e @
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Shrnuti

Nejhor&i vétvici vektor je (1,2,2, 3, 3), z toho plyne:

Véta 15

Pro CrLusTer EDITING existuje strom prohledavéni velikosti
0(2,27).
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NejblizSi fetézec

Definice 16

Necht s, s” jsou dva fetézce délky [. nad abecedou .. Jejich
hammingovska vzdalenost dy (s, s’) je rovna poétu pozic, v
nichz se tyto dva fetézce lisi.

NEJBLIZSI RETEZEC (CLOSEST STRING) ‘

Instance Retézce sy, ..., s, nad abecedou 3.
V&echny fetézce maji touz délku L.
Ptirozené Cislo 4.
Cil Najit fetézec s, jehoz hammingovska
vzdalenost od ostatnich fetézcu je nejvys d
(jinymi slovy pro kazdé i = 1, ..., k plati, ze
dp(s,si) < d).
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Nejblizsi fetézec — vlastnosti

= Retézce s, ..., s; v instanci si usporaddme do tabulky s k
fadky a L sloupci.

= Sloupec nazveme Spinavy, pokud obsahuje alespori dva
rlizné znaky.

= Pokud je Spinavych sloupci vice nez kd, instance nema
feseni.

= Dale staci uvaZovat 8pinavé sloupce — mame jadro
velikosti kd.

= Pokud existuje dvojice fetézcl s; as; s dy(s;,s;) > 2d, pak
instance nema feseni.
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Algoritmus pro hledani nejblizsiho fetézce

Algoritmus 5 Procedura CSp(s, Ad)

Vstup: Kandidat na feSeni s a celé Cislo Ad.

Vystup: Retézec § spliujici max;—, ;dy(s,s;) < d a

dp(s,s) < Ad. Nebo ,nenalezeno®.

if Ad <0 then > D0
return ,nenalezeno”.

end if

if diy(s,s;) >d+ Ad pronéjaké i e {1,..., k}then > D1
return ,nenalezeno®.

end if

if dij(s,s;) <dprokazdéi=1,...,kthen > D2
return ,nenalezeno”.

end if

,,,,,

© o N A w2

> PokraCuje na dalsi strané
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Procedura CSd (dokonceni)

10: Zvol libovolny index i splfiujici dy (s, s;) > d > D3
11: P« {p|s[p] #silp])

12: Zvol libovolnou podmnozinu indexd P C P, |[P’| =d + 1

13: forall p € P’ do

14: s’ «s

15:  s'[p] < si[p]

16: Sret < CSd(s’, Ad — 1)

17: if s,.; # ,nenalezeno” then
18: return s,.;

19: end if

20: end for

21: return ,nenalezeno” > D4
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Algoritmus CSd — vlastnosti

= Volame CSd(s;, d) s libovolnym fetézcem s;,i € {1,..., k}.
= Prohleddvaci strom ma velikost O (d4).

= Dostaneme tak algoritmus pro hledani nejblizsiho fetézce,
ktery pracuje v ¢ase O (kL + kd - d“).
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Parametrizovana slozitost



Parametrizovany problém — pfisnéjsi definice

= Nové budeme pozadovat, aby hodnota parametru byla
funkci dané instance.
= Parametr je celé Cislo.

Definice 17 (Parametrizovany problém)

Parametrizovany problém L nad abecedou ¥ je mnozina dvojic
(x,k), kde x € " a k je celé C&islo, pro které plati, Zze

(Vx € X)(Vk, kK" e N) [((x,k) e LA (x,k')e L) = k=k] .

VRCHOLOVE POKRYTI parametrem je velikost minimalniho
vrcholového pokryti daného grafu.

NEZAVISLA MNOZINA parametrem je velikost maximalni
nezavislé mnoziny daného grafu.
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Vrcholové pokryti

VRCHOLOVE POKRYTI (VP)
Instance Graf G = (V, E), celé Cislo k > 0.

Otazka Existuje v G vrcholové pokryti velikosti
presné k?

VAZENE VRCHOLOVE POKRYT( (VVP) |
Instance Graf G = (V, E), ke kazdému vrcholu v € V
ptirozené €islo w(v), celé €islo k > 0.

Otazka Existuje v G vrcholové pokryti se souctem
vah rovnym k?
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Nezavisla mnozina a klika

NEZAVISLA MNOZINA (NM)

Instance Graf G = (V, E), celé €islo k > 0.

Otazka Existuje v G nezavisla mnozina velikosti
presné k?

Instance Graf G = (V, E), celé €islo k > 0.
Otazka Existuje v G klika velikosti presne k?
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Dominujici mnozina

DomMINuJici MNOZINA \

Instance Graf G = (V, E), celé €islo k > 0.

Otazka Existuje v G dominujici mnozina velikosti
presne k? Presnéji, existuje mnozina
vrcholt S € V, |S| = k, ktera splfiuje, Ze
kazdy vrchol v € V' \ S je spojen hranou s
néjakym vrcholem v S?
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Vazena splnitelnost

= Tridy parametrizované slozitosti jsou definované s pomoci
parametrizované prevoditelnosti a vazené splinitelnosti.

= Je-li v ohodnoceni proménnych, pak jeho vahou je po&et
proménnych, kterym v pfifazuje hodnotu 1.

VAZENA (2-)KNF sPLNITELNOST (WEIGHTED (2-)SAT) ‘

Instance  Formule ¢ v (2-)KNF, celé &islo k > 0.

Otazka Existuje splfiujici ohodnoceni v pro ¢ s
vahou presné k?

= Nejspi$ nepatfi do FPT.

= Pokud bychom hledali ohodnoceni s vahou nejvys k, tak
tato verze s 2-KNF do FPT patfi (ij. je zde rozdil mezi
Loresné” a ,nejvys®).
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Parametrizovana prevoditelnost

Definice 18
Nechf L,L" € ¥ x N jsou dva parametrizované problémy.
Rekneme, Ze L Ize pfevést na L’ standardni parametrizovanou
prevoditelnosti, pokud existuji algoritmicky vycislitelné funkce
k= k' kK" a(x,k)— x’, pro které plati:

© (x,k)— x"lze spolitat v Case k” - |(x, k)|“ a

® (x,k) e L pravé kdyz (x’, k') € L.

= Budeme téz fikat, Ze problém L je fpt-pfevoditelny na
problém L', budeme pouzivat znaceni L <g,; L.

= Parametrizovana pfevoditelnost je reflexivni a tranzitivni.

= Pokud L’ patfi do FPT, pak i L patfi do FPT.
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P¥iklady

= NEZAVISLA MNOZINA <gt KLIKA.

= NEZAVISLA MNOZINA <g,; VAZENA 2-KNF SPLNITELNOST.
= DomiNuJici MNOZINA <g,t VAZENA KNF SPLNITELNOST.
* VAZENE VRCHOLOVE POKRYTI <t VRCHOLOVE POKRYTI.
* VRCHOLOVEHO POKRYTI <g,x DOMINUJICI MNOZINA.

Rada klasickych polynomidlnich ptevodd neni fpt, napt.
= Pfevod VRCHOLOVEHO POKRYTI na NEZAVISLOU MNOZINU.
= Pfevod SAT na 3-SAT neni parametrizovanym prevodem

VAZENE KNF spLNITELNOSTI na VAZENOU 3-KNF
SPLNITELNOSTI.
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Tridy W[1] a W[2]

Definice 19

@ Trida W[1] obsahuje parametrizované problémy, které jsou
fpt-pfevoditelné na VAZENou 2-KNF SPLNITELNOST.

@ Parametrizovany problém L je W[1]-teZky, pokud je na néj
fpt-prevoditelnd VAZENA 2-KNF SPLNITELNOST.

@ Pokud parametrizovany problém L patfi do W|1]| a navic je
W]1]-tézky, pak je W[1]-uplny.

@ Trida W|2] je definovana analogicky s pomoci VAZENE KNF
SPLNITELNOSTI.

= Plati, Ze FPT € W[1] € W|[2].

= Pokud by platilo W[1] = FPT, pak by bylo mozné vyfesit
3-SAT v gase 2°") - ||, (~ Exponential Time
Hypothesis)
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W][1]-uplné problémy

= VAZENA ANTIMONOTONNI 2-KNF SPLNITELNOST se od
VAZENE 2-KNF spLNITELNOSTI S tim, Ze se v ni vyskytuji
pouze negativni literaly.

Véta 20

VAZENA 2-KNF sPLNITELNOST je fpt pfevoditelnd na VAZEnou
ANTIMONOTONN/ 2-KNF SPLNITELNOST. VAZENA ANTIMONOTONNI
2-KNF spPLNITELNOST je tedy W{1]-Uplny problém.

Dal&i W[1]-upIné problémy:
= NEZAVISLA MNOZINA
= KLIKA
= VAZENA q-KNF sPLNITELNOST pro libovolné g > 2.
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W/2]-UplIné problémy

Ptiklady W{2]-Uplnych problému:
= DOMINUJICI MNOZINA.
= HITTING SET.
= SET COVER.
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W = weft obvodu

Definice 21

= Rekneme, Ze logické hradlo (AND nebo OR) je velké,
pokud ma vice nez dva vstupy, pokud ma dva vstupy, pak
je malé.
= Je-li C obvod, pak pojmem weft obvodu C oznacujeme
maximalni pocet velkych hradel na jakékoli cesté ze vstupu
K vystupu.
= UvaZme formuli ¢ a odpovidajici obvod C,,, fekneme, ze ¢
je t-normalizovana, pokud
@ vystupnim hradlem C,, je velké hradlo AND a
@ C, ma weft nejvys t,
® na zadné cesté ze vstupu k vystupu po sobé nendsleduji
dvé mald hradla téhoz typu.

= Napfiklad 2-KNF je 1-normalizovana, obecna KNF je
2-normalizovana.

59/160



Varianty vazené splnitelnosti

VAZENA t-NORMALIZOVANA SPLNITELNOST vazena splnitelnost
t-normalizovanych formuli.

VAZENA SPLNITELNOST vstupem je formule, na niz neklademe
Zzadna omezeni.

VAZENA OBVODOVA SPLNITELNOST vstupem je obvod, na néjz
neklademe Zadna omezeni.
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Hierarchie W

Definice 22

@ Wit], t > 1 je tfidou parametrizovanych problémda, které
jsou fpt-prevoditelné na VAZENOU t-NORMALIZOVANOU
SPLNITELNOST.

® W|Sat]| je tfidou parametrizovanych problém, které jsou
fpt-prevoditelné na VAZENOU SPLNITELNOST.

@ WIP] je tfidou parametrizovanych problém, které jsou
fpt-pfevoditelné na VAZENOU OBVODOVOU SPLNITELNOST

@ XP obsahuje parametrizovany problém L, pokud Ize v ¢ase
f(k) - |x[#") rozhodnout, zda (x, k) € L, kde f a ¢ jsou
algoritmicky vycislitelné funkce.

Véta 23
FPT C W[1] C W[2] C --- C W[Sat] C W[P] C XP.
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Booleovské formule — definice a znaceni



Booleovské formule

= Literal je proménnd x (pozitivni literal), nebo negace
proménné x (negativni literal).

= Klauzule je disjunkci literald, napf. C = (x V y Vv z).

= Klauzuli povazujeme za mnozinu literall, napt.
C={x,y,z}.

= Konjunktivné normalni forma (KNF) je konjunkci klauzuli,
napt. ¢ = (x VyVvVz)(x vVy)(y).

= KNF povaZujeme za mnozinu klauzuli, napf.
¢ ={(xVyVvz),xVvy) (v}

= var(¢) oznaCuje mnozinu proménnych formule ¢.

= C oznacuje klauzuli s literaly opacné polarity ke klauzuli C,
iiC={x|xeClUix|xeC}

= Klauzule C; a C maji konflikt v proménné x pokud
xeCinNConeboxeCynNCy.
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Ohodnoceni proménnych

= Ohodnoceni v : var(¢@) — {0, 1} je spliujici ohodnocenf €ili
model formule ¢, pokud ¢ (v) = 1.

= MnoZinu modeld formule ¢ oznacime T(¢).

= Ohodnoceni v : var(¢) — {0, 1} je nesplnujici ohodnoceni
Cili falsepoint formule ¢, pokud ¢ (v) = 0.

= MnoZinu falsepoint formule ¢ pomoci F(¢).

= Je-li B Cvar(¢), pak v : B = {0, 1} je castecné
ohodnoceni.

= Pomoci ¢[v] ozna€ime formuli vzniklou z ¢ aplikaci
¢astecného ohodnoceni v — odstranime splnéné klauzule
a nesplnéné literaly.

= Prazdna klauzule L neni splnéna Zadnym ohodnocenim.

= Prazdna KNF T je splnéna kazdym ohodnocenim.

64/160



Operace s KNF

= Je-li ¢ KNF a B C var(p), pak ¢ — B oznacuje formuli
vzniklou odstranénim vSech literal(l s proménnymi z B, {j.

¢-B={C\(BUB)|Ce€g)
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Parametrizace splnitelnosti



Parametrizace splnitelnosti

= Parametrem splnitelnosti rozumime néjakou algoritmicky
vycislitelnou funkci 7, ktera kazdé formuli ¢ pfifazuje
nezaporné Cislo ().

= Pfedpokladame, Ze (@) = 7(¢’), pokud jsou formule ¢ a
¢ izomorfni (1j. liSi se jen pfejmenovanim proménnych).

Instance  Formule ¢ a Cislo k > 0, pro které plati
(@) < k.

Otazka Je ¢ splnitelna?
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Ovéreni parametru

= SAT(m) je tzv. promise problém — slibujeme fesiteli, Zze
dana formule ma hodnotu parametru omezenou k.

= QOvéfeni toho, zda je tomu opravdu tak, je samostatnym
problémem.

Instance Formule ¢ acislo k > 0
Otazka Je m(¢p) < k?
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Backdoor mnoziny



Backdoor mnozina

Definice 24

Necht C je tfida KNF, ¢ je KNF a B C var(¢). Potom B je

silna C-backdoor mnozina, pokud pro kazdé ohodnoceni
v: B (0,1} plati, Ze ¢[v] € C. Velikost nejmensi
silné C-backdoor mnoZiny oznaéime be(¢).

slaba C-backdoor mnozina, pokud existuje ohodnoceni
v : B - {0, 1} takové, Ze ¢[v] € C a navic je
splnitelnd. Velikost nejmensi slabé C-backdoor
mnoziny oznacime wbe ().

vymazova C-backdoor mnozina (deletion C-backdoor set),
pokud po odstranéni vSech literald s proménnymi z
B nova formule ¢ — B patfi do C. Velikost nejmensi
vymazové C-backdoor mnoziny ozna¢ime db¢ ().
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Zakladni tfida a splnitelnost

Obvyklé pozadavky na zakladni tfidu C:

© C je uzaviena na izomorfismus (=pfejmenovani
proménnych).

® Rozhodnuti, zda KNF ¢ € C Ize ucinit v polynomialnim
Case.

® Splnitelnost formule KNF ¢ € C Ize rozhodnout v
polynomialnim Case.

@ Nékdy navic: C je seberedukovatelnd, tj. pokud ¢ < C a x
je proménna ¢, pak p[x :=0] e Cigplx :=1] € C.

Pozorovani 25

Pokud C splriuje poZadavky 1-3, potom jsou problémy SAT(b¢)
a SAT(wb¢) v FPT.
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Hornovské a 2-KNF formule

Definice 26
= Klauzule je hornovska, obsahuje-li nejvys jeden pozitivni
literal.

KNF ¢ je hornovska, sklada-li se z hornovskych klauzuli.

Booleovska funkce f je hornovska, pokud ji lze
reprezentovat néjakou hornovskou KNF.

Tfidu hornovskych KNF oznadime Horn.

KNF ¢ je 2-KNF pokud se sklada z klauzuli, které obsahuji
nejvys dva literaly.

= Tfidu 2-KNF oznacime pomoci Krom.

Véta 27

Splnitelnost hornovskych a 2-KNF formuli je mozné rozhodnout
v linedrnim ¢ase vzhledem k délce formule.
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Slabé Horn a Krom-backdoor mnoziny

Véta 28 (Nishimura et al. (2004))
Problémy VER(wbiiom) @ VER(Wbkrom) jsou W[2]-t62Ké.
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Vymazove a silné backdoor mnoziny

Definice 29

Rekneme, Ze tfida KNF C je uzaviena na odebirani klauzuli
(clause induced), pokud pro kazdou KNF ¢ € C a jeji pod-KNF
@’ C @ plati, Ze ¢’ € C.

Tfidy Horn i Krom jsou uzavfené na odebirani klauzuli.

Lemma 30

Necht C je tfida KNF uzaviend na odebirani klauzuli a necht
¢ € C je KNF z tridy C, potom kazdd vymazova C-backdoor
mnoZzina B pro ¢ je soucasné silnd C-backdoor mnoZzina pro ¢.
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Hornovskeé a 2-KNF vymazové backdoor
mnoziny

Lemma 31 (Crama et al. (1997); Nishimura et al. (2004))

Je-li C tfida Horn nebo Krom, pak pro libovolnou formuli ¢ < C
a mnoZinu proménnych B plati, Ze B je vymazova C-backdoor
mnoZina pro ¢, pravé kdyZ B je silnd C-backdoor mnoZina pro
@.
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Silné Hornovské-backdoor mnoziny

S KNF ¢ asociujeme graf G, (V, E), kde

V = var(p)
E = {{x,y}1(3Ceq)[lx,y} cCl}

Necht B C var(¢), potom ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
© B je silnd Horn-backdoor mnozina pro ¢.
® B je vymazova Horn-backdoor mnozina pro ¢.
® B je vrcholové pokryti G,,.

Véta 32 (Nishimura et al. (2004))

Problémy VER(biom) @ VER(dbyiom) jsou v FPT. Lze je vyresit
v &ase O*(1,273").
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Silné 2-KNF-backdoor mnoziny

S KNF ¢ asociujeme mnoZzinu trojic promeénnych 7/,
Uy ={{x,y,2z} | AC € @) [{x,y,z} C var(C)]}

Necht B € var(¢), potom nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
© B je silna Krom-backdoor mnozina pro ¢.
® B je vymazova Krom-backdoor mnozina pro ¢.
® B je hitting set 1/,,.

Véta 33 (Nishimura et al. (2004))

Problémy VER(bxiom) @ VERdby:om fSOU v EPT. Lze je vyfesit v
dase O*(2,270%).
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Backdoor mnoziny a #SAT

Ulohu #SAT Ize parametrizovat parametrem :

Instance  Formule ¢ a Cislo k > 0, pro které plati
(@) < k.

Cil Urcit [T (¢)| (1j. poet modeld ¢).

Je-li ¢ KNF a B je silna backdoor mnozina, pak

@)= D, IT(p[].

7:B—{0,1}
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Hitting a cluster formule

Definice 34

= Rekneme, ze KNF @ je hitting formule, pokud kazdé dvé
klauzule C;, C, € ¢ maji konflikt v néjaké proménné.

= TFidu hitting formuli ozna€ime HIT.

= Rekneme, ze KNF @ je cluster formule, pokud jde o
konjunkci nékolika hitting formuli, které maji po dvou
disjunktni mnoziny proménnych.

= T¥idu cluster formuli ozna¢ime CLU.
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#SAT hitting a cluster formuli

Lemma 35
Je-li ¢ hitting formule na n promeénnych, pak

T(p)l =2" = ) 2"

Cegp

Lemma 36
#SAT je pro cluster formule fesitelny v polynomidinim ¢ase.
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CLU-backdoor mnoziny

= Tfida CLU je uzavfena na odebirani klauzuli, proto pro
kazdou formuli ¢ € CLU plati beru(¢@) < dberu().

= Na rozdil od hornovskych a 2KNF formuli existuji formule
(NS CLU, pro které platl' bCLU((P) < dbcru.

= Silné CLU-backdoor mnoziny (nejspi8) nelze hledat
parametrizovanym algoritmem pfimo, protoze

Véta 37 (Nishimura et al. (2007))
Problém VER(bcLy) je W(2]-téZky.

= Zavedeme jiny parametr clu(¢) (clusterova Sitka formule),
pro ktery bude platit

beru(p) < clu(ep) < dberu(e).
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Obstrukce

Definice 38

Prekryvova obstrukce dvojice klauzuli {Cq, Cs}, které maji
neprazdny prunik, ale nemaji konflikt. S touto
obstrukci asociujeme vymazovou dvojici

{var(C1 N Cy), var(C; A Co)}.

Konfliktova obstrukce trojice klauzuli {C, C5, Cs}, kde C, ma
konflikt s C; i Cs, ale C; a C3 konflikt nemaji. S
touto obstrukci asociujeme vymazovou dvojici

{var((Cy \ C3) N Ca), var((C3 \ C1) N Ca)}.
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Vlastnosti obstrukci

Lemma 39

@ KNF ¢ je cluster formule, pravé kdyZz neobsahuje
prekryvovou ani konfliktovou obstrukci.

@ Necht ¢ je KNF a B C var(¢p). Pokud ¢ — B je cluster
formule, pak pro kaZdou vymazovou dvojici { X, Y}
asociovanou s néjakou obstrukci v ¢ plati, Ze X C B nebo
Y C B.
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Obstrukéni graf

S KNF ¢ asociujeme obstrukéni graf G, = (V, E), kde
= V =var(p) a
= {x,y} € E pokud ve ¢ je vymazova dvojice {X, Y}, kde
xeXayey.

clu(¢p) = velikost minimalniho vrcholového pokryti G,.

Véta 41

= Pro kazdou KNF ¢ plati, Ze

bCLU((p) < clu((p) < dbCLU((P)-

= Problém #SAT(clu) je v FPT.
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Dalsi tfidy formuli

UP obsahuje formule, které je mozné rozhodnout s
pomoci jednotkové propagace.

PL obsahuje formule, které Ize rozhodnout s pomoci
eliminace ¢istych literala (,pure literal®).

UP + PL obsahuje formule, které je mozné rozhodnout s
kombinaci jednotkové propagace a eliminace
Cistych literald. Zdkladni tfida pro DPLL.

RHorn skryté hornovské formule.
q-Horn g-Hornovské formule.
Matched matched formule.

C!! tfida C s pfidanou detekci prazdné klauzule, tj.
Cll = Cc U &, kde & je t¥ida formuli obsahuijicich
prazdnou klauzuli.
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Backdoor mnoziny k dalSim tfidam formuli

Trida

UP WI/P]-uplné nema vyznam
PL WI/P]-uplné nema vyznam
UP + PL | W[P]-upIné nema vyznam
RHorn W/1]-tézké FPT

g-Horn | ? (nejspi§ t&Zké) FPT

Matched | W[2]-té2ké W/2]-tézké
cl W/1]-t82ké pro zmingné tfidy | nema vyznam
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Stromova Sitka



Grafy asociované s KNF

S KNF ¢ miZeme asociovat napf.
Primarni graf G(¢) = (V,E), kde V = var(p) a

E={{x,y}| (3C € @) [{x, y} € var(C)]}

Dudlni graf G (¢) = (V,E), kde V = ¢ (tj. klauzule) a

E ={{Cy,C2} | (Ax e var(¢)) [x € var(C;) Nvar(Cs)]}

Incidenéni graf I(@) = (Vi, Vs, E), kde Vi = var(p), Vo =¢ a

E = {{x,C} | x € var(C)}

88/160



Stromova Sitka

Definice 42
Necht G = (V, E) je graf, stromovou dekompozici grafu G
nazveme dvojici (T, y), kde T = (V’, E’) je strom a
x V"= P(V) je zobrazeni, pro které plati:
@ Pro kazdy vrchol v € V existuje vrchol stromu t € V’, pro
néjz v € x(t),
@ pro kazdou hranu {u, v} € E existuje vrchol stromu t € V/,
pro n&jz {u,v} C x(t),a
@ pro kazdé tfi vrcholy stromu ¢4, t5, t3 € V’ plati, ze pokud ¢,
lezi na cesté mezi t; a t3, pak x(t2) N x(t3) € x(ty).

Sitka stromové dekompozice max;cy |x(t)| — 1.

Stromova Sitka tw(G) grafu G minimalni Sitka stromové
dekompozice G.
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Stromova Sitka jako parametr SAT

Definice 43
Pro formuli ¢ oznacime pomoci
tw(¢p) stromovou $itku primarniho grafu G(¢).
tw’ (@) stromovou $itku dudlniho grafu G(¢).
tw*(¢) stromovou $itku incidenéniho grafu I(G).

Plati:
= Pro kazdou formuli ¢ je tw*(¢) < tw(¢p) — 1
= Pro kazdou formuli ¢ je tw*(¢) < twi(q) — 1

= Existuji tfidy formuli, které maji stromovou Sitku
inciden¢niho grafu 1 a libovolné velkou stromovou Sitku
primarniho nebo dualniho grafu.
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Parametrizace SAT stromovou Sitkou

Véta 44 (Samer and Szeider (2010))

Splnitelnost parametrizovanou stromovou Sitkou Ize vyresit v
¢asech danych tabulkou:

#SAT(tw)  #SAT(tw9) #SAT(tw*)
O(2kkdN) O(2KKIN)  O(2Fk(1 + 2F)N)

n pocet proménnych KNF ¢,
m pocet klauzulr,
d maximaini polet vyskytu néjaké proménné v ¢,
| pocet literdlu v nejdelsi klauzuli,
k hodnota parametru (stromove Sitky),
N pocet vrcholl odpovidajici stromove dekompozice.
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Hezka stromova dekompozice

Definice 45
Trojice (T, x, r) je hezkou stromovou dekompozici grafu
G = (V,E), pokud:
© (T, x) je stromovou dekompozici G.
@ T je zakofenény strom s kofenem r.
© Kazdy vnitini vrchol t € V' ma nejvys dva syny a ma jeden
z nasledujicich typ(:
Spojovaci vrchol (join node) t ma dva syny ¢; a t,, kde
x(t) = x(t1) = x(ta).
Uvadéci vrchol (introduce node) t ma jednoho syna t’ a
x(t) = x(t') U {x} pro néjaky vrchol x € V.
Zapominaci vrchol (forget node) t ma jednoho syna ¢’ a
x(t) = x(t')\ {x} pro néjaky vrchol x € V.
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Konstrukce stromové dekompozice

= Stromovou dekompozici s minimalni itkou lze urcit v ase
0*(1,8899") — Fomin et al. (2008); Villanger (2006).

= UrCeni stromové $itky je v FPT — Bodlaender (1996)

(pouzitelny jen pro velmi mala k).

Aproximacni algoritmy (nejlepsi znamy pomér O (log k)).

FPT aproximacni algoritmus s pomérem 4.

Heuristiky a specidlni tfidy grafd.

Kazdou stromovou dekompozici Ize pFetvofit do hezké
stromové dekompozice bez narlstu Sitky.

93/160



Algoritmus pro #SAT (tw)

= Vychazime z hezké stromové dekompozice
(T'=(V',E"), x,r) primarniho grafu G(¢) formule ¢.
= Vi = Upev(r,) x(t'), kde T; je podstrom T s kofenem ¢.
= Pro vrchol t € V" a ohodnoceni « : x(t) +— {0, 1}
definujeme N (t, @) jako mnoZinu ohodnoceni
T : Vi {0, 1}, pro ktera plati:
© 7(x) = «(x) pro v8echny proménné x € x(t), a
@ 1 nefalzifikuje zadnou klauzuli z ¢.
n(t,a) =|N(t, a)l.

|T((P)| - ZO{:X(I’)!—){O,I} l’l(l’, 0().
Hodnoty (¢, a) reprezentujeme tabulkou M; s |x(t)| + 1
sloupci (promé&nné a hodnota) a 2/*(V)| ¥adky (pro kazdé «).

Réadky s 7(t, @) = 0 mdZeme vynechdvat.
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UrCeni tabulky M; (pro pfipad #SAT(tw))

O ¢ jelist:
n(t,a) = {0 _F_DOKUd C(a) = 0 pro n&jakou klauzuli C € ¢
1 jinak
® ¢ je spojovaci uzel se dvéma syny t; a to:

n(t,a) =n(ty,a)- n(ty, @)

® 1 je uvadéci uzel se synem t’:
p— Y| k
n(t, a) 0 / "C(a) 0 pro néjakou C € ¢
n(t',a [ ) jinak
@  je zapominaci uzel se synem " a x(t) = x(t') \ {x}:
n(t,a)=n(t’,aU{(x,0)})+nt, aUf(x,1)})
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SloZitost #SAT (tw)

Véta 46 (Samer and Szeider (2010))

Necht ¢ je KNF formule, T = (V',E’) je stromovd dekompozice
primdrniho grafu G(¢) Sitky k s N vrcholy, potom
@ Je-lit € V' uzel stromové dekompozice T formule ¢, a
mdame-li jiZ uréeny tabulky M, pro véechny syny t, pak
tabulku M; Ize urcit v ¢ase O(25kd).
@ |T(¢)| Ize uréit v dase O(2FkdN).
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Algoritmus pro #SAT (tw*)

= Vychazime z hezké stromové dekompozice
(T'=(V',E"), x,r) primarniho grafu G(¢) formule ¢.
= Vi = Upev(r,) x(t'), kde T; je podstrom T' s kofenem ¢.
= X; = Vinvar(p) (tj. proménné ve V)
= o = Vi N (4. klauzule ve V;)
" Xo(t) = x(t)Nnvar(e) (tj. proménné v x(t))
= xo(t) = x(t) N (1. kKlauzule v x (1))
= Pro uzel stromu ¢ € VV’, ohodnoceni « : y,(t) — {0,1} a
mnozinu klauzuli A € x.(t) definujeme mnoZinu N (f, a, A)
ohodnoceni 7 : X; — {0, 1}, ktera splfiuji
© 1(x) = «a(x) prokazdé x € y,(t) a
@O A={Ceq;|C(t)#1}.
= n(t,a,A) =|N(t,a,A)|

IT(@)l = Zacyo(r)miony 11, a,0)
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Tabulka M;

Hodnoty n(t, a, A) reprezentujeme tabulkou M; s [y (t)| + 1
sloupci a 21 ()11 tadky, kde
= |y, ()| sloupcl odpovida proménnym a ohodnoceni «,
= | x.(t)| sloupct odpovida klauzulim a mnozing A,
= posledni sloupec obsahuje hodnotu 7 (t, o, A).

© Je-li t list, pak

1 A= ot 1
0 jinak
® Je-li t spojovaci uzel se syny ¢y, to, pak
n(t,a,A) = Z n(ty, a,Ayr) - n(ty, a, Ag)
A1, A2Cxc(t)

A1NAs=A
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UrCeni M; pro zavadéci uzel (proménna)

@ Je-li t uvadéci uzel se synem t" a x(t) = x(t’) U {x} pro
proménnou x € var(¢p), pak

n(t,aUi(x,0)},A) =

n(t,aUf{(x,1)},A) =

0 (AC e A)[x € C]

jinak, kde
B ={Cext) | TeC)

0 (AC e A)[x € C]

jinak, kde
B={Cexc(t) | xeC)
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UrCeni M; pro zavadéeci uzel (klauzule)

@ Je-li t uvadéci uzel se synem t" a x(f) = x(t’) U {C} pro
klauzuli C € ¢, pak

n(t',a,A) C¢gAaCla)=
n(t,a,A) =yn(t’,a,A\{C})) CeAaC(a)+
0 jinak

1
1
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UrCeni M; pro zapominaci uzel

® Je-li t zapominaci uzel se synem " a x(t) = x(t’) \ {x} pro
néjakou proménnou x € var(¢p), pak

n(t,a,A) =n(t’,aU{(x,0)},A)+n(t,aUf(x,1)}A)

0 Je-li t zapominaci uzel se synem " a y(t) = x(t')\ {C} pro
néjakou klauzuli C € ¢, pak

n(t,a,A)=n(t',a,A)
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SloZitost #SAT (tw*)

Véta 47 (Samer and Szeider (2010))
Necht ¢ je KNF formule, T = (V',E’) je stromovd dekompozice
incidencniho grafu I(¢) $itky k s N vrcholy, potom

@ Je-lit € V' uzel stromové dekompozice T formule ¢, a
mdame-li jiZ uréeny tabulky M, pro véechny syny t, pak
tabulku M; Ize uréit v &ase O (2F(1 + 25)k).

@ |T(p)| Ize uréit v Ease O(2(1 + 2K)kN).
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Hypotéza o exponencialnim Case



Hypotéza o exponencialnim Case

Nasledujici hypotézy zavedli Impagliazzo and Paturi (2001):

Exponential Time Hypothesis (ETH)

Existuje konstanta ¢ > 0, pro kterou plati, ze 3 nelze vyresit v
¢ase O*(2").

Strong Exponential Time Hypothesis (SETH)

Neexistuje algoritmus pro k-SAT, ktery pracuje v tase O*(2°"),
kde 6 < 1 je konstanta, jeZ nezavisi na k.
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Algoritmy pro 3-SAT

Randomizované algoritmy

1,3633"

1,33334"
1,32373"
1,30704"

1,5"
1,481"
1,3334"
1.3303"

Paturi et al. (1998)
Schoning (1999)

Iwama and Tamaki (2004)
Hertli (2014)

Deterministické algoritmy ‘

Dantsin et al. (2002)
Dantsin et al. (2002)
Moser and Scheder (2011)
Makino et al. (2011)

1,30704"

Rolf (2005) (Unique k-SAT)
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Schéningav algoritmus pro SAT



Schoéninglv algoritmus



Nahodna prochazka po hyperkrychli

Algoritmus 6 Hledani splnujiciho ohodnoceni
Vstup: Formule ¢ v k-KNF s n proménnymi.
1: function HLEDEJ(p)
2: Vyber nahodné pocéateéni ohodnoceni « € {0, 1}".
fori:=1to 3n do
if p(a) =1 then
return o
end if
Vyber klauzuli C € ¢, pro kterou C(«a) = 0.
Vyber néjakou proménnou x € var(C).
o: PoloZ ar(x) := 1 — a(x).
10: end for
11: end function

o N AW
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Vlastnosti nahodné prochazky

Véta 48 (Schoning (1999))

Uvazme k-KNF ¢ na n promeénnych a pfedpokladejme, Ze je ¢
splnitelna, pak HLepEJ(p) najde splriujici ohodnoceni s
pravdépodobnosti p > (ﬁ) ! (aZ na polynomidini faktor).

© Opakujeme-li volani funkce HLEDEJ t-krat, pak
pravdépodobnost, Ze nenajdeme splfiujici ohodnoceni je
nejvys$ e Pt

@ Uvazime-li t = 2 — O (
neuspéchu je nejvys ¢ 20,

® Pro k = 3 dostavame s timto po¢tem opakovani ¢as
O*(t) = O*((2+ 3)") = O*(1,334")

2(k-1)
k

) n, pak pravdépodobnost
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Derandomizace Schéningova algoritmu



Hammingovska vzdalenost a koule

Definice 49

= Jsou-li v, p € {0, 1}" dva booleovské vektory, pak jejich
hammingovskou vzdalenost dy(a, f) definujeme jako
pocet pozic, ve kterych se lisi, tedy

da(a,B) =i e{l,...,n}| afi] # B[]} .
» Hammingovskou kouli B,(a) o poloméru r kolem vektoru
« € {0, 1} definujeme jako mnozinu vektord v

hammingovské vzdalenosti nejvys r od «, tedy

B,(a) = (B € {0,1)" | du(a, ) < 1} .
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Lokalni prohledavani

PromiISE-BALL-k-SAT \

Instance  k-KNF ¢ na n proménnych, ohodnoceni
proménnych « € {0, 1}" a polomér » € N.
Cil Pokud existuje splnujici ohodnoceni
p € B,(«), najdi néjaké spliujici
ohodnoceni formule ¢. (Ne nutné v B, («).)

Promise-BALL-k-SAT lze vyteSit deterministicky v Case
= O*(k") (Dantsin et al. (2002)),

= O ((k -1+ e)") pro kazdé ¢ > 0 (Moser and Scheder
(2011)).
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Objem hamingovské koule

Definice 50

Pomoci V (1, r) oznacime objem hammingovské koule na #
proménnych s polomérem r.

= Plati

= Pro p = | plati
L
8np(l-p)

kde /1(p) = —plog, p — (1 - p)log,(1 — p) je entropicka
funkce.

. 2]1(‘())11 < V(TZ, ’,) < 2]1(‘0)11 ,
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Pokryvaci kody

Definice 51

Rekneme, Ze C C {0, 1}" je pokryvaci kod (covering code) C
délky n s polomérem r, pokud plati, ze

(Ya €{0,1}") (AB € C) [du(a,B) < 1] .

p = ;- je potom normalizovany pokryvaci polomer C.

Lemma 52

Pro kazdé n > 1 a0 < r < n existuje pokryvaci kéd délky n s
polomérem nejvys r a velikosti

2”
ICl < [” . V(n,r)} !
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Hledani pokryvaciho kodu

Lemma 53
Necht0 < p < £ anecht B(n) = \[np(1 - p)anechtn > 1,
potom:
@ Existuje pokryvaci kod C délky n s polomérem nejvys pn a
velikosti nejvys np(n) - 201,
® Pokryvaci kéd s polomérem nejvys" pn a velikosti nejvys
n2p(n) - 20-"eNn |ze najit v dase O*(23").
© Je-lid > 2 délitel ¢isla n, pak existuje polynom q;(n)
takovy, Ze pokryvaci kod s polomerem nejvys pn a velikosti
nejvys q,(n) - 20710 |ze zkonstruovat v éase nejvys

qd(n> X (2311/01 + 2(141(‘0))71)_
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Derandomizovany algoritmus

Lemma 54 (Dantsin et al. (2002))

Pokud mame deterministicky algoritmus A, ktery fesi
Promise-BaLi-k-SAT v ¢ase O (a"), pak existuje deterministicky

algoritmus B, ktery fesi k-SAT v ¢ase O* ((u%) n) .

n
= Pro k" dostaneme ¢as O* ((%) ) prok =3jdeo
O*(1,5M).
= Pro (k— 1+ ¢)" dostaneme ¢as O* (( — + e)n), pro
k = 3jde o O*(1,334").
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Algoritmy pro obecnou splnitelnost



Pravdépodobnostni algoritmus pro SAT (1. ¢ast)

Algoritmus 7 Algoritmus pro SAT (1. ¢ast)

Vstup: Formule ¢ = C; ACoA---AC,, v KNF na n proménnych. Pocet
klauzuli pavodni formule .
Vystup: Splfujici ohodnoceni ¢, nebo ,nevim®.
1. fori:=1to m do

2: if |C;| > 1+ logm, then

3: D; := klauzule na prvnich 1 + log m literalech z C;.
4 else

5: D; .= C;

6 end if

7: end for

8: Vyre$ k-SAT s k = 1 + log mg a formuli ¢ := A", D;.
> PokraCuje na dalsi strané
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Pravdépodobnostni algoritmus pro SAT (2. ¢ast)

Algoritmus 8 Algoritmus pro SAT (2. ¢ast)

9: if bylo nalezeno splfiujici ohodnoceni ¢ then

10: return nalezené ohodnoceni.

11: else if vS8echny klauzule ¢ maji délku nejvys 1 + log 11, then
12: return ,nevim“.

13: else
14: Vyber uniformné nahodné klauzuli D; velikosti 1 + log 1.
15: B := Caste€né ohodnoceni pfifazujici literdldm v D; nulu.
16: Zavolej rekurzivné algoritmus na ¢[f].
17: end if
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Vlastnosti pravdépodobnostniho algoritmu

Véta 55 (Schuler (2005))

Algoritmus 7 pracuje v polynomialnim ¢ase a pokud je formule
¢ splnitelna KNF, pak algoritmus najde splriujici ohodnoceni s
pravdépodobnosti alespori 2~ (1—1/(1+1og, )

= Je-li formule ¢ s n proménnymi a m klauzulemi splinitelna,
pak Ize splnujici ohodnoceni ¢ najit v oCekavaném Case
O*(Qn(l—l/(lJrlogm)))_

= Pokud plati, Ze m < n° pro néjakou konstantu ¢ > 1, pak
Ize spliujici ohodnoceni najit v o¢ekavaném Case
O*(2r1(171/(1+clogn}))_
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Algoritmy exponencialni v poctu
klauzuli a délce formule



Autarky

Definice 56

Jsou-li ¢ a 1) formule, pak pomoci ¢ =547 1 ozna€ime fakt, ze
¢ je splnitelna, pravé kdyz je splnitelna 1.

Definice 57

Necht ¢ je KNF, B C var(¢) mnozina proménnych. Castedné
ohodnoceni v : B — {0, 1} je autarky, pokud splfiuje kazdou
klauzuli C € ¢, pro kterou plati, Ze B N var(C) # 0.

Lemma 58

Je-li ¢ KNF a v autarky, pak
"pl]copa
= @ =gar @[v].
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Cisté a singuldrni literély

Definice 59
= Literal x je Cisty literal (pure literal), pokud se v ¢
nevyskytuje x (zatimco x se v ¢ vyskytuje).
= Rekneme, e literal x je singularni v KNF ¢, pokud se x
vyskytuje v pravé jedné klauzuli ¢, ale neni to Cisty literal.

= Je-li x Cisty literal, pak ¢aste€né ohodnoceni splfiujici
praveé jen x je autarky.
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Rezoluce

Definice 60

= Rekneme, Ze klauzule C; a C, jsou rezolvovatelné, pokud
maji konflikt v jediné proménné x.
= Jejich rezolventou je klauzule
R(Cl,CQ) = (C1 U Cg) \ {x, x}.
= Je-li ¢ formule, pak posloupnost klauzuli Cy, ..., C, je
rezolucnim odvozenim klauzule C, z ¢, pokud pro kazde
1<i<pbud
= C; € @, nebo
= C; = R(Cj,, Cj,) pro ng€jake indexy ji, j» < i.
= Rezolu¢nimu odvozeni prazdné klauzule z ¢, fikame také
rezolucni zamitnuti ¢ (resolution refutation).

= KNF ¢ je nesplnitelna, pravé kdyz ma rezolu€ni zamitnuti.
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DP rezoluce (Davisova-Putnamova)

Definice 61

Necht ¢ je KNF a x je literal ¢. Oznaéme

(2]
Px
Px

{Ceqpl|{x,x}NnC =0}
{Cep|xeC}
(CeplxeC)

Pak DP rezoluci ¢ nazveme KNF

DPy(p) = ¢oV

U {R(Cy1,Cs) | C1 € @y ACo€ @z AC1NCo = {x}}

= Plati, Ze ¢ =sa1 DP.(¢).
= Je-li x singularni literal, pak |[DP,(¢)| < |¢|.
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Redukcni pravidla

Eliminace jednotkovych klauzuli Obsahuje-li ¢ jednotkovou
klauzuli a (kde « je literdl), pak ¢ =sat @la = 1].

Eliminace Cistych literald Je-li x Cisty literal ve formuli ¢, pak
¢ =sar @[x :=1]

Subsumpce Pokud ¢ obsahuje klauzule C a D, kde C € D,
pak ¢ =sar ¢ \ {D}.

Rezoluce se subsumpci Pokud ¢ obsahuje klauzule C a D,
kde R(C,D) € D, potom
¢ =sar (¢ \ {D}) U{R(C, D)}

Eliminace proménné rezoluci Je-li 2 proménna ¢, pak
¢ =sat DPo(@).

126/160



Blokované klauzule

Definice 62
= Klauzule C je blokovana vzhledem K literalu 2 a formuli ¢,
pokud z € C a pro kazdou klauzuli D, kde a € D, plati, Ze
(DNC)\{a} #0.
= Pomoci y, ozna¢ime ¢aste¢né ohodnoceni, pro které plati,
ze y,(x) = 1 pro literdl x, préavé kdyz x = a nebo (x vV 7) je
blokovana v ¢ vzhledemk 4.

= Je-li C blokovana v ¢ vzhledem k literalu a, pak
@ =sar @ \ {C} =sar ¢ U {C}.

= Je-li a literal p, pak ¢ je spinitelnd, prave kdyZ jedna z
@pla = 0] a @y, je splnitelnd.
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Princip Cernobilych literalu

= Necht P je binarni relace mezi literdly a formulemi takova,
ze pro kazdy literal v plati =P (v, @) vV =P (7, ¢).

= Pfedpokladejme, Ze pro kazdou klauzuli C € ¢ plati, Zze
obsahuje-li literdl w splfujici P(w, ¢), pak také obsahuje
literal b spliujici P(b, ).

= Oznaéme « ¢astecné ohodnoceni splfiujici pravé literdly z
mnoziny {v | P(0, ¢)}.

Lemma 64
Plat/'(p =SAT go[a]
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Znaceni velikosti klauzuli a po&tu vyskytul literald

i-klauzule obsahuje prave i literald.
(1, 7)-literal se ve formuli vyskytuje i-krat pozitivné a j-krat
negativné.
(it,j7)-literél se ve formuli vyskytuje alespon i-krat pozitivné a
nejvys$ j-krat negativné.
Dalsi kombinace jsou analogické.

= Pomoci ©(dy,ds, ..., d;) oznaime feSeni rekurentni
rovnice s vétvicim vektorem (dy, ds, ..., d;). Jde tedy o
kofen odpovidajiciho charakteristického polynomu.
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Algoritmus exponencialni v pocCtu klauzuli

Algoritmus 9 REDUCE-K

Vstup: Formule ¢ v KNF.
Vystup: Zredukovana formule v KNF.
1: while Nékteré z nasledujicich redukci Ize provést do

2: Eliminace jednotkovych klauzuli. Je-li 2 jednotkova klau-
zule ¢, poloz ¢ := ¢[a :=1].
3 Princip ¢ernobilych literald. Pokud kazda klauzule C € ¢,

ktera obsahuje (2, 37 )-literdl, obsahuje téz (3", 2)-literdl, pak
¢ = @la], kde a je ¢astecné ohodnoceni splfiujici pravé
(37, 2)-literaly.

4: Eliminace proménné rezoluci. Vyber literal a takovy, Ze a
nebo 7 se vyskytuje v o a A = |[p| — |[DP,(¢)| je maximal-
ni. Pokud je takovych literal( vic, vyber takovy, jehoz pocet
vyskytd je minimalni. Pokud A > 0, pak poloZ ¢ := DP,(¢).

5. end while
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Rozdéleni na podpfipady (1. ¢ast)

Algoritmus 10 SPLIT-K (1. ¢ast)

Vstup: Formule ¢ v KNF.
Vystup: Pokud je ¢ splnitelnd, tak TRUE, jinak FALSE.
1: Prazdna formule. Pokud ¢ = 0, vrat TRUE.
2: Prazdna klauzule. Pokud 0 € ¢, vraf FALSE.
3: Dva podpfipady. Pro kazdy literdl o z ¢ zkonstruuj formule

@1 = REDUCE-K(¢[a :=1])
@2 = REDUCE-K(p[a :=0]).
Pokud pro néjaky literal spliiuje, ze t(|¢|— @], || —|p2]) <

7(6,7,6,7), zavolej rekurzivné funkci SPLIT-K na ¢, a ¢o.
> PokraCuje na dalsi strané
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Rozdéleni na podpfipady (2. ¢ast)

Algoritmus 11 SPLIT-K (2. ¢ast)
4: Vyber literdl a, ktery se vyskytuje v ¢. Pro kazdé dva literaly
b ac, kde b se vyskytuje v p[a := 1] a c se vyskytuje v ¢[a :=
0], zkonstruuj formule

p11 = REDUCE-K(pa:=1,b:=1])
P12 = REDUCE-K(p[a:=1,b:=0])
@21 = REDUCE-K(¢[a :=0,c:=1])
P22 = REDUCE-K(p[a :=0,c:=0]).

Pokud pro néjaké literdly b a c plati, ze 7(|¢| — [p11], @] —
P12l lpl = lpa1l, lpl = lp22l) < 7(6,7,6,7), rozvétvi se na
pfipady @11, P12, P21, P2o.
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Odhad slozitosti SPLIT-K

Véta 65 (Hirsch (2000))

Algoritmus dany volanim SPLIT-K(REDUCE-K(¢)) pracuje
korektné a vyZaduje &as O*(7(6,7,6,7)\¢! = O*(20308971¢l),
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Algoritmus exponencialni v délce formule

= Pomoci ||¢|| oznaCime celkovou délku formule (soucet
délek klauzuli).
= Pomoci REDUCE-L(¢) ozna¢ime redukéni proceduru,
ktera provadi:
@ Eliminaci jednotkovych klauzuli.
® Eliminaci subsumpce.
® Eliminaci blokovanych klauzuli.
@ Rezoluci se subsumpci.
® Eliminaci proménné rezoluci (jako v REDUCE-K).
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SPLIT-L

Algoritmus 12 SPLIT-L

Vstup: Formule ¢ v KNF.
Vystup: Pokud je ¢ splnitelnd, tak TRUE, jinak FALSE.
1: Prazdna formule. Pokud ¢ = 0, vrat TRUE.
2: Prazdna klauzule. Pokud 0 € ¢, vrat FALSE.
3: Formule bez binarnich klauzuli. Pokud ¢ neobsahuje klau-
zule délky 2, pouzij SPLIT-K(REDUCE-K(¢)).
4: Dva podpfipady. Pro kazdy literal @ z ¢ zkonstruuj formule

@1 = REDUCE-L(¢][y,])
¢» = REDUCE-L(¢a :=0]).

Pokud pro néjaky literal splfiuje, ze t(|[¢|| — [lp1ll, [l@ll —
llpall) < 7(5,17), zavolej rekurzivné funkci SPLIT-L na ¢; a

P2-
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Odhad slozitosti SPLIT-L

Véta 66 (Hirsch (2000))

Algoritmus dany volanim SPLIT-L(REDUCE-L(¢p)) pracuje
korektné a vyZaduje éas O*(1(6,7,6,7)1911/3) = 0= (20:102991l¢ll),
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MaxSAT



MAXxSAT

Instance Booleovska formule ¢ v KNF s 1
proménnymi a m klauzulemi.

Cil Najit ohodnoceni proménnych «, které
maximalizuje pocet spinénych klauzuli ve
formuli ¢.

Max2SAT vstupem je 2-KNF.

WEeIGHTED MAXSAT kazda klauzule ma pfifazenou vahu,
maximalizujeme soucet vah spinénych klauzuli.
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Aproximace

Aproximacéni algoritmy
= Pro MAXSAT s faktorem 0,7584 (Goemans and Williamson,
1995).
= Pro MAax3SAT s faktorem § (Karloff and Zwick, 1997)
(3 =0,875).
= Pro Max2SAT s faktorem 0,878 (Goemans and Williamson,
1994).
Neaproximovatelnost
= Max3SAT nelze aproximovat s faktorem (§ + e) pro
jakékoli ¢ > 0 (Hastad, 2001).

= MAx2SAT nelze aproximovat s faktorem lep$im nez 3 + ¢
pro jakékoli ¢ > 0 (Hastad, 2001).
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MozZné parametrizace MAXSAT

n pocet proménnych.

m pocet klauzuli.

¢ délka formule.

k pocet splnénych klauzuli.
k — % pocCet spInénych klauzuli nad /2.
m — k pocet nesplnénych klauzuli.
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Varianty a parametry MAXSAT

Slozitost Zdroj

k 0*(1,3695%) Chen and Kanj (2004)

K =m—k | O155km?) Razgon and O’Sullivan (2009)

K'=k-12 | O(+k?1,618%) | Mahajan and Raman (1999)

m 0*(1,3247™) Chen and Kanj (2004)

4 0*(1,105729%) Bansal and Raman (1999)
Max2SAT

m O*(1,1487™) Gramm et al. (2003)

¢ 0*(1,0718%) Gramm et al. (2003)
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Algoritmus pro WEIGHTED MAX2SAT

= Uvazujeme kladné celociselné vahy klauzuli.

= Cilem je najit takové ohodnoceni, které maximalizuje
soucet vah splnénych klauzuli.

= Algoritmus konstruuje strom prohledavani, kde v listech
jsou formule jen s jednotkovymi klauzulemi.

= Jednotkové klauzule jsou proto nepodstatné.
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Znaceni

(w,C) klauzule C s vahou w > 0.

(w, T) specidlni vazena klauzule, kterd je vzdy splnéna.
OptVal(@) optimalni hodnota pro formuli ¢.
)
)

(
Ks(¢) soucet vah klauzuli délky 2 ve formuli ¢.
k

#z( soucCet vah klauzuli délky k, v nichZ se vyskytuje

literal /.

#; soucet vah v8ech klauzuli, v nichz se vyskytuje
literal /.

Vaha proménné x soucet vah klauzuli délky 2, v nichz se
vyskytuje proménna x.
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Operace s vazenymi formulemi

= Necht ¢, 1 jsou dvé vazené formule, ! je literal.
= Pro ucely nasledujicich definic uvazujeme (0, C) € ¢ pro
kazdou klauzuli C.

<p+ ={(w1 + w2,C) | (w1,C) € p & (w2,C) € Y & w1 + w2 > 0}
lp (a)1 w2, )l(a)l,C)EQD&(C()Q,C>EI/J&O)1—CL)2>O}

1 ={(0,C) | (w,C) € p&l,l¢C}
+{(mC\{})|leC&|C|>1}

’

+13(w,T) | w= Z w

(0,C)ep
leC

144/160



Eliminace Cistych literald

= Pokud je a Cisty literal v KNF ¢, pak

OptVal(¢) = OptVal(g]a]).

= Pravidlo T provede nahradu

¢ < pla].
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Eliminace jednotkovych klauzuli

= Ptedpokladejme, Ze ve formuli ¢ jsou dvé jednotkové
klauzule (w1, a) a (w2, a) (kde a je literal).
= Pravidlo T.., provede ,anihilaci® téchto klauzuli nahradou

¢ — (¢ —{(w,a),(w,a)})+ (v, T),

kde w = min(w;, wo).
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Rezoluce vazenych klauzuli

Jsou-li C = (wy, (11 V1) aD = (wy, (I, VI3)) dvé vazené
klauzule, pak jejich rezolventu definujeme nasledujicim
zpUsobem.

= Pokud I, # I3, pak
R(C, D) = (max(a)l, 0)2), T), (min(a)l, a)g), (12 \Y% lg))
= Pokud /, = 3, pak

R(C,D) = (0)1 + a)Q,T).

147/160



Eliminace pomoci rezoluce

Pokud ¢ obsahuje dvé klauzule C = (wy, (v A l1)) a
D = (wsy, (v A ly)), kde v je proménnd, jez se nevyskytuje v
jinych klauzulich ¢, pak

OptVal(¢p) = OptVal ((¢ — {C,D}) + R(C, D)) .
Pravidlo Tpp provede nahradu

¢ < (¢ —{C,D}) +R(C, D)
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Dominujici jednotkové klauzule

Je-li I literal a ¢ formule, kde #"

> #7, pak
OptVal(¢) = OptVal(g[l]).
Pravidlo T4.m provede nahradu

¢ < ol[l].
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Eliminace malych uzavienych podformuli

Uzaviena podformule formule ¢ je podformule i C o, jejiz
proménné se ve ¢ mimo ¢ nevyskytuiji.
Mala uzaviena podformule ma malo proménnych, napfiklad 12.

Je-li i) C ¢ mala uzaviena podformule formule ¢, pak hodnotu
OptVal(¢) 1ze najit hrubou silou. Plati

OptValue(¢) = OptValue(¢ — 1) + OptValue(1).
Pravidlo T, provede ndhradu

¢ <« (¢ — ) + (OptValue(¢), T).

150/160



Eliminace vzacnych proménnych

Necht ¢ je 2-KNF a « je literdl, ktery splfiuje

#2 = 2,4 =4l =0, a8l = 1.

a

Pravidlo T.,.. provede nahradu ¢ « ¢’, kde ¢’ vznikne z ¢
nasledujicim zptsobem:

= Necht (w, (a Vv b)) je binarni klauzule obsahujici a.

= Ve ¢’ nahradime tuto klauzuli klauzuli (v, T), navic

= nahradime vSechny vyskyty literalu a literalem ba

= v8echny vyskyty literalu @ nahradime literalem b.
Pak OptValue(¢) = OptValue(¢’).
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Algoritmus pro MAx2SAT

Algoritmus 13 Algoritmus pro Max2SAT
Vstup: Véazena 2-KNF ¢.
Vystup: OptVal(p).
Opakuj pouZziti pravidel Tpure, Tann, Tor, Tdom, Tsmatl, Trare Na for-
muli ¢ dokud je to mozné.
1 if o = (w, T) then
return o
else if ¢ = {1 A Y, pro disjunktni uzavfené formule ¢, ¢» then
P¥idej dvé nové proménné u, v
return OptVal(y; + (1, (uV0)))+OptVal(ys+ (1, (uVv)))—2
else if ¢ obsahuje proménnou v s vahou alespori 5 then
return max(OptVal(¢([v]), OptVal(p[v]))
else if vSechny proménné v ¢ maji vahu 4 then
Vyber libovolnou proménnou v.
return max(OptVal(p[v]), OptVal(p[0]))

—_

STV NaR WD

—_
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Algoritmus pro MAx2SAT (2. ¢ast)

12:
13:

14:
15:
16:

17:
18:

else if ¢ obsahuje proménné s vahami 3 nebo 4 then

Vyber proménnou v, pro kterou plati, Ze po vhodné
transformaci ¢[v]| a ¢[v] vzniknou formule i, a 5, kde
Ko(p) = Ks(¢;) = 5 proi = 1,2 a navic obé& obsahuji
proménnou s vahou nejvys 3.

return max(OptVal(y;), OptVal(ys))
else

Vyber proménnou v, pro kterou plati, Ze po vhodné
transformaci ¢[v| a ¢[v] vzniknou formule 1, a 5, kde
Ka(p) = Ka(¢;) 2 5proi =1,2.

return max(OptVal(y;), OptVal(ya))
end if

153/160



Vlastnosti algoritmu

Véta 67 (Gramm et al. (2003))

Necht ¢ je vdZend 2-KNF. Potom algoritmus 13 ur¢i hodnotu
OptVal(¢) v éase poly(|¢|) - 2K(#)/5,

Dulsledek 68 (Gramm et al. (2003))

Necht ¢ je nevdZzend 2-KNF. Potom algoritmus 13 uréi hodnotu
OptVal(¢) v éase poly(|¢|) - 2!l#11/10,
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