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1. Predmluva

Povidani o datovych strukturach jsem chtél napsat jiz diive. Vzhledem k malému poctu posluchaci
prednasek o dynamickych datovych strukturach a rychlému rozvoji oboru jsem od psani skript o dyna-
mickych datovych strukturach opustil. Nyni je obor pomérné stabilizovan. Cviceni k pfednasce algoritmy
a datové struktury bylo rozhodujicim podnétem.

Povidani o datovych strukturdch je mnohem efektivnéjsi v kontextu algoritmii. V tomto se obsah
povidani bude prolinat s obsahem skript ,,Uvod do sloZitosti a NP-tiplnosti“. Zavéreéné kapitoly budou
vénovany dynamickym datovych strukturdm. Toto povidani nejsou skripta k ,,Algoritmim a datovym
strukturam®, ackoli se tématicky s obsahem pfednasky velice prekryvaji. Ctenaf si brzy vsimne, ze
v textu jsou ,implementacéni detaily“ uvadény vyjimecns. Uroveii abstrakce nad témito detaily je v tomto
povidani vyssi nez obvykle. Obavam se proto, Ze povidani je tfeba brat spise jako rozcestnik k detailnéjsim
popistm nacrtnutych datovych struktur.



2. Uvod

Datové struktury jsou ¢asto popisovany zpusobem pripominajicim biologii. Stromy maji takovyto
tvar, listy maji takovouto barvu .. .. Mzeme je péstovat tak, Ze vlozime list na nalezené misto, pfipadné
mizeme list utrhnout. Nefikam, Ze je to Spatné, meéli bychom ziskat i tyto informace, ale dle mého nazoru
je potreba védét predevsim, k ¢emu se dana datova strukruta hodi.

Dobry programator nepracuje tak, ze se rozhodne pouzit danou datovou strukturu a pak zacne
zjistovat, k Gemu se hodi. Programator fesi n&jaky problém, ma pro néj abstraktni algoritmy (popsané
matematicky) a snazi se zvolit vhodnou reprezentaci pro matematické objekty v algoritmech. To jakou
reprezentaci (datovou strukturu) programator zvoli zavisi od toho, jaké operace s danym matematickym
objektem v algoritmech provadime.

Také zavisi od toho, zda zpracovdvand data jsou kratkodobého charakteru (kratky jednordzovy
vypocet) nebo dlouhodobého (databédze klient spolecnosti). V prvnim piipadé nejrychlejsi algoritmy,
pracuji v ¢ase imérném velikosti zpracovavanych dat, datové struktury vytvarime docasné v kratkodobé
paméti a na konci vypoctu je promazeme. Ve druhém pripadé naopak postupné budujeme dlouhodobé
data(bdzi) v dlouhodobé paméti (napf. diskovéa pole) a pravidelné pouzivané algoritmy budou Dotazy
zjistujici informace tykajici se pouze malé ¢asti databaze. Cas nejrychlejsi odpovédi miize byt tmérny
velikosti odpovédi. Nové definované Dotazy nad takovouto databéazi mohou probihat v ¢ase timérném
velikosti celé databéaze.
prvek do databaze ¢i prepisujici stary resp. navracejici dfive vlozeny prvek ¢i informaci, ze v data-
bazi pozadovany prvek neni. Abychom mohli jednozna¢né identifikovat prvek v databézi, typicky ma
jednoznac¢ny ,klic“. Kli¢ je urcen volajicim algoritmem a predédn operaci Write jako jeden z parame-
tri. Druhym parametrem je informace, kterd ma byt pod timto klicem dostupna. Read pak dostane
jako parametr kli¢ a vrati prislusnou hodnotu. Operace Delete, odstranujici prvek z databaze, jiz neni
nepostradatelna. Dotazy v pripadé databazi vétsinou identifikuji pozadovana data nikoli dle klice, ale
predevsim dle obsahu. Hodnoty téchto identifikujicich polozek jiz mohou byt v databédzi zastoupeny vi-
cekrat. Pokud vnéjsi pravidlo garantuje neopakovatelnost identifikujici polozky, mizeme danou polozku
vnimat jako ,sekundarni kli¢“, pfi poruseni jednoznacnosti sekundarniho klice pak databaze bude hla-
sit chybu. Pro vicenasobné zastoupené identifikujici polozky je pfirozené popuzivat Intervalové dotazy.
Tyto Dotazy vraceji vSechny zéznamy (¢i klice zdznamt) kde identifikujici polozka je v uvedeném roz-
sahu hodnot. Tento rozsah nemusi byt jedna hodnota, ale interval hodnot daného linearniho usporadani
hodnot.

Ja se pomérné ziidka setkdvam s databazemi, kde by kromé Intervalovych dotazii a operaci Read
byly potfeba jiné Dotazy na data. Presto vyzkum databazi tohoto druhu stoji za pozornost viz ,,Dyna-
mické datové struktury“. Prikladem uziti takovychto databazi mtze byt vyhledavani spojeni v jizdnich
fadech ¢i v mapach.

Tytéz pozadavky na datové struktury jsou ¢asto kladeny i u jednorazovych vypocti, tam ale vétsinou
neocekdvame tak rozsahlad data. V takovém pfipadé nemuseji byt zptisoby uloZeni dat a price s nimi
optimalizovény pro blokovy (diskovy) pFistup. Mnohem ¢astéji jsou pouzivany operace Delete a operace
spojujici reprezentované mnoziny.

Jednou z nejrozsifenéjsich metod vypoctu je ,Hladovy algoritmus“. Ten pracuje tak, ze definuje
néjaké usporadani, udrzuje mnozinu prvkid, které maji byt zpracovany. Postupné vidy vybere mini-
malni prvek v daném uspotfadani, provede s timto prvkem pozadované akce a oznaci tento prvek za jiz
zpracovany. Pozadované akce Casto zarazuji dalsi prvky do mnoziny pro zpracovani, mnohdy zac¢indme
s jednoprvkovou mnozinou. Hladovy algoritmus pro svoji implementaci vyzaduje operace Init, Insert,
FindMin, DeleteMin, Destroy. Init pfedpfipravi danou mnozinu prvka pro zpracovani, Insert vlozi
hodnotou v usporddani a (ukazatel na) reprezentovany prvek, FindMin vrati (ukazatel na) prvek ke
zpracovani s minimélni hodnotou v usporddani, DeleteMin odstrani (ukazatel na) minimalni prvek
z mnoziny prvki ke zpracovéni, Destroy odstrani mnozinu prvki (¢ ukazatelt na prvky) pro zpra-
covani z paméti. Hladovy algoritmus mutze mit varianty, kdy vznikne nékolik mnozin ke zpracovani a
ty jsou v pribéhu prace sjednoceny. K tomu se hodi operace Meld spojujici mnoziny prvki (¢ ukaza-
teltl na prvky) pro zpracovani. Nékteré varianty hladového algoritmu mohou zmensovat hodnoty prvki
které jiz byly urceny pro zpracovani. K tomu se hodi operace Decrement, ktera snizi hodnotu uréeného
prvku. Decrement je operace vyzadujici ur¢it prvek, jehoz hodnota ma byt snizena, proto pfi pouzivani
funkce Decrement musi volajici algoritmus dostat od operaci Init, Insert zpét klice (ukazatele) urcené
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k identifikaci. Obdobny problém by néas ¢ekal pii implementaci operace Delete, kterd by se mohla hodit
k odstranéni libovolného prvku z mnoziny urcené ke zpracovani.

Pii zpracovavani texti je casto potfeba efektivné vyhledavat uréité klicova (pod)slova (kompilatory,
dolovace dat). Pro takovéto aplikace hraje rozklad textu na pismena abecedy zasadni vyznam a mize
byt rozhodujici pfi volbé datovych struktur. Také je t¥eba zvazit, jak moc bude v prubéhu zpracovani
meénéna mnozina vyhledavanych slov.

Neékdy nas zajimé celkovy ¢as prace datové struktury, jindy optimalizujeme ¢as nejpomalejsi operace
(zdravotnictvi). V pfipadé, kdy nas zajimé celkovy ¢as, je dilezité zjistit, jak ¢asto budou vykonavany
jednotlivé operace.

Piiklad 1: Mdme vyhodnotit shodu dvou posloupnosti celych ¢isel (od 0 do K) stejné délky N
pravidly hry logik:

Jednorazovy algoritmus, proto nas bude zajimat celkovy ¢as. Potfebujeme spocitat pocet shod na
stejnych pozicich a k tomu potifebujeme projit soucasné obé posloupnosti a hodnoty se stejnymi indexy
porovnat (rychleji nez O(N) to nepijde). Déle potfebujeme spoéitat pocet shod na nespravnych pozi-
cich (spocteme nezdvisle na spréavnosti pozice a ode¢teme pocet shod se shodou polohy). Potfebujeme
porovnat dvé ,mnoziny s ¢etnosti“. K tomu nam staci operace Write a Read, kde klicem budou ¢isla
posloupnosti a ulozend hodnota bude o kolik vic hodnot daného klice bylo dosud evidovano v prvni
posloupnosi nez v druhé. Nejprve projdeme prvni posloupnost a provedeme N dvojic Read, Write.
Pak projdeme druhou posloupnost a opét provedeme N krat Read (a v pfipadé nalezeni nenulové hod-
noty zaznamendme shodu a hodnotu snizime pomoci Write). Celkem provedeme O(N) operaci Read a
Write. Pfi optimalni implementaci s o¢ekdvanymi ¢asy O(1) na jednotlivé operace ziskavdme algoritmus
pracujici v ofekdvaném ¢ase O(N) (viz kapitola ,Reprezentace mnoziny*).

Priklad 2: Mame nalézt nejlacinéjsi cestu z bodu s do bodu t v nezadporné ohodnoceném grafu s N
vrcholy a M hranami:

Budeme postupovat hladovym algoritmem. Prvky ke zpracovani budou ty, do nichz zname néjakou
cestu z s. Hodnota prvku bude cena nejlacinéjsi cesty tvorené dosud zpracovanymi vrcholy a jedinou dalsi
hranou (i tuto hranu mfizeme s prvkem evidovat). Algoritmus za¢ne vloZzenim (Insert) vSech sousedt vr-
cholu s do struktury, pak v cyklu vzdy nalezne (FindMin) a odstrani minimum m (DeleteMin) a pfidd
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sousedy vrcholu m, které dosud nebyly uréeny ke zpracovani (Insert) a snizi hodnotu (Decrement) téch
sousedi, ktefi jiz byli urceni ke zpracovani, ale cesta ptes vrchol m je lacinéjsi nez dosud evidovana cesta.
Cyklus konéi ve chvili, kdy FindMin vraci hodnotu m = ¢. Pak jiz pouze uvolnime pamét (Destroy).
Abychom mohli provadét Decrement a testovat, zda dany vrchol jiz je uréen ke zpracovani ¢i jiz neni
ur¢en ke zpracovani, potfebujeme pro kazdy vrchol evidovat stav ,nebyl a neni“/ je*/,byl* urcen ke
zpracovani a kli¢(pointer) do struktury pro ty které jsou uréeny ke zpracovani. Tuto evidenci zvladame
vy§ N — 1 € O(N) operaci Insert, nejvys N — 1 € O(N) operaci FindMin a DeleteMin a nejvys
M — N € O(M) operaci Decrement a jednu operaci Destroy. Pfi optiméln{ implementaci dostévame

¢asy O(Nlog N + M) (viz kapitola ,,HTa)dové algoritmy*).

Priklad 3: Mame zjistit, zda v daném neorientovaném stromé z N vrcholi ohodnoceném celymi
Cisly od 0 do K existuje dvojice vrcholt se vzdalenosti pravé d:

Strom budeme prochazet prohledavanim do hloubky. Pfi navratu z podstromu pod vrcholem z
vratime mnozinu M, obsahujici vSechny vzdélenosti (sta¢i hodnoty nejvys d) od vrcholu z, pfipadné po-
tvrzeni, Ze v podstromu existuje hledana dvojice vrcholt. Pokud dosud neni zndma odpovéd, pak synové
z; vrcholu z postupné vraceji mnoziny M, a na zadkladé nich vytvarime M,. Mnozinu M, inicializujeme
na {0} (vzdalenost x od sebe sama), pak pfiddme celou mnozinu M,, s hodnotami zvétSenymi o vzdale-
nost d(x,x1) mezi x a x1. Obdobné budeme pfiddvat mnoziny M,, zvétSené o vzdélenost d(x,x;) mezi
r a ;. Vzdy pred pfiddnim mnoziny M,, musime zkontrolovat, zda neexistuje m,, € M,, a m, € M,
tak, ze m, +m,, =d —d(z,z;) (v takovém pfipadé by odpovéd byla ,existuje“).

Jaké operace providime s mnozinami M,? Inicializujeme mnozinu na {0}, sjednocujeme dvojici
mnozin, kde hodnoty v jedné z nich zvétSujeme o stejnou hodnotu h, a testujeme zda je mozno nalézt
po jednom zastupci z dvou danych mnozin tak, aby soucet hodnot téchto zastupct byl dané ¢islo c.

Nenapadé mne jind moznost jak provést uvedeny test jinak nez probrat postupné hodnoty m prvki
jedné z mnozin a otestovat zda v druhé mnoziné existuje prvek s hodnotou ¢ —m. Budu-li probirat prvky
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mensi mnoziny, provedu tolik testil, jak je velkd mensi mnozina. V takové implementaci potiebuji znéat
velikosti mnozin (Size) M, (potfebuji védét, kterd je mensi, pfinejmensim tehdy, kdy je jedna vyrazné
vétsi), umét rychle otestovat, zda dand hodnota je v mnoziné M, (Read) a dédle musim umét rychle
vracet prvky mnoziny M, (List) (sta¢i pro mensi z dvojice mnozin). Sjednoceni dvojice mnozin mizeme
provést vloZenim (Write) kazdého prvku mensi mnoziny do mnoZiny vétsi. V takovém piipadé budeme
muset umét do M, pridat libovolny prvek. V pfipadé, Zze mensi z mnozin byla ta, jejiz hodnoty maji
byt o h zvétSeny, zvétsime vkladané hodnoty. V opa¢ném pripadé, pokud budeme vkladat hodnoty o h
zmensSené, dostaneme mnozinu, jejiz vSechny hodnoty jsou o h mensi nez by mély byt. Tento posun celé
mnoziny muzeme brat v avahu, kdykoli pfistupujeme k prvku mnoziny, zpomali se tim prace s mnozinou
pouze o konstantu.

Pro celkovy Cas algoritmu je dilezité védét, soucet pies jednotlivé vrcholy, kolikrat byl vrchol v mensi
z mnozin M, . Pokazdé, kdyz byl vrchol v mens$i z mnozin M,, pak mnozina vznikla sjednocenim ale-
spon zdvojnasobila velikost. Proto kazdy vrchol mize byt v mensi mnoziné nejvys log N krat. Soucet
pies vSechny vrcholy pak dévéd nejvys N log N. Pocet vlozeni prvku (Write), testu existence hodnoty
(Read) a soucet velikosti mensich mnozin je tedy N log N. Oc¢ekdvany Gas pii optimalné zvolené datové
struktufe je O(N log V). Dobra implementace ale skryva drobnou komplikaci, abychom nedoséhli veliké
multiplikativni konstanty nevhodnou inicializaci struktury pro M,, je vhodné pfi inicializaci znat jeji
o¢ekavanou cilovou velikost. Spocitat tyto velikosti je mozno pfipravnym prichodem stromu do hloubky.
PTi tomto pruchodu je uzitecné precislovat syny kazdého vrcholu z tak, aby byl x; vrchol s nejvétsim
podstromem (zvlddneme v éase O(N)).

S hodnotami v mnozindch M, miZeme uchovéavat i vrcholy, v nichZ je hodnota nabyvéana, takze
vysledkem v p¥ipadé existujici dvojice miZe byt nalezena dvojice (viz kapitoly ,Reprezentace mnoziny*,
yProhledavani“).

Priklad 4: Mame zjistit, zda v daném neorientovaném stromé z N vrcholi ohodnoceném celymi
¢isly od 0 do K existuje dvojice vrcholt se vzdalenosti mezi d; a dy (v (d1,da)):

Oznac¢me £ = dg — dy + 1 délku intervalu vyhovujicich hodnot. Obdobné jako v pfedchozim piikladu
budeme strom prochazet prohledavanim do hloubky. Pfi navratu z podstromu pod vrcholem z vratime
mnozinu M, obsahujici vSechny vzdélenosti (sta¢i hodnoty nejvys ds) od vrcholu z, pfipadné potvrzeni,
7e v podstromu existuje hledand dvojice vrcholt. Pokud dosud neni zndma odpovéd, pak synové x;
vrcholu ¢ postupné vraceji mnoziny M,, a na zékladé nich vytvaiime M,. Mnozinu M, inicializujeme na
{0} (vzdélenost z od sebe sama), pak pfiddme celou mnozinu M, s hodnotami zvétSenymi o vzdalenost
d(z,z1) mezi x a z1. Obdobné budeme pfidavat mnoziny M,, zvétSené o vzdalenost d(z,z;) mezi z a
z;. Vzdy pfed pridanim mnoziny M,, musime zkontrolovat, zda neexistuje m,, € M, a m, € M, tak,
ze My +my, € (dy —d(z,z;),dy + — d(z,x;)) (v takovém piipadé by odpovéd byla ,existuje).

Jaké operace provadime s mnozinami M,? Inicializujeme mnozinu na {0}, sjednocujeme dvojici
mnozin, kde hodnoty v jedné z nich zvétsujeme o stejnou hodnotu A a testujeme zda je mozno nalézt po
jednom zastupci z dvou danych mnozin tak aby soucet hodnot téchto zastupci byl v daném intervalu
<Cl, c1 + Z)

Uvedeny test je dotaz zda sjednoceni intervalii (¢; — m,c; + £ — m) pro hodnoty prvka z jedné
mnoziny protind hodnoty prvkid druhé mmnoziny. Pokud se m od m' 1lisi o nejvys ¢, pak sjednocenim
jejich intervalu je jediny interval. Misto prvkt miZzeme reprezentovat intervaly, ¢imz v nejhor$im pfi-
padé (disjunktni intervaly) velikost reprezentace zdvojnasobime. Na prvni pohled se zd4 Ze nejvhodnéjsi
je pouziti datové struktury umoznujici dotazy na prinik libovolnych intervalt, ale to bychom doséahli
casu O(N log® N/loglog N)) (odhad ziskan feSenim netrivialni rekurence). Ve skutecnosti nam ale staéi
pruniky intervali délky £. VSe miuzZeme TeSit obdobné jako predchozi priklad s tim, Ze do struktury
ukladdme (pro néjaké pevné o) vrchol s kli¢em |(d — 0)/¢]. Z divodu nutnosti Feseni ,zaokrouhlovacich
chyb“ musime evidovat pro dany interval hodnot délky ¢ jak nejmensi, tak nejvétsi hodnotu (sjednoceni
intervali).

Budu-li probirat intervaly mensi mnoziny, provedu tolik testi, jak je velkd mensi mnozina. Pro
kazdou hodnotu m mensi mnoziny testuji, zda existuje m’ tak aby ¢; < m +m’ < ¢; + £ neboli (¢; —
m— o)/t < (m' —o0)/t <1+ (c1 —m —o0)/¢, tedy prfipadaji do Gvahy pouze nejvétsi hodnota pod
klicem |(c; —m — 0)/£] a nejmensi hodnota pod klicem 1+ |(¢; —m — 0)/£] (pokud tyto hodnoty nelezi
v pozadovaném intervalu, nebudou tam lezet ani hodnoty ostatni). Zbytek analyzy jiz kopiruje analyzu
pitkladu 3. V takové implementaci potiebuji znét velikosti mnozin (Size) M, (potfebuji védét, ktera je
mens{ pfinejmensim tehdy, kdy je jedna vyrazné vétsi), umét rychle nalézt nejmensi i nejvétsi hodnotu s
danym klicem v mnoziné M, (Read) a dale musim umét rychle vracet prvky mnoziny M, (List) (staci
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pro mensi z dvojice mnozin). Sjednoceni dvojice mnozin mtzeme provést vlozenim (Write) kazdého
prvku mensi mnoziny do mnoziny vétsi. V takovém piipadé budeme muset umét do M, pridat libovolny
prvek. V pfipadé, ze mensi z mnozin byla ta, jejiz hodnoty maji byt o h zvétSeny, zvétsime vkladané
hodnoty. V opa¢ném piipadé, pokud budeme vklddat hodnoty o h zmensené, dostaneme mnozinu, jejiz
vSechny hodnoty jsou o h mensi nez by mély byt. Tento posun celé mnoziny muzeme brat v tvahu,
kdykoli pfistupujeme k prvku mnoziny, zpomali se tim prace s mnozinou pouze o konstantu.

Pro celkovy ¢as algoritmu je dilezité védét, soucet pres jednotlivé vrcholy, kolikrat byl vrchol v mensi
z mnozin M, . Pokazdé, kdyz byl vrchol v mensi z mnozin M, , pak mnozina vznikla sjednocenim alespon
zdvojnasobila velikost. Proto kazdy vrchol muze byt v mensi mnoziné nejvys log N krat. Soucet pres
vSechny vrcholy pak dava nejvys N log N. Pocet vlozeni prvku, testu priniku (nélezeni nejvétsiho ¢i
nejmensiho prvku s danym klicem do intervalu) a soucet velikosti mensich mnozin je tedy N logN.
Ocekavany ¢as pfi optimalné zvolené datové struktuie je O(N log N), dobra implementace ale skryva
drobnou komplikaci, abychom nedosahli veliké multiplikativni konstanty nevhodnou inicializaci struktury
pro M,, je vhodné pii inicializaci znat jeji ocekavanou cilovou velikost. Spocitat tyto velikosti je mozno
pfipravnym priuchodem stromu do hloubky. Pfi tomto priichodu je uzitecné precislovat syny kazdého
vrcholu z tak, aby byl z1 vrchol s nejvétsim podstromem (zvlddneme v ¢ase O(N)).

S hodnotami v mnozinach M, mutzeme uchovavat i vrcholy, v nichz je hodnota nabyvana, takze
vysledkem v pripad€ existujici dvojice muze byt nalezena dvojice. Pro pohodlnéjsi vypocet kli¢t mizeme
misto | (d—o0)/£] pouzivat naptiklad | (d—o0)/2¥ | takové, ze 2% < £ < 2F+1.V takovém piipadé ale budeme
muset obcas testovat 3 klice (viz kapitoly ,Reprezentace mnoziny“, ,Prohleddvani“, ,Rekurence®).

Priklad 5: Mame dén neorientovany strom z N vrcholi ohodnoceny celymi ¢isly od 0 do K. Budou
nam pokladany dotazy, zda existuje dvojice vrcholt se vzdalenosti mezi di a db (v (di,d5)):

Priklad je velmi podobny ptfedchozi dvojici ptikladd. Lisi se ale tim, Ze cilem je vytvorit datovou
strukturu (pokud mozno co nejrychleji), kterd pak bude efektivné odpovidat na specifikovany typ dotazi.
Dotazy jsou intervalové (ackoli je pro nds podstatnd pouze neprazdnost vysledku), proto je pfirozené
vytvorit usporadanou mnozinu vsech vzdalenosti ve stromé. K jejimu vytvofeni je opét prirozené pouzit
prohledavani stromu do hloubky a vracet mnozinu vSech vzdalenosti vrcholi od kofene podstromu.
Konecné vzdalenosti vzeslé slozenim dvou vétvi podstromu rovnou ukldddme do mnoziny vzdalenosti
(ocekévame-li, Ze se nékteré vzdalenosti budou ¢asto opakovat (hrubé zaokrouhlovéani), pak je uziteéné
nejprve nejprve vytvofit mnozinu vSech vzdalenosti a teprve potom vytvéfet uspofddanou mnozinu).
Vzhledem k tomu, 7e evidujeme az ©(IN?) vzdalenosti, nemizeme odekévat, Zze bychom mnoZinu viech
vzdalenosti vytvorili rychleji. Vytvofeni uspofddané mnoZiny pak bude v ¢ase O(M log M), kde M je
velikost vysledné mnoziny. Dotazy pak budou odpovidiny v ¢ase O(log M). Obavame-li se toho, Ze by
pocet polozenych dotazi neospravedliioval ¢as predvypoctu, mizeme vybudovani struktury rozlozit do
davek trvajicich ©(NN), pfi nichZ odpoviddme na polozené dotazy pouzitim algoritmu z pfedchoziho
prikladu. Celkovy Cas tim zvétsime pouze konstanta krat, ale pii kratké posloupnosti dotaza tolik c¢asu
neztratime (viz kapitoly ,Reprezentace mnoziny“, ,Reprezentace uspofadani“, ,Prohledévani“).

Priklad 6: V leasingové spoleénosti evidujeme databazi leasingovych smluv. Informaéni systém ma
mimo jiné parovat prichozi platby s pravidelnymi pohledavkami za klienty a pravidelné jednou za d; dni
reportovat zpozdéni plateb aspon o dy dni:

Predpoklddame, Ze bézna smlouva je placena v mésic¢nich splatkach po dobu 4 let. Océekévame
tedy cca 50 krat vice plateb nez je smluv. Zalozeni smlouvy (vyplnéni pozadovanych tdaji) je éasové
naroc¢né, a tento proces optimalizovat nebudeme (pro nés je smlouva zakldddna jednou operaci Write,
pripadné mutze byt nacitan soubor smluv, coz pro nas znamena sekvenci operaci Write a pfi optimalni
implementaci nac¢teni a ulozeni S smluv trva O(S)).

Algoritmicky zajimavéjsi jsou procesy parovani plateb a reportovani dluznikt, protoZe tyto pro-
cesy téméF nevyzaduji interakci. Pokud je klient smluvné informovan o neumistovani platby s nespravné
vyplnénym variabilnim symbolem, a leasingova spolec¢nost pouziva dany bankovni ucet jen z divodu in-
kasa splatek, je mozné elektronicky ziskané bankovni vypisy zpracovavat tak, ze variabilni symbol doslé
platby bude klicem do databaze leasingovych smluv. Kazda polozka bankovniho vypisu tedy vyzaduje
jednu operaci Read (ziskdme informace o dosavadni historii placeni dané smlouvy), informaci aktuali-
zujeme na zakladé platby a jednou operaci Write novou informaci ulozime. V piipadé, ze operace Read
nevraci aktivni leasingovou smlouvu, je potfeba platbu reportovat jako neumisténou (troky ¢i chyba
klienta). P¥i optimalni implementaci bude zpracovani bankovniho vypisu s B polozkami trvat O(B).
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Pro reportovani prodleni plateb je uzite¢né mit datum prvni nezaplacené splatky jako datovou po-
lozku p leasingové smlouvy. Intervalovy dotaz ktery pravidelné pokladdme je ,,Vrat smlouvy kde p < D¥.
Polozku p bychom mohli mit nastavenu na +oco pro smlouvy jiz splacené. Nebo pokud bychom nechtéli
reportovat smlouvy, které jsme jiz reportovali, byl by ,stav® smlouvy datovou polozkou s databaze, ktera
by musela byt zohlediiovana v pravidelnych Intervalovych dotazech , Vrat smlouvy s p < D a s = z“.
Pi pouziti ,reprezentace uspofadané mnoziny s rychlym pfistupem* pro smlouvy ve stavu z (pro takové
stavy z pro néz provadime reporty) dostaneme ¢asovou slozitost reportu O(L +log N, ), kde N,, je pocet
smluv ve stavu x a L je pocet reportovanych smluv. Kazda aktualizace, kde se zménila jedna z polozek
D, s, si vyzada céas O(1 + log Ns + log Ng/) na aktualizaci reprezentace, kde s je stav pied a s’ po aktu-
alizaci a N, je 1 pokud pro stav z dotazy nepokladame a proto reprezentaci usporadani neudrzujeme.
Aktualizace ,reprezentace usporadané mnoziny s rychlym pristupem® nemusi byt provadéna soucasné
s aktualizaci polozky, stac¢i, kdyz je provedena nejpozdé€ji na zac¢atku spusténi reportu. Pokud bychom
ale aktualizaci neprovadéli ihned, musime alespon evidovat seznam zéznamt, pro néz byla aktualizace
odlozena. Na pocita¢i muze bézet proces s nizkou prioritou, ktery kontroluje existenci odlozenych aktua-
lizaci, pfipadné aktualizaci provede a odstrani ze seznamu. Tento proces nemé vliv na porizovani novych
smluv ani parovani plateb. V dobé reportovani prodleni bude typicky odlozena aktualizace nejvyse né€ko-
lika polozek z posledniho parovani plateb. Pokud proces s nizkou prioritou stiha v pribéhu kazdého dne
vyprazdnit seznam odloZzenych aktualizaci a vime, Ze vSechny Intervalové dotazy ,,Vrat smlouvy s p < D
a s = z“ které v daném dni pripadaji v ivahu pouziji stejné D, z, pak mizeme seznam odlozenych trans-
akci rozdélit dle priorit dle toho, zda se méni platnost podminky p < D a s = z nebo ne. Report prodleni
plateb pak nemusi ¢ekat na zpracovani odlozenych transakci neménicich platnost podminky (pokud nam
nevadi, Ze smlouvy nebudou uvedeny v poradi dle doby prodleni). Typicky nereportujeme jednodenni
prodleni, a v takovém pripadé nemusime na zpracovani odlozenych aktualizaci cekat viibec. Pokud by
smlouva byla zahrnuta ve vybéru pro report, ackoli byla v parovani plateb posledniho dne uhrazena, byla
by korektné reportovana jako smlouva u niz bylo prodleni. Report by nékteré platby umisténé posledniho
dne nezohlednoval.

Vzhledem k tomu, ze typicky reportujeme vétsi mnozstvi prodleni pro stejny den D, je pfi reprezen-
taci usporadani vhodné vyuzit toho, Ze klice se opakuji. V pfesnéjsim casovém odhadu pak jsou IV, pocty
riznych dni D smluv ve stavu z (viz kapitoly ,,Reprezentace mnoziny“, , Reprezentace uspofadéni®).



3. Reprezentace mnoziny

Reprezentaci obecné mnoziny pouzivame tehdy, kdyz potfebujeme ukladat informace identifikované
»kli¢i“, aniz bychom vyuzivali vzadjemné vztahy mezi kli¢i. Pouzivame operace Write, Read, pripadné
i Delete. Predevsim jednorazové algoritmy vyzaduji operaci List (ListFirst+ListNext) vracejici po-
stupné v libovolném potradi vSechny prvky mnoziny.

OptimAlni reprezentace vyuzivajici pfimou adresaci pracuje v ocekdvaném case O(1) na operaci.
Zékladni trik je ve vypoctu v ¢ase O(1) adresy zdznamu pomoci tzv. hashovaci funkce. Je to libovolnd
funkce, kterd adresuje nahodné klice rovnomeérné v rozsahu svého oboru hodnot (typicky interval celych
Gisel).

Ocekavané Casy operaci souviseji s pravdépodobnosti kolizi spoctenych adres a ta izce souvisi s po-
mérem poctu evidovanych zdznami a rozsahu hodnot hashovaci funkce (faktor naplnéni tabulky). Pred-
pokladédme, Ze klie jsou generovany nezivisle na hashovaci funkci (tu miZzeme volit ndhodné z vétsi
mnoziny funkci obévame-li se Gmyslné volby kli¢t s vétsim mnozstvim kolizi).

Kolize je mozno fesit mnoha zpiisoby ...od vytvareni usporfadanych ¢i neusporadanych seznamu ¢i
pouzitim vice ¢i méné sofistikovaného algoritmu vypoc¢tu nédhradni adresy. Kvalita zptsobu feSeni kolizi
se projevi pouze tehdy, nastavaji-li kolize casto.

7 obycejné tabulky vznikd datova struktura ve chvili, kdy za¢neme pfedchazet kolizim tim, ze hli-
ddme faktor naplnéni tabulky a pfi pfekroceni stanovené meze tabulku zvétsime (s tim také souvisi
zména hashovaci funkce) a polozky ,prehashujeme®. Impulsem k pfehashovani miize byt i velky pocet
smazanych zaznami v pfipadé mazani  karikovanim“ (nutnost pii Feseni konfliktd vypoctem ndhradni
adresy), ¢i velky pocet konfliktti oproti poctu ocekavanému vzhledem k faktoru naplnéni. Pfehashovani
nemusime délat v rdmci jediné operace, ale mizeme jej rozdélit na O(n) operaci (kde n je velikost repre-
zentované mnoziny p¥i startu prehashovavani). V takovém piipadé by mély byt divody pro pfehashovani
definovany tak, aby nastévaly nejvys jednou za §2(n) operaci tak, abychom méli vzdy pouze dvé hasho-
vaci tabulky (zbytek ptivodni a vytvafenou aktudlni). Vyhleddvéani zdznamu providdime dotazem do obou
tabulek.

Jakd je pravdépodobnost k ndsobné kolize pfi faktoru naplnéni a (pro k kli¢ vraci hashovaci funkce
stejnou adresu)? Jakd je praumérnéd doba (ne)uspésného voldni funkce Read pfi feseni konfliktii neuspots-
danym seznamem? Jaky vliv maji konflikty vypoctenych nahradnich adres pokud jsou velké interference
nahradnich adres pro klice ,primarné“ hashované na ruzné adresy? Jaky vliv maji konflikty vypocte-
nych nahradnich adres pokud jsou malé interference ndhradnich adres pro klice ,primarné“ hashované
na rizné adresy? Jaky vliv maji konflikty vypocétenych ndhradnich adres pokud jsou ndhradni adresy ha-
shovany z kli¢t nahradnimi hashovacimi funkcemi misto vypoc¢tu na zékladé primarni hashovaci adresy?
Odpovédi na tyto otazky naznacuji, pro jaké faktory naplnéni je ocekdvana piistupova doba konstantni.

Podstatné je to, Ze cena paméti neni tak velkd, abychom si nemohli dovolit vyuzit paméti konstanta
krat vetsi nez je nutno.

Mnohdy zndme maximélni pocet zaznami, ktery bude v tabulce ulozen. V takovém pripadé alo-
kujeme tabulku na tomu odpovidajici velikost (v mezich zvoleného faktoru naplnéni). Uvédomme si, ze
inicializace prostoru n stoji ¢as ©(n), takZze by bylo chybou alokovat tabulky mnohem vétsi nez jaka bude
jejich maximélni velikost (neZ je pocet operaci Read a Write, které budou se strukturou provedeny).
strukturami, které ji ale v reprezentaci obecné mnoziny nemohou konkurovat.

Hashovani byva pouzito jak pro vypocet v kratkodobé paméti, tak jako metoda ukladani dat v data-
bazich. V druhém piipadé adresa urcuje fyzicky blok disku, typicky velikosti 2%, kde k& > 10. V takovém
pripadé za jednotkovou operaci bereme nacitani bloku disku. To Ze nékolik malych zdznami je hashovano
do stejného bloku disku je vporadku. Kolizi v takovém pripadé odpovida to, Ze se zaznamy hashované
na adresu bloku do bloku nevejdou. Kolize mohou byt feseny napftiklad ,souborem preteceni“. Duvo-
dem zmény velikosti adresového prostoru muze byt faktor naplnéni definovany jako celkovy pocet bytu
ulozenych zaznami vici celkovému poctu byt adresovaného prostoru.

Pri feSeni kolizi ,,seznamem“ mimo hashovaci tabulku je oéekdvana délka seznamu pro ndhodny kli¢
rovna faktoru naplnéni a (soudet délek pres vSechny seznamy déleny poctem adresovatelnych seznami).
Jsou-li klice z linedrné usporadaného univerza, mtze byt uzitecné udrzovat seznamy usporadané. Multipli-
kativni konstanta operace Write se tim pfilis nezvétsi, pro dlouhé konfliktni seznamy pfi porovnavani <
misto = se tim urychli netispésné vyhledavani. Pfi malém faktoru naplnéni ale dlouhé konfliktni seznamy
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nevznikaji a vliv tohoto triku je minimalni. Ze stejného dtivodu se vétsinou nevyplati pouziti vyhledavaci
struktury pro dany uspofddany seznam (mnohem efektivnéjsi je udrzovat malé a a v p¥ipadé neocekdvané
velkého poctu kolizi zménit hashovaci funkei).

Nejefektivnéjsi zpiisob FeSeni kolizi (v ramci adresového prostoru hashovaci tabulky) je nédsledujici:
Méame systém hashovacich funkci A uréenych dvémi parametry - n,i (n udava velikost tabulky, i nema
dalsi vyznam, funkce lisici se jen v i museji byt nezavislé). P¥i volbé velikosti n hashovaci tabulky
ur¢ime ndhodné . Kazdy kli¢ hashujeme nejprve funkci hj'. Nastane-li k-t4 kolize, pouzijeme funkci h}, .
V takovém piipadé nastava kazda kolize s pravdépodobnosti a (faktor naplnéni). Netspésné vyhledavani
pracuje v ocekavaném Case 1+ (1 —a) Y o, ka* = 1+a/(1—«) (postup zjednoduseni: S = Y72 ka* =
Sreg b4y, kot = a/(1-a)+asS, odtud S = a/(1—a)?). Pti faktoru naplnéni (k—1)/k dostavéame
ocekavany Cas k.

Vzhledem k tomu, Ze vypocet hashovaci funkce vétSinou vyuziva déleni, je snaha vypocet adres
zjednodusit. Nekdy pouzivame 2 hashovaci funkce. Po k-té kolizi pouzijeme adresu hy(x) + k% - ho(x) &
hiife hy(x) + k- ho(x) (vidy modulo velikost tabulky). Dalsi metoda pouziva h(z) + kc; + k?ca. Nejhorsi
vysledky dava h(x) + ke kvili interferenci konfliktt. Tyto interference analyzu oc¢ekdvaného ¢asu téchto
metod podstatné komplikuji. Cim méné ,trajektorii“ pouzijeme pii feseni kolizi, tim vice budou vznikat
shluky kolizi. Pro posledni metodu vznikaji vyznamné interference pfi faktoru naplnéni kolem 1/2. Pro
ostatni metody pfi faktoru naplnéni tabulky kolem 2/3 jsou interference malé a srovnatelné. Pfi vét$im
povoleném faktoru naplnéni si u téchto metod musime davat pozor, aby nahradni pozice prochéazely
témét celou tabulku. Cim ménékrat se opakuji ndhradni adresy pied nalezenim volné adresy, tim lépe.

Piirozeny pozadavek na operaci List je, aby jeji celkovy ¢as byl tmeérny velikosti reprezentované
mnoziny. Pokud udrZujeme faktor naplnéni tabulky v rozsahu (a;,as), kde 0 < a1 < as < 1 jsou kon-
stanty, pak pfirozend implementace ,hrubou silou“ mé pozadované vlastnosti. Alternativou je udrZovat
seznam prvki mnoziny. Je-li vyzadovana efektivni implementace operace List a nemame garantovin
dolni odhad faktoru naplnénni, je to dobra volba. Zavisi na aplikaci, zda o¢ekdvame pristupy pfevazné
pomoci operace Read ¢i List i na tom, zda provadime List dostate¢né casto, aby se vyplatilo zpomalit
operaci Write a zvétsit datovou strukturu zavedenim odkazti. Otazkou k zamysleni je zabudovani odkaz
do hashovaci tabulky a vyuziti ,nevyuzitych“ odkazi pro strategii feSeni koliz{ (p¥i pouziti obousmérného
seznamu by implementace s oddélenymi seznamy konfliktd nemusela ¢init potize).

Pokud neocekdvame pouziti operace Read, ale veskeré pfistupy k prvkiim pouze pomoci operace
List nebo primé adresace, nepotfebujeme hashovani a stac¢i ndm seznam reprezentovanych prvkt. Pokud
nebudeme pouzivat ani operaci Delete, staci ndm jednosmeérny seznam. Pokud operaci Delete vyzadu-
jeme (operace Write, List vraceji odkaz pro budouci pfimou adresaci), pouzijeme seznam obousmérny.

Jednosmérny seznam je trivialni datové struktura, kde kazdy prvek ma kromé reprezentované hod-
noty navic odkaz na jiny reprezentovany prvek. Seznam je urcen odkazem na prvni prvek. Odkazy jsou
organizovany tak, abychom postupnym pouzivanim odkaz® pocinaje prvnim prvkem navstivili vSechny
prvky mnoziny. Bézné je odkaz posledniho prvku seznamu prazdny, cyklickd varianta seznamu odkazuje
z posledniho prvku na prvek prvni.

Obousmeérny seznam je obdobné datova struktura, kde kazdy prvek ma navic druhy odkaz na jiny
reprezentovany prvek. Druhy (neboli zpétny) odkaz prvku z mifi na prvek, z néhoz vede prvni (neboli
doptedny) odkaz na prvek z. Vyjimku tvoii prvni prvek seznamu, z néhoz mize vést zpétny odkaz na
posledni prvek seznamu (cyklicky zpétny seznam), nebo mtize byt tento odkaz prazdny. Naprosto bézné
je pouziti, kdy jeden ze seznamt je cyklicky a druhy kon¢i prazdnym odkazem.

Implementace operaci nad seznamy je trivialni.



4. Reprezentace usporadani

Reprezentaci uspofadani vyuzivame tam, kde je klicové udrzovat ,usporadany spojovy seznam“.
Nejbéznéjsi vyuziti, je pokud ocekavame Intervalové dotazy, tedy, bude-li kladen pozadavek vyjmenovat
vSechny prvky mnoziny s (sekundarnim) klicem v daném rozsahu hodnot (uZitecné navic je, Ze struktura
bude vracet prvky v pofadi dle kli¢a).

Jedinou véc, kterou zbyva doresit, v pripadé Intervalového dotazu, je nalezeni pocatku a konce tiseku
seznamu, ktery mame vratit.

Reprezentace usporadani ma velice rtiznorodd vyuziti a casto pfi nich evidujeme dodateéné uzi-
tecné informace jako je napiiklad velikost reprezentované (pod)mnoZiny. Operace bézné providéné na
reprezentaci usporadani jsou Insert, Delete, Join, Split. (Insert vklada novy prvek s danym kli¢em
v usporadani do reprezentace, Delete odstraiiuje dany prvek, ktery byva uréen bud jednoznaénym kli-
¢em, nebo, v pripadé potieby opakujicich se klict, odkazem, ktery v takovém piipadé navracel Insert
v dobé€ vlozeni prvku. Join spojuje usporddané mnoziny za predpokladu, Ze nejvétsi prvek jedné pred-
chazi nejmensi prvek druhé. Nékteré varianty operace Join zaroven vkladaji na prislusné misto prvek
s klicem mezi maximem prvni a minimem druhé mnoziny. Operace Split rozdéli uspofadanou mnozinu
v prvku, uréeném obdobné jako pri operaci Delete. Vysledkem byvd mnozina prvkia predchézejicich
uréeny prvek, mnozina prvki nésledujicich po uréeném prvku a v zdvislosti na varianté struktury bud
urceny prvek, ¢i prvky se stejnou hodnotou jako urceny prvek, nebo jsou vraceny pouze dvé mnoziny a
uréeny prvek je v jedné z nich zahrnut.)

Zakladni technikou umoznujici nalezeni nejbliz§iho mista k danému kli¢i v usporddaném seznamu je
vytvofeni ,,vyhleddvaciho“ stromu nad danym uspofaddanym (tfeba jen implicitnim) spojovym seznamem.
Hlavni ticel vyhledavaciho stromu je nalezeni jedné konkrétni z N hodnot s pouzitim O(log N) porovnéni.
Vlastni konstrukce vyhledavacich stromi byva velmi riiznoroda. Piikladem jsou B-stromy s rozskoky dle
B az 2B — 1 kli¢u ve vnitinim vrcholu stromu (kofen jich mtZze mit méné), kde B je optimalizovano
pro blokové ¢teni disku (pro kazdy blok je mozno vyhleddvat pilenim intervalu, ale béZzné se vyhledava
sekvencné, vzhledem k zanedbatelnosti ¢asu vyhledani ve vnitini paméti viéi ¢asu blokového &teni).
Jinym piikladem jsou bindrni stromy, kde vyhledavaci strom neni nadstavba nad seznamem, ale vnitini
vrcholy vyhledavaciho stromu tvofi spojovy seznam reprezentovaného uspotradani.

Vyhledavani ve vyhledavacim stromu probihé tak, Ze porovnavame hodnotu vyhledéavaného klice
s hodnot(ou/ami) v kofeni, a prohleddvani pokracuje v jednozna¢né uréeném (kofeni) podstromu. Vy-
hledani kon¢i v listu, s vyjimkou varianty binadrniho podstromu, kde mize koncit predcasné nalezenim
klice se stejnou hodnotou.

Dobte vyvazeny vyhleddvaci strom garantuje, ze porovnani bude O(log N). O vyvaZenost musime,
pfi praci s usporadanou mnozinou, pecovat. U B-stromu je vyvaZenost garantovana tim, ze vSechny
vétve stromu jsou udrzovany stejné dlouhé. U binarnich stromt tohoto stavu nemtzeme dosdhnout.
Dfive byl pouzivin invariant ,AVL“ vyvazovani, kdy se hloubky podstromi daného vrcholu mohou
lisit nejvys o 1. Rekurence Ay, = 1+ Ag_1 + Ap_o snadno odhali, Ze nejmensi takovy strom hloubky
n je velikosti fadové F), (Fibonacciho é&isla). Odkud hloubka stromu je log N/log((1 + v/5)/2). Nyni
byva Castéji pouzivan invariant ,Cerveno-éernych stromfi“, kde jsou vrcholy obarveny dvémi barvami,
¢ervené vrcholy nemohou sousedit (pod sebou) a vSechny cesty z kofene do nejblizsiho ,NIL“ obsahuji
stejny pocet Cernych vrcholtt (NIL zde oznacuje chybéjiciho néslednika vrcholu v sméru vyhledavani).
Z invariantu snadno nahlédneme, Ze nejdelsi vétev stromu je nejvys dvakrat delsi nez nejkratsi vétev,
tedy je dlouhd nejvys 2log N. Hloubka Gerveno-Cernych stromu je tedy vétsi nez hloubka AVL stromi,
vyhodou Cervenocernych stromu je ale mensi (konstantni) pocet ,rotaci“ nutnych k vyvazeni stromu pfi
operacich Insert a Delete. To, Ze je mozno zvoleny invariant udrzovat je otazkou na cviCeni resp. na
nahlédnuti do implementacnich detailii téchto struktur. Mam za to, Ze operace Join a Split jsou pro
tyto metody vyvazovani velice neefektivni, ale nerad bych se pletl. 7rozmyslet!?

Jinou metodou ,,vyvaZovani* binarnich stromi je technika samovyvazovacich se stromt (neboli splay
stromil) [ST]. Zakladem techniky je operace Splay, kterd efektivnim zptisobem vyrotuje vybrany prvek
do kofene bindrniho stromu. Operace Insert, Delete, Split, Join jsou pak snadno implementovany.
U samovyvazujicich se stromu se chvili pozdrzime. Mnoho studentt si z ,biologického popisu“ splay
stromti odnese pouze to, Ze vybrany prvek je vyrotovan do kofene. Zptisob vyrotovani je ale velice
podstatny. Vyvazovani stromu je zajisténo pravé zvolenym zpisobem rotovani (provadime ,dvojrotace“
... rotujeme otce vybraného vrcholu a pak vybrany vrchol, kdykoli rotace otce pfiblizi vybrany vrchol ke
kofeni. Jinak rotujeme dvakrat vybrany vrchol. Dvojrotace provadime dokud neni vybrany vrchol ¢i jeho
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aktualni otec kofenem stromu. V druhém piipadé posledni rotaci vybraného vrcholu zakonéime operaci
Splay). Pro¢ je zpiisob rotovani podstatny vyplyne az z rozboru ¢asové slozitosti operaci Splay.

Pokud bychom postupné vkladali utfidénou posloupnost pomoci operaci Insert, vznikl by nam
strom hloubky N. Néasledny Splay minima by pak zékonité trval Q(NN). Tento piiklad ilustruje to, Ze
Splay stromy byvaji casto nevyvazené a nékteré jednotlivé operace mohou trvat velice dlouho. Splay
stromy jsou ale velice efektivni ,amortizované“. Ono postupné vkladani utfidéné posloupnosti operaci
Insert totiz netrvalo ©(N log N), jak by bylo u jiného zpisobu vyvaZovani obvyklé, ale pouze O(N).
D4 se ukdzat (a vzdpéti tak ufinime), ze celkovy ¢as O(N) operaci Splay, zadinajici prazdnym stro-
mem netrvd nikdy vice nez O(Nlog N). Vzhledem k tomu, Ze operace Insert, Delete, Split i Join
jsou implementovany pomoci nejvyse dvou operaci Splay a v jinak konstantnim case, dostavame tak
jednoduchou a velice efektivni datovou strukturu pracujici v malém amortizovaném case.

Vlastni rozbor amortizované sloZitosti operace Splay za¢neme tim, Ze prifadime kazdému vrcholu
v stromu nezépornou vahu w, (pro zdkladni rozbor ndm sta¢i w, = 1, pro porovnavani s konkrétnim
statickym binarnim stromem volime vahu w, = 4% % kde d, je hloubka vrcholu z v daném statickém
stromu a d je hloubka statického stromu). Ozna¢me T, podstrom s kofenem z a p, = Llog2(Zy€Tac wy)].
Definujeme potencidl ¥ = Y p,, kde séitdme pies vSechny vrcholy datové struktury (nékdy fikame,
ze kazdy vrchol £ méa na GC¢té u, jednotek, kterymi muze platit za cas nékterych dvourotaci, kterych
se UCastni). Ukazeme, Ze pocet dvourotaci a A¥ v pribéhu operace Splay s vybranym vrcholem z
dohromady nepfesdhne 3(Ap,), kde A oznacuje rozdil vznikly odec¢tenim ptivodni hodnoty veli¢iny
od nové hodnoty veli¢iny. Celkovy Cas operace Splay pak mizeme odhadnout pomoci O(1 + Ap,).
Uvédomime-li si, ze v zadkladnim rozboru je 1, < logy IV, bude tim tvrzeni pfedchoziho odstavce dokazané.

P¥i volbé vah w, = 4% % tak jak bylo vySe naznaceno, dostaneme pro kofen splay stromu o <
log, (473°:2,27/4%) = logy(2 - 49) = 2d + 1, z celo¢iselnosti pak p, < 2d, pfitom p, > |log,w,| =
2(d—d,). Proto Ap, < 2d,. Hodnota potencidlu ¥ se pohybuje v rozsahu (0,2dN). Cena kazdé operace
je konstanta krat vétsi nez ¢as ©(1 + d,) vyhledédvani v daném statickém stromé. Celkovy rozdil ¢asii
od ceny je mensi nez 2Nd < 2N?2, nezavisle na tvodnim tvaru splay stromu. Proto pro libovolnou
posloupnost dotaztt délky Q(N?) dosahuji Splay stromy celkovy ¢as nejvys konstanta krat horsi nez
dany staticky strom. Pfitom napfiklad na konstantnich posloupnostech dotazujicich se na nejhlubsi
vrchol statického stromu v hloubce h = Q(log N) budou Splay stromy dosahovat konstantni ¢asy, tedy
casy ©(h) = O(log N) krat lepsi.

Odhad poc¢tu dvourotaci a AV provedeme ,teleskopicky“. Ukdzeme, Ze pro kazdou dvourotaci zvlast
plati, ze 1 + A¥ < 3Ap,. Potencial ¥ ovliviiuji pouze vrcholy, kterym se v pribéhu dvourotace zménilo
p. Vrcholy jejichz podstromy se nezménily maji p nezménéné, vrcholy, jejichz podstrom byl dvourotaci
pouze pieorganizovan, ale obsahuje tytéz vrcholy maji p také nezménéné. Jediné vrcholy, které mohly
zménit p jsou vrchol z, jeho otec y a déd z. Oznaéme p’ hodnoty po dvourotaci. ProtoZe podstom z
pfed dvourotaci obsahuje stejné vrcholy jako podstrom z po dvourotaci, je pl, = p. > iy > ps. Navic
vime, ze p, < py, > pt. Odtud dostavdme odhad AW < 2Ap,. Je-li navic Au, > 0, pak z celo¢iselnosti
dostavdme 1 + AV < 3Ay,. Pokud je ale y, = ju;,, ukdzeme, ze nékterd z nerovnosti py, < p, > p), je
ostra. Opét vzhledem k celoc¢iselnosti pak dostaneme 1 + AV < 0 = 3Apu,. Nyni koneéné uvidime, proc
je dllezity zvoleny systém rotaci: Pokud by totiz nerovnosti nebyly ostré, dostali bychom samé rovnosti
(0 =)pe = py = po = pi, = py, = p1,. Rotace byly ale zvoleny tak, ze vysledny podstrom 77 je disjunktni
bud s ptivodnim podstromem 7, nebo s vyslednym podstromem Ty . Jsou-li vahy obou podstromi aspoii
2/ pak vaha jejich sjednoceni musi byt asponi 2-2#, to je ale spor definice u!, s uvedenou rovnosti. Pokud
bychom rotovali vzdy vrchol z, takovéto disjunktni podstromy bychom nedostali. Pro pochopeni rozdilu
je uzite¢né porovnat spravnou a nespravnou volbu rotaci na posloupnosti IV insert prvki dle velikosti
nasledované postupnym zavolanim Splay na prvky ve stejném poradi.

Vratme se nyni od Splay stromt zpét k obecnym vyhleddvacim stromtim nad uspofddanym sezna-
mem. Intervalové dotazy s dobfe vyvazovanymi vyhleddvacimy stromy pak trvaji O(L + log N), kde L
je délka odpovédi. (Zpusobii predavani vysledkt je mnoho. Bézny je interface ,FindFirst*, , FindNext“,
predavajici jeden ukazatal, kde stac¢i jedno vyhledani a nasledna kontrola, zda prvek stale jesté neni mimo
rozsah. Je-li porovnavani hodnot neefektivni, je mozno pouzit interface ,FindRange®, ,,FindNext“, kde
yFindRange“ vraci dva ukazatele a ,FindNext“ po dosaZeni druhého z nich jiZ neni volan.)

Jesté bych mél zminit moznosti reprezentace uspoirddané mnoziny, kde se kli¢e urcujici usporadani
mohou opakovat. Modifikace je jednoduché. Staéi pod danym klicem udrzovat spojovy seznam. Operace
Delete pak nejprve promazéva piislusny spojovy seznam a teprve je-li prazdny, vola Delete ,na hodnotu
klice“.
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Dosud jsme se vénovali pouze jednorozmérnym intervalovym dotazim. Vicerozmérné intervalové
dotazy neni snadné optimalizovat. Nejjednodussim feSenim je provést intervalovy dotaz v kazdém roz-
méru a mezi vysledky nejmensi odpovédi vybrat ty, které vyhovuji ostatnim kritériim. Pro tyto ucely je
uziteéné, aby ,FindRange“ vracel velikost odpovédi. Pokud vrcholy vyhledavaciho stromu budou navic
obsahovat informaci o velikosti podstromu, pak zjisténi vysledné velikosti zvladneme v ¢ase imérném
¢asu nalezeni pocatku a konce tseku spojového seznamu. D4 se ukézat, Ze udrzovani této informace zvy-
Suje ¢asové odhady implementace operaci Insert, Delete, Join, Split pouze konstanta krat ve vSech
zminénych implementacich vyhledavacich strom.

Koneéné bych mél zminit i reprezentaci implicitné usporddané mnoziny (nemame klice, podle kterych
je mnozina uspofadéna, znidme pouze pofadi prvkid). V takovéto struktufe neddvaji smysl intervalové
dotazy, ale operace Split a Join jsou naprosto pfirozené, ale i Insert a Delete by mély smysl, pokud
by poloha byla uréena ukazatelem. Mohlo by se zdat, ze takovato struktura je k nic¢emu, ale hodi se
napftiklad nékolika zpiisoby pro efektivni udrzovani koster grafti. (Jednoltivé stromy miizeme reprezento-
vat pomoci ,,Eulerovské prochdzky nad zdvojenymi hranami stromu®. [ Vyhledévaci stromy* (vyuzivame
odkazy na otce) nad takovymi Eulerovskymi prochdzkami umoziiuji efektivné hledat jméno stromu. Stro-
movéa nadstavba umoziuje efektivni organizaci informaci o nestromovych hranéch ...tato reprezentace
neni vhodné pro udrzovani informaci o cestach v stromu. Jinou variantou jsou ,stromy cest“, kde jednot-
livé cesty jsou vniméany jako implicitné usporddané mnoziny, coz opét urychluje nalezeni jména stromu,
ale umoziiuje zefektivnit evidenci informaci pro mnohé dalsi cestové dotazy.) Techniky vyvaZovéani vy-
hladavacich stromt mohou byt uplatnény i zde, ackoli k vlastnimu vyhledéavani nedochazi. Zachovani
usporadani je ale klicové.

Odkazy:
[ST] Daniel Dominic Sleator & Robert Endre Tarjan, ”Self adjusting Binary Search Trees”, JACM
Volume 32, No 3, July 1985, 652-686
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5. Reprezentace mnoziny slov

Mnoho aplikaci zpracovavajicich textové soubory Casto fesi otazky, zda dané slovo textu patii do
mnoziny slov se specidlnim vyznamem (kompildtory). Mnohdy je mnozina slov se specidlnim vyznamem
Hkli¢ova slova“ neménnd. Pro takovéto aplikace si ,trie“ svoji efektivitou nijak nezada s hashovanim. Na
rozdil od hashovani je ale trie mozno zobecnit i k vyhledavani preklepti. Zpracovani textovych soubort se
prili§ nevénuji, proto tato kapitola bude prozatim velice kratka. Pouze poznamendm, ze v implementaci
TEXu je trie velice efektivné pouzito na pravidla déleni slov jazyka, kterad jsou predkompilovana operaci
\dump pii kompilaci formatu. Zajemce odkazuji na , TEX the program®.

Zakladni trie je strom s aritou odpovidajici velikosti abecedy. Vyhledavani v trie postupuje tak, ze
vzdy dle pfislusného pismena vyhledavaného slova zvolime pokracovani v trie. Pokud v daném sméru trie
nepokracuje (,NIL“), slovo v mnoziné neni. Na konci slova zkontrolujeme, zda aktudlni vrchol trie méa
nastaven odkaz na reprezentanta mnoziny. Vyhledani slova v takovémto trie trva O(L), kde L je délka
vyhleddvaného slova. Uvédomme si, Ze hashovaci funkce poéita adresu v éase (L), porovnani dvou kli¢i
tvorenych slovy délky L trva az ©(L). Neboli tento ¢as je v rozboru jinych datovych struktur povazovan
za, jednotkovy.

Nevyhodou zakladniho trie je jeho velikd prostorova naroénost (az velikost abecedy krét pocet pis-
men reprezentované mnoziny slov). Tuto nevyhodu je mozno eliminovat tim, Ze kontrahujeme vrcholy
trie majici jediného syna (odkaz na reprezentanta mnoziny je pro tento téel vniman jako syn). V ta-
kovém piipadé bude vrchol trie uvidovat svoji ,hloubku“ a pfi vyhledavani ve vrcholu hloubky h bude
pouzito h-té pismeno slova k urceni pokracovani. Vzhledem k tomu, ze nékterd pismena vyhledédvaného
slova viibec nebyla pouzita, je potfeba v pripadé tspésného nalezeni reprezentanta mnoziny slov zkon-
trolovat, zda se jedna o totéz slovo. Casovy odhad ©(L) vyhledavani touto tpravou zfistal zachovén,
ale prostorova néro¢nost klesla na velikost abecedy krat pocet reprezentovanych slov (plus pocet pismen
reprezentovanych slov).

Prostorovou naroc¢nost je mozno dale vyrazné zredukovat komprimaci ,,velice fidké matice“ odkazi
evidovanych v jednotlivych vrcholech. Pfi komprimaci mizeme vyuzit prekryvani fadka tak, ze hodnota
NIL miize byt prekryta hodnotou jiného fadku. Zajistime aby vyhledavani, pti kterém bychom pokraco-
vali hodnotou nepat¥ici do ptvodniho fadku, bylo konecné a netaspésné. Pokud by nékdy klesla hloubka
vrcholu trie, nutné jsme pouzili nespravnou hodnotu a vyhledavani ukonéime netspéchem. Pokud stéale
roste hloubka vrcholu trie, nejpozdéji po ©(L) krocich dojdeme do reprezentanta mnoziny, nebo do
hloubky aspon L. Je-li hloubka L a vrchol odkazuje na reprezentanta mnoziny shodného s vyhledavanym
slovem, nebo rovnou odkazujeme na reprezentanta shodného s vyhleddvanym slovem, pak je vyhleda-
vani Gspésné. Jinak slovo v mnoziné neni. Jak moc je mozno matici zkomprimovat? Uvédomme si, Ze
matice obsahuje tolik hodnot rtznych od NIL, kolik je reprezentovanych slov. Pfi komprimaci mtzeme
optimalizovat pofadi sloupcti (pfeusporadat abecedu) a volit poc¢atky jednotlivych Fadkd. . ..

Strukturu trie neni dobré precenovat. Multiplikativni konstanty spojené s nalezenim dalsiho vrcholu
nejsou zenedbatelné ve srovnani s konstantami pfi linedrnim porovnanim dvou fetézci.

Ke zpracovani textt se hodi téz tzv. ,Suffix trees“. ...
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6. Hladové algoritmy

Haldy jsou datové struktury vyuzivané piedevsim hladovymi algoritmy. Tyto algoritmy pracuji
s mnozinou oc¢ekavanych udalosti, kde jednotlivé udalosti jsou zpracovavany v potfadi dle své ,prio-
rity“ (prvky s nizs$i hodnotou priority difve). Zakladni operace charakterizujici haldy jsou FindMin,
DeleteMin a Insert. Prvni nalezne, druha odstrani udalost s nejnizsi hodnotou priority, tfeti zaradi
dalsi udalost s pridélenou prioritou. Nékteré algoritmy efektivné vyuziji operace Decrement, umoznujici
snizit prioritu uréeného prvku, ¢i operaci Meld, umoznujici spojit dvé haldy dohromady.

Jsou-li priority malé (b bitovd) celd ¢isla, miZze byt tato vlastnost priorit zneuzita k vypoétium piimé
adresace. ?odkazy!? My se budeme vénovat haldam, zaloZenym na porovnavéani v obecném linearnim
uspofadéni. Vzhledem k tomu, Ze posloupnost N Insertd, a N dvojic FindMin, DeleteMin dokéze
setfidit libovolnou posloupnost N prvkt pomoci porovnédvani, posloupnosti je N! a kazdé porovnani
dava dva mozné vysledky, musi byt celkovy primérny pocet porovnani aspoii log, N! € O(N log N).
Odtud obecné posloupnost N Insertii, FindMini a DeleteMint vyzaduje ©(N log N) porovnani a
tedy alespon takovyto cas.

Pfesto vSak implementace, kterda dosahuje ¢asit ©(log N) pro libovolnou z téchto operaci neni op-
timalni. Mnoho aplikaci pracuje tak, ze vypocet ukon¢i, s tim, Zze zbyde pomérné velka prioritni fronta,
ktera jiz neni potifeba. Odstranovat nepotiebné prvky operaci DeleteMin je neefektivni, staci v takovém
piipadé Destroy, ktery pouze v ¢ase O(N) uvolni pouZitou pamét. Pro takovéto aplikace je urychleni
operace Insert podstatné. Ukadzeme implementaci, kde amortizované casové odhady operaci Insert,
FindMin, Decrement a Meld jsou O(1) a DeleteMin je O(log N).

Nase implementace se pokusi minimalizovat poc¢et nutnych porovnani, pficemz organizace bude trvat
nejvys konstantakrat déle, nez kolik porovnani provedeme. Pfedem upozornuji, zZe zde uvedend implemen-
tace se lis{ od implementace ,,Fibonacciho hald“, tak jak je publikovala dvojice Fredman, Tarjan [FT]. Zde
uvedend implementace je v pripadé silné prevazujicich Insertt nad DeleteMiny efektivnéjsi. Navic ne-
muze byt horsi! (Extrémnim pf¥ipadem posloupnosti operaci, kdy je zde uvedend implementace Q(log V)
krat efektivnéjsi je posloupnost dvojic insertu se stale mensSimi hodnotami priorit, prokladana jednou
dvojici operaci FindMin, DeleteMin.) Nize uvedeny rozbor bude pomérné komplikovany. Komplikace
jsou zpusobené tim, Ze v implementaci odkladdme nalezeni minima az na volani funkce FindMin. Tim
sice amortizované usetfime, implementace se nezkomplikuje, ale rozbor je komplikovanéjsi nez u verzi,
které minimum neustale prepocitavaji. Uvadim zde detailni rozbor, protoze o zddném popisu této verze
Fibonacciho hald nevim.

Strukturu nejprve popiseme matematicky, pozdéji naznac¢ime implementacni detaily. Protoze se po-
kousime minimalizovat pocet porovnani, budeme si vysledek kazdého porovnéni pamatovat a v mate-
matickém modelu zachycovat orientovanou hranou od prvku s vyssi k prvku s nizsi hodnotou (priority).
Vzhledem k tomu, Ze vyhleddvame pouze minimum, je zcela zbyteéné(p¥inejmensim pfedéasné) porovna-
vat prvek, vede-li z néj hrana. Ve chvili, kdy dostaneme jediny orientovany strom, je jeho kofen minimem.
Nalezeni minima po N Insertech vyzaduje celkem N — 1 porovnani. Nasi snahou ale bude zorganizovat
tato porovnani tak, aby operace DeleteMin do budoucna vynutila co nejmensi pocet dalsich porovnéni.

Operace DeleteMin vynuti tolik dalsich porovnani, kolik hran vede do miniméalniho prvku (bez 1).
Z tohoto divodu bude nasi snahou udrzovat stromy porovnani co mozna nejuzsi. Pfesnéji pro dané
g € (1,2) budeme dodrzovat invariant ,Gzkosti, Ze, je-li k pocet ,Fadnych® synd néjakého prvku, pak
velikost podstromu tohoto prvku je alespoti ¢* (syn je vniman proti orientaci hran provnavani). Tento
invariant nam zajisti, Ze odstranénim minima pribyde nejvys log, N fadnych synt, mezi kterymi bude
nutno hledat minimum. (Ctenaf urcité tusi, Ze budou existovat i ,nefadni“ synové. Jiz brzy se k nim
dostaneme. Uzitecné je védét, ze neni potfeba rozliSovat, ktefl synové jsou fadni a ktefi ne, dilezité pouze
je, kolik je téch radnych. Neradni synové se od fadnych lisi tim, Ze maji pfedplaceno jedno zpracovani
pfi operaci FindMin.) Oznaéme podet Ffadnych synt prvku ,fad“ prvku.

K zajisténi invariantu iizkosti mame jediny prostfedek . ..vhodné zorganizovat porovnavani , korenti*
stromd porovnani. Pokud porovname kofeny fadu k, kofen vysledného stromu bude mit fad & + 1 a
velikost podstromu bude aspoii 2¢g* > ¢**!, tedy invariant tizkosti bude zachovan. P#i porovnani prvki
riznych rfadu muze vysledek porovnani, ktery neovlivnime dopadnout tak, Ze kofenem se stane kofen
stromu ptivodné vétsiho fadu a pokud bychom vysledek porovnani evidovali jako fadného syna, mohl by
byt invariant tizkosti porusen. Nasi snahou proto bude, pokud mozno, porovnavat kofeny stejnych radu.
To mtzeme zorganizovat nasledujicim zptisobem: Berme kofeny jeden po druhém a zafazujme je ,do
mnoziny“ dle jejich fadu. Pokud v mnoziné jiz prvek daného fadu existuje, pak jej odstranime a dané
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dva prvky porovname. Rad kofene se tak o jedna zvétsi a pokus o zafazeni do mnoZiny miZeme zopakovat.
Pokud , mnozinové“ operace zvladame v konstantnim c¢ase, nezabere organizace porovnavani radové vice
¢asu nez vlastni porovnavani. Skon¢imé s tim, ze fady vSech aktudlnich kofenti jsou zarfazeny do mnoziny,
kazdy fad je tedy zastoupen nejvys jednou. Rady jsou celoéiselné, nezaporné, nejvys rovny log, N, zbyva
nam tedy nejvys O(log N) stromt. Kofeny téchto stromt porovndme v libovolném pofadi (nejlépe od
nejmensiho po nejvétsi fad). Pokud by vysledek porovnani mél porusit invariant tzkosti, musime syna
evidovat jako nefddného. Nefadnych syni timto postupem tedy vznikne O(log N) (je zbytecné testovat,
zda je invariant tzkosti zachovan, nejjednodussi je vSechny syny, pripojené v této fazi, pfipojit jako
nefadné). Cas nalezeni nového minima po operaci DeleteMin je tedy t; € O(1) za kazdy strom struktury,
toto hleddni nového minima vytvoii O(log N) nefddnych synt a vznikne jediny strom.

Definujeme-li potenciil ®y rovny poctu stromi haldy (kazdy kofen m4 na 0¢té ¢1 na zaplaceni casu
pro své budouci pfipojeni), pak ¢as hledani minima vii¢i ®¢-t; bude konstantni, ale vznikne ndm O(log N)
nefadnych synt. Vzhledem k tomu, Ze nefadni synové prvku, vynuti narast ®q ve chvili, kdy bude prvek
odstranovan pomoci DeleteMin, vlozime pro ucely amortizovaného rozboru na tcet nefadného syna
¢as t; na budouci porovnani ...definujeme potencidl ®; jakozto soucet poctu nefaddnych synt. Cenu
pak evidujeme viéi (g + @1) - t;. Musime ale né¢im platit nartst potencidlu ®;. My si i tento nérist
piedplatime. Zavedeme potencidl @5, rovny podtu stromi nevzniklych operaci DeleteMin (vzniklych
operaci Insert pfipadné i Decrement), a potencidl @3, ktery bude nulovy, pokud po posledni operaci
DeleteMin jiz nasledoval FindMin nebo roven log, Nq, kde Ny je velikost podstromi haldy vzniklych
operaci DeleteMin. Operace DeleteMin nejprve vola FindMin, ¢imz dojde k vynulovani potencialt @4
i &3. Potom jiz DeleteMin potencial ®5 neovlivni a zvyseni potencidlu ®3 prodrazi operaci DeleteMin
o O(log N). Vynulovanim potencidla ®5 + ®3 pti operaci FindMin zaplatime nartist potencidlu ®;.
(Strom v mnoziné ¥ad stromi bude zaplacen z potencidlu @5, pokud nevznikl operaci DeleteMin,
pripadné vznikl pii této operaci FindMin spojenim s takovymto stromem. Celkova velikost ostatnich
stromt, je nejvys Ng4, proto jejich nejvyssi fdd je nejvys log, Ng a na ndrist potencidlu ®; zptsobeny
témito stromy potencidl @3 stadi.)

Operaci Meld implementujeme jednoduse tak, Ze spojime seznamy kofend stromi hald. Rozbor
slozitosti je komplikovan jen tim, Ze dosud oddélené rozbory pomoci potencialti nemtzeme dale vnimat
oddélené. U potencidli ®o, ®; a ®2 to neptinasi komplikace, a protoze nerovnost log, N1 + log, N2 =
log, N1 - No > log, (N1 + N2) plati pro N; > 2, vzroste spojenim hald potencidl ®3 nejvys o konstantu.

Implementaci operace Insert mutzeme vnimat jako Meld nové vytvorené jednoprvkové haldy s jiz
existujici haldou. Vytvofenim jednoprvkové haldy vzrostou potencidly &y a ®2 o konstantu. Celkova
cena zlUstava jednotkova a rozbor ostatnich operaci zlistava zachovan.

Zbyva implementovat operaci Decrement. Uvédomme si, Ze sniZzenim hodnoty priority mize byt
zneplatnéna pouze hrana porovnani vedouci z adresovaného prvku. Vzhledem k tomu, Ze chceme minima-
lizovat pocet porovnavani, nebudeme zkouset, zda ke zneplatnéni skuteéné doslo a hranu prohlasime za
neplatnou a odstranime ji. Tim sniZime ¥ad otce adresovaného prvku (pokud by z adresovaného prvku
z4dné hrana nevedla, nemusime délat nic). Vznikly strom zafadime pomoci operace Meld ke zbytku
haldy. Pokud bychom timto implementaci operace Decrement ukondili, porusili bychom tim invariant
zkosti (odebiranim vnukt vznikaji Siroké stromy). UkéZeme Ze stadi jednoho z fadnych syntt prohlésit
za nefadného (snizit ¥4d prvku), kdykoli néjakému synovi byl podruhé snizen ¥ad. Pfi prvnim sniZeni
fadu vrcholu v vrchol v zacernime, pfi druhém snizeni fadu vrchol v odc¢ernime a jeho otci fad snizime
(je-li kladny). P¥i odstranéni hrany vedouci z vrcholu v vrchol také odéernime. Kazdé snizeni fadu bez
odstranéni syna zvySuje potencidl ®; o 1 a navic nas stoji konstantni ¢as t5. Odstranéni syna zvysuje
potencialy &y a ®5 o 1.

Jeden Decrement mize vyvolat sérii k snizovani fadd, pficemz bude nejvys jeden prvek o¢ernén
a k — 1 prvka odéernéno. Zavedeme-li potencidl &, rovny poc¢tu ocernénych vrcholli, nepokazime tim
rozbor ostatnich operaci, protoze ty pocet oCernénych vrcholti nezvysuji. Naopak jsme timto potencidlem
schopni zaplatit nartisty potenciadlu ®; i casy spojené se snizenim Fadu vrcholu i s pfebarvenim. VUci
potencidlu (g + @1 + Po + P35 + Dy) - t1 + Dy - t2 je cena operace Decrement konstantni.

Zbyva overit platnost invariantu tzkosti pfi zvolené strategii zacernovani vrchold. Minimalni velikost
stromu rfadku k ozna¢me Hj. Odcislujme fadné syny vrcholu od 0 dle pofadi pfipojeni. Pro Hj plati
H, = Hy+ Zf;ll H;_1, protoze pii pripojeni byl syn s ¢islem ¢ fadu alespon %, nyni je tedy fadu alespon
i — 1. Dostéavéame Hy, 1 — Hy = (Ho+ Y% | H; 1) — (Ho+Y1—] H; 1) = Hy_, a znamy charakteristicky
polynom A2 = X\ + 1 Fibonacciho posloupnosti. Resenim je zlaty fez a linedrni kombinace posloupnosti
(1 £+/5)/2)k. Stromy jsou tedy (1 4 v/5)/2 tizké.
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Nyni po ukoncéeni matematického rozboru naznacime implementacni detaily. Prvni drobnou kom-
plikaci by mohlo byt to, Ze potfebujeme pfistupovat k synim stroma porovnavani a arita téchto stromu
neni shora omezena. Pfirozenou implementaci je udrzovat mnozinu synu vrcholu s tim, Ze otec pouze
odkazuje na tuto mnozinu. Vzhledem k tomu, zZe pfi operaci DeleteMin z mnoziny synt vytvaiime mno-
zinu stromt haldy, je uzitetné pouzit tutéz reprezentaci. Mnoziny stromi spojujeme pfi operaci Meld,
z mnoziny synt vrcholu odstranujeme urceny prvek pii operaci Decrement. Pti operaci FindMin
potfebujeme postupné v libovolném poradi pristoupit ke vSechm prvkém mnoziny stromti. Pfirozenou
reprezentaci splitujici tyto pozadavky je obousmérny spojovy seznam (zpétny seznam cyklicky). Kofeny
stromd hald budou udrzoviny v takovémto seznamu, mnozina syni libovolného otce je téz takovyto se-
znam, otec ukazuje na prvniho ze svych synt. Je-li v mnoziné stromia haldy jediny strom, je jeho kofen
minimem.

Druhou drobnou komplikaci je reprezentace mnoziny fada v prubéhu operace FindMin a s tim
souvisejici reprezentace fadu prvkd haldy. Jednou z moznosti je udrzovat jeden globalni obousmérny
seznam moznych Fada prvka a reprezentovat fad prvku haldy pomoci odkazu do tohoto seznamu (tento
seznam se miize automaticky prodluzovat). Pfi zvétseni fddu posuneme odkaz na naslednika v seznamu
a pii snizeni na predchtidce. V pribéhu operace FindMin pak pouZijeme globalni obousmérny seznam
k reprezentaci prislusné mnoziny. Prvni strom daného fadu nastavi zpétny ukazatel z globalniho seznamu
fadd. Druhy strom daného rfadu tento odkaz pouzije a vynuluje . ... Pokud mizeme pouzivat nepfimou
adresaci, je mozno pouzit ,globalni pole“, ale automatické prodluzovani stejné musime implementovat,
nemame-li dobry odhad logaritmu velikosti haldy. Dalsi komplikaci p¥inési fakt, Ze potfebujeme efek-
tivné vyjmenovat nepospojované stromy. To miizeme vytesit tim, Ze strom z piivodniho seznamu stromi
odstranime az tehdy, kdyz jej pfipojujeme k jinému stromu v seznamu. Vzhledem k tomu, Ze obou-
smérné seznamy jiz pri implementaci potfebujeme, priklanim se k reprezentaci s globalnim seznamem.
V takovém pfipadé reprezentace vyZaduje pro obecny prvek haldy barvu, (odkaz na) hodnotu priority a
reprezentovany objekt, odkazy na otce a syna, odkazy na mladsiho a starsiho bratra a odkaz na 1ad.

Na zavér se zopakujeme implementaci jednotlivych operaci, nyni jiz nekomplikovanou rozborem
slozitosti:

Operace Insert vytvori zdznam pro jeden prvek, prvek oznadi jako bily (nebude ¢erny), zaeviduje
(odkaz na) hodnotu priority a reprezentovany objekt, odkazy na otce, syna i starstho bratra nastavi na
prazdné, odkaz na mladsiho bratra ukéze na sebe (cyklicky seznam) a odkaz na fad nastavi na zacatek
globalniho seznamu. Pak zavold Meld na ptivodni haldu a tento prvek. Nakonec vrati odkaz na vytvoreny
zaznam pro pripadnou budouci adresaci operaci Decrement.

Operace Meld spoji obousmérné seznamy dvou hald (vyuzijeme cykli¢nosti zpétného seznamu k
nalezeni posledniho prvku), haldu reprezentuje odkaz na prvni prvek vysledného seznamu (musi fungovat
i pro prazdny seznam).

Operace DeleteMin zavola nejprve FindMin, haldu nyni reprezentuje odkaz na minimum, pfi-
slusny zdznam odstranime, soucasné ale zajistime, aby haldu reprezentoval prvni syn odstranovaného
prvku.

Operace FindMin prochéazi seznam stromt, vzdy si zapamatujeme, kde seznam pokracuje a s ak-
tudlnim kofenem provedeme nasledujici akci: Pokud globélni seznam dle fadu kofene nékam odkazuje,
pak odkazuje na kofen stejného fadu. Pouzijeme a odstranime odkaz, porovname hodnoty priorit a kofen
s vétsi hodnotou pfesuneme z ptuvodniho seznamu do seznamu syni druhého kofene, zaroven novému
synovi zaevidujeme novy kofen jako otce. Novému kofeni zvétsime fadd (posun v seznamu Fadt) a akci
zopakujeme. Pokud globalni seznam dle fadu kofene nikam neodkazuje, pak pouze zaevidujeme odkaz na
tento koten a akce konéi. Po ukonceni priichodu mame od kazdého fadu nejvys jeden strom. Projdeme je
jesté jednou, pri¢emz odstranime zpétné odkazy z globalniho seznamu, kofeny pritom po dvou porovnéa-
vame a opét kotfen s vétsi hodnotou presouvame z puvodniho seznamu do seznamu synu druhého korene a
nastavujeme otce novému synovi. Rady kofentt nyni neménime. Na konci priichodu méme jednoprvkovy
seznam obsahujici minimum. Vratime odkaz na jim reprezentovany objekt.

Operace Decrement presune adresovany prvek ze seznamil bratri do seznamu stromu haldy. Ad-
resovany prvek odcerni, zapamatuje si odkaz na otce a odkaz vyprazdni. Byl-li odkaz na otce prazdny,
oparace konc¢i. Jinak s otcem provadime nasledujici akci: Posuneme odkaz na fad dold, nebyl-li prvni
v globalnim seznamu (pfedchidce prvniho prvku globalniho seznamu odkazuje na sebe sama). Je-li otctiv
otec prazdny, operace konéi. Zkontrolujeme Cernost otce. Neni-li cerny, ocernime jej a operace konci. Je-li
otec Cerny, od¢ernime jej a zopakujeme akci s jeho otcem.
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A jeSté poznamky:

Pokud bychom netrvali na optimalizaci po¢tu porovnani, mohli bychom provadét operaci FindMin
po kazdé jiné operaci. Dostali bychom ,Jednostromové Fibonacciho haldy“. V takovém pripadé muze
byt tato operace optimalizovina podle toho, po jaké operaci je provedena. (Po operacich Insert, Meld
¢i Decrement spojujeme dva stromy, muzeme proto vynechat praci s globalnim seznamem. Po operaci
DeleteMin méame dost ¢asu na projiti globalniho seznamu az po nejvyssi fad v haldé. V obou pfipadech
nepotiebujeme udrzovat ptivodni seznam stromd.)

Pokud vime, Ze nebudeme potfebovat operaci Decrement nepotfebujeme barvu, odkaz na otce,
staCi jednosmeérny seznam bratri, globalni seznam by také mohl byt jednosmérny. Kvili operaci Meld
potrebujeme odkaz na posledni prvek seznamu stromii nebo musi byt seznam cyklicky. Implementaci
operace FindMin pi#i pouziti jednosmeérnych seznamii také musime pozménit (pii pouzivani FindMin
po kazdé operaci to ne¢ini problém).

Abuaiadh a Kingston se zabyvali implementaci s operaci Delete misto operace DeleteMin, kdy
provadime cCastéji operaci Delete nez operaci FindMin. Ukazali, ze je-li operace FindMin pouzita T
krat, Decrement D krat a ostatni operace dohromady N > T krat, pak vysledny ¢as bude O(N log T +
N + D). Navic je v ¢lanku ukézano, Ze pro libovolnou strategii porovnévéani existuje posloupnost operaci
(a vysledkti porovnani), kterd asponi Q(NlogT + N + D) porovnéni vynucuje (pfitom T — 00).

Pokud by aplikace operaci Delete vyzadovala, postupovali bychom jako pfi operaci Decrement,
pouze misto zafazeni adresovaného prvku do seznamu stromt bychom zaradili syny adresovaného prvku
do seznamu stromi a adresovany prvek bychom odstranili. Tim by potencial ®q vzrostl o fad adresova-
ného prvku a tolik, o kolik by poklesl potencial ®;. Zaroven by po operaci musel byt naplnén potencial
®; (podstatné pii prvnim Delete). Cena operace by tedy byla O(log N). Tak jak je v citovaném ¢lanku
ukazano, celkovy souet fadi K vrcholt haldy je nejvys O(K(1 + log(N/K))) a proto provedeni K
operaci Delete nepferusenych operaci FindMin stoji O(K (1 + log(N/K))). Po chvili po¢itani z toho
dostaneme, ze N operaci Delete prolozenych T < N operacemi FindMin (a dal$imi operacemi tak,
ze velikot haldy nepfesdhne N) stoji O(N(1 4+ log(T 4 1))) (po¢itali jsme ceny pouze operaci Delete a
FindMin).

Odkazy:

[FT] Fredman M. L. & Robert Endre Tarjan ”Fibonacci heaps and their uses in improved optimi-
zation algorithms”, Journal of the ACM 34(3), 596-615

[AK] Diab Abuaiadh & Jeffrey H. Kingston ” Are Fibonacci Heaps Optimal?” Technical Report Num-
ber 476, January 1994, The University of Sydney (http://www.cs.usyd.edu.au/research/tr/tr476.pdf)
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7. Prohledavani

Prohledéavani grafa ¢i stromt je jednou z necastéjsich aplikaci nedatabazovych algoritmu. Zdanlivé
nejsnazsim tkolem prohledévani grafii je nalezeni néjakého vrcholu (¢i cesty do takového vrcholu) spliiu-
jiciho predepsanou podminku. Obcas nasim cilem neni nalezeni konkrétniho vrcholu, ale pouze prichod
vSemi vrcholy grafu v algoritmem urceném pofadi. V takovém pripadé se pii pruchodu grafem snazime
spocitat néco, co se nam bude pozdéji hodit. Nejprve se budeme soustfedit na prvni tlohu, pozdéji se
budeme vénovat i moznostem dalsich vypocti.

Hlavnim trikem pfi prohledavani grafa je zabranit tomu, abychom néjakou ¢ast grafu prohledavali
opakované. Pritom nesmime zadnou dosazitelnou ¢ast grafu vynechat. K tomu, abychom zadnou dosa-
zitelnou ¢ast nevynechali stac¢i, kdyz pro kazdy jednou dosazeny vrchol prohledame nékdy vSechny jeho
sousedy. V principu jsou dvé moznosti jak to provést. Bud vSechny sousedy ihned zafadime mezi vr-
choly, které bude potieba v budoucnu prohledat nebo mame sousedy vrcholu néjak sefazeny a zacneme
prohledédvanim prvniho dosud neprohledaného souseda. Ve chvili, kdy prohledani tohoto souseda skon¢i,
za¢neme prohledévat souseda dalsiho.

Pr1i volbé prvni moznosti zavisi na tom, jakym zptisobem reprezentujeme mnozinu prvki k dalsimu
zpracovani. Vysledkem mutize byt prohleddvéani do $itky, pouzijeme-li frontu (prvni zafazeny bude prvni
vyfazeny), vysledkem mutze byt prohledavani do hloubky, pouZijeme-li zdsobnik (posledni zafazeny bude
prvni vyfazeny), vysledkem nebude ani prohleddvani do $ifky ani do hloubky, pouZjeme-li napfiklad
haldy (mame-li uréeny priority dalsiho postupu).

Pri volbé druhé moznosti dostaneme prohledavani do hloubky.

U malych graft které mohou byt vstupem algoritmu nezalezi pfili§ na tom, kterou z moznosti
pouzijeme. U vétsich grafii, naptiklad na ,implicitnich® grafech, kde je dan pfedpis, jak je z identifikatoru
vrcholu mozno generovat identifikdtory jeho sousedti (piikladem je graf moZnjych obarveni Rubikovy
kostky, hrana odpovidd zméné obarveni pfi otoéeni nékteré ze stén), je rozdil mezi prvni a druhou
volbou velice vyrazny. P¥i pouZiti prvni volby algoritmu pamét pocitace nebude stacit ani v p¥ipads, Ze
hledany vrchol je vzdalen od pocateéniho vrcholu jen ,nepatrné®.

Pii prohledavani malych grafi neni tézké zabranit tomu, abychom néjakou ¢ast grafu prohledavali
opakované — staci abychom jiz navstiveny vrchol oznadili. Pokud vime, Ze pfed spusténim algoritmu neni
zadny vrchol oznacen, je situace mnohem jednodussi. Pokud o oznaceni vrcholi pfedem nic nevime, je
nejjednodussi vrcholy ¢islovat a soucasné ukladat do pomocného pole zpétné odkazy. Zpétny odkaz nam
umoznuje zkontrolovat, zda ¢islo u vrcholu je ndhodné, ¢i se jedné o ¢islo pridélené v prubéhu ¢islovani.

Pii prohledavani implicitnich graf nemusime mit dostatek paméti, kde bychom mohli vrcholy grafu
oznacovat. V takovém piipadé pouzijeme co nejvic dostupné paméti a misto oznac¢ovani do ni vrcholy
hashujeme. Vzhledem k tomu, Ze nemame prostor na feseni pfipadnych konflikt, konflikty v tomto pii-
padé nefesime a nové oznaceny vrchol tak mize néjaky jiny vrchol odznacit. Snazime se pouzit hashovaci
funkci takovou, aby konflikty pfili§ neovliviiovaly chovéani algoritmu. Jsou-li sousedé konfliktnich vrchola
hashovani odli$né, je odznaceni konfliktného vrcholu nepodstatné, protoze jeho jiz prohledani sousedé
ziistanou s velkou pravdépodobnosti oznaceni.

Jak tedy mtzeme implementovat prohledavani implicitnich graft tak, abychom i s ,malym“ mnoz-
stvim paméti méli, v pfipadé malé vzdalenosti od pocateéniho vrcholu, Sanci na tspéch? Stanovime si
vzdalenost od pocateéniho vrcholu, do niZ jsme ochotni graf prohleddvat a prohledame graf do hloubky.
Na zésobnik pfitom uklddame misto vSech sousedii prohledavaného vrcholu pouze vrchol s poradim do-
sud neprohledaného vrcholu. Evidujeme aktudlni hloubku zasobniku (vrcholu) a pokud by prekrodila
stanovenou mez, prohledavani vrcholu ukonéime. Navstivené vrcholy oznacujeme hashovanim. V hasho-
vaci tabulce udrzujeme dosazenou hloubku vrcholu. Pokud byl jiz vrchol oznacen v hloubce nepfesahujici
hloubku aktudlni, prohledavani tohoto vrcholu ukonc¢ime. U grafi, kde je velky stupen vrchola byva cas
prohledani grafu do hloubky h zanedbatelny vuci ¢asu prohledani grafu do hloubky A + 1. Proto neni
problém postupné prohledat hloubky 1, 2, ... dokud nenarazime na hloubku, v niz se hledany vrchol na-
chazi. A¢ takovy algoritmus pouziva zanedbatelné paméti oproti prohledavani do Sifky, je ¢as takového
algoritmu s ¢asem prohledavani do Sirky srovnatelny.

Pii prohledavani obrovskych implicitnich grafi by ¢asto prohledavani do sitky nebylo tspésné ani
z duivodu prekroceni vyhrazeného ¢asu. Bez dodateénych informaci neni takové tloha fesSitelna. Mnohdy
je ale mozno n&jakym zpiisobem pro vrcholy implicitniho grafu (neboli ,pozice*) zdola odhadnout vzdé-
lenost k hledanému cili. Pokud takovy ,heuristicky“ odhad ziskdAme mnohem rychleji nez prohledanim
prislusné casti grafu a navic je tento odhad dostateéné presny, umozni ndm to prohledavani do Sirky
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vyrazné urychlit. Pfedpoklad, Zze odhad se pro dvé sousedici pozice bude liSit nejvys o 1 neni nepfiro-
zeny. V takovém piipadé miuzeme pouzit modifikované prohleddavani do sitky, kdy udrzujeme soucasné
t¥i fronty. Do prvni davame sousedy prohledavané pozice, pokud je pro né heuristicky odhad nizsi. Do
druhé fronty davame sousedy, pokud je pro né heuristicky odhad stejny a do tfeti frony sousedy s horsim
heuristickym odhadem. Zpracovavame pozice prvni fronty, dokud se nestane, Ze je tato fronta préazdna.
V takovém pfipadé precislujeme fronty a zalozime novou ,tfeti“ frontu. Pokud bychom neméli garanto-
vano, ze se heuristické odhady sousedicich pozic lisi nejvys o 1, mohli bychom pouzit prioritni frontu.
Logaritmicky Cas navic bude nejspis lepsim pofadim prohledavanych pozic vykoupen. Efektivita tako-
véhoto algoritmu tusim pojmenovaného A* zavisi na kvalité heuristického odhadu. Pokud by odhad byl
naprosto presny, byl by ¢as algoritmu roven poctu hran nejkratsi cesty a hran z ni vybocujicich krat
¢as na vypocet jednoho heuristického odhadu. Cim horsi je heuristicky odhad, tim vice trpi algoritmus
problémy prohledavani do sitky.

Metoda postupného prohlubovani, kterd hlavni neduhy prohledavani do sitky fesila je pouzitelna i
pfi prohledavani s heuristickym odhadem. V tomto pfipadé je ale uziteéné zmeénit poradi sousedd pri
prohledavani a nejprve prohledévat vrcholy s mensim heuristickym odhadem (1igi-1i se heuristické odhady
nejvys o 1, jednd se o konstantni zdrzeni, obecné je zdrzeni nejvys logaritmické v maximéalnim stupni
vrcholtl). Stadi prohleddvani do hloubky modifikovat tak, ze ukon¢ujeme prohledavéani pozice, pokud jeji
vzdalenost od pocatecni pozice a heuristicky odhad vzdalenosti do cilové pozice prekroci stanovenou mez.
Vyhoda prohledévani do hloubky se muze projevit pfi vypoctu heuristického odhadu. Pfi prohledavani
do sitky muzeme vychazet pouze z aktualni pozice, pfi prohledavani do hloubky mizeme vyuzit i me-
zivysledky vypoctu heuristiky pro sousedni vrchol. Pfi oznacovani vrcholt je v tomto pripadé uzitecné
hashovat jak aktualné dosazenou hloubku, tak heuristicky odhad vzdalenosti do cile. Mezivysledky ulo-
zené v hashovaci tabulce pri prohledédvani do hloubky h vyrazné urychluji prohledavani do hlubky h+ 1.
Popsany algoritmus byva oznacovan I D A*.

Vratme se k prohledédvani maljch grafi. U nich paméfové a céasové naroky velikosti poc¢tu hran a
vrcholi necini problém a vybér zptisobu prohledavani zavisi na dalSich pozadavcich algoritmu. Pokud
je nasi snahou nalézt nejkratsi (co do poctu hran) cestu vedouci z poéateéniho do cilového vrcholu,
bude prohledévani do Sifky lepsi. Pokud ale nasi snahou je néco o grafu spocitat, je Casto zpracovani
v poradi lokdln& zachovéavajicim sousednost uzitecndjsi. V lokalnich proménnych miZeme shromazdovat
informace z prochazenych podstromt pod jednotlivymi sousedy vrcholu a z téchto informaci pro pod-
stromy vytvorit novou informaci z ,,vétsiho podstromu®. P¥i zpravocani poc¢atecniho vrcholu pak ziskame
informaci o celém prohledaném stromé(éi grafu). Ptikladem je uréovani komponent hranové ¢i vrcholové
dvousovislosti, testovani rovinnosti grafu, uréovani komponent silné souvislosti(v orientovaném grafu).

Pro prohledévani do Sitky zndm jedinou netrividlni aplikaci ... pfi pokusu aplikovat metodu rozdél a
panuj na rovinné grafy se ndm hodi rozdélit graf s n vrcholy na dvé ¢asti, kde vétsi z nich ma nejvys 2n/3
vrcholli a jejichz hranice je tvofena nejvys 44/n vrcholy. V prvni ¢asti rozdélovaciho algoritmu je pouzito
prohledavani do sifky, pro dokonceni algoritmu je potfeba pouzit prohledavani do hloubky (rozdélovaci
algoritmus pracuje v ¢ase O(n)).

Zde uvedené metody prohleddvani funguji pro orientované grafy, tedy i pro neorientované grafy.
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8. Rekurence

Nasleduje ukazka priblizného feseni rekurence ...rekurence ze ¢tvrtého piikladu ivodni kapitoly.

Vypocet rekurence t(n) = maxy<n/2(t(k)+t(n—Fk)+min{n, cklogn}) = max{max,<,/(ciogn) t(k)+
t(n — k) + cklogn, mafon/(clogn) t(k) +t(n—k)+n}.

Prvni odhad (k = n/2): t(n) > nlogn. Odtud t(n) = max{maxp<n/(clogn)t(k) + t(n — k) +
klogn,t(n/(clogn)) 4+ t(n —n/(clogn)) + n}.

Z prvniho odhadu t(n) > (n/clogn) - (logn — log(clogn)) + (n(1 — 1/(clogn))) - (logn + log(1 —
1/(clogn)))+n =n/c—nlog(clogn)/(clogn)+nlogn—n/c+n(l1—1/(clogn))log(l—1/(clogn))+n =
nlogn — nlog(clogn)/(clogn) + n(l — 1/(clogn))log(l — 1/(clogn)) + n. Vyraz (1 — z)log(l — z) =
(1 — x)log(e)In(1 — ) v okoli 0 mizeme odhadnout pomoci —z(1 — z)log(e), tedy dostdvame t(n) >
nlogn —nlog(clogn)/(clogn) —n(1 —1/(clogn))loge/(clogn) + n.

Zkusme hledat t(n) ve tvaru t(n) > K(n) - nlogn. Kde K(n) bude velmi pomalu rostouci funkce
(K(n/(clogn)) =~ K(n(1 —1/(clogn)) ~ K(n)).

Dostaneme rekurenci ¢(n) > K (n)((n/(clogn)) - (logn —log(clogn)) + (n(1 —1/(clogn))) - (logn +
log(1—1/(clogn)))) +n = K(n)(n/c—nlog(clogn)/(clogn) +nlogn —n/c+n(l—1/(clogn))log(l —
1/(clogn)))) + n = K(n)(nlogn — nlog(clogn)/(clogn) +n(1 — 1/(clogn))log(l — 1/(clogn))) + n =
K (n)(nlogn — nlog(clogn)/(clogn) —n(1 — 1/(clogn))loge/(clogn)) + n.

Pokud bude K (n)nlog(clogn)/(clogn) ~ n, budeme znét dostateéné presny odhad ¢(n). Volme
K(n) = K-(clogn)/log(clogn). Pak K (n/(clogn)) = K-c(logn—log(clogn))/log(clogn—clog(clogn))
vyhovuje nasim pozadavkam.

Mame tedy t(n) = Kenlog® n/ log(clogn).

Kontrolni dosazeni: t(n) = Kc¢(n/(clogn))(logn—log(clogn))?/log(clogn—-clog(clogn))+Ken(1—
1/(clogn))(logn+log(1—1/(clogn)))?/log(clogn+-clog(1—1/(clogn)))+n ~ Kc(n/(clogn))(log® n —
2lognlog(clogn) + log?(clogn))/ log(clogn — clog(clogn)) + Ken(1 — 1/(clogn))(log? n — 2loge/c +
log® e/(c*log®n))/ log(clogn — loge/ logn) + n. Dalsi tpravou t(n) ~ Knlogn/(log(clogn)) — 2Kn +
(Kenlog®n — Knlogn)/log(clogn) +n = Kenlog® n/log(clogn) +n — 2Kn. Stadi K ~ 1/2.12347?

Pro k = n/(clogn) dostavame vzhledem k tomu, ze t'(n) ~ Kclog®n/log(clogn) a t(n — k +1) +
t(k—1) —t(n — k) —t(k) ~ t'(n — k) —t'(k) ~ Kc(logn + log(1 — 1/(clogn)))?/log(clogn + clog(1 —
1/(clogn)))) — Kc(logn —log(clogn))?/log(clogn —clog(clogn)). Dalsi tpravou t(n—k+1)+t(k—1) —
t(n—k) —t(k) ~ Kc(logn —loge/(clogn))?/log(clogn —loge/ logn) — Kc(log? n — 2log nlog(clogn) +
log?(clogn))/log(clogn — clog(clogn)). Po dalsich odhadech t(n — k + 1) + t(k — 1) — t(n — k) —
t(k) ~ Kclog? n/log(clogn)—2K loge/ log(clog n)—Keclog? n/ log(clog n)+2K clog n— Kclog(clogn) ~
2Kclogn < clogn. Proto je maximum v puvodni rekurenci nabyvano zhruba v bodé n/(clogn) a
vysledek je zhruba cnlog® n/2.12347log(clogn).
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9. Spojovani trid ekvivalence
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10. Reprezentace kostry
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