1. Viz feSeni pisemky z 4.5.2004. Je dilezité si uvédomit, Zze se snazime nejen, aby nova gramatika
generovala vSe co gramatika pivodni, ale také to, aby negenerovala nic navic. Dikaz by mél ukazat jak k
odvozeni v nové gramatice nalezneme odvozeni v gramatice ptivodni (permutace provadéni pravidel tak,
abychom dostali posloupnost bloka pouzitych pravidel, kde kazdy blok odpovida jednomu ptivodnimu
pravidlu).

2. Jednoduchou tivahou zjistime, Ze se jednd o jazyk slov obsahujicich bud aabb nebo bbaa. Takovy
automat dostaneme konstrukci dosazitelnych stavi kartézského soucinu automatu pfijimajiciho slova
obsahujici aabb a automatu pfijimajicitho slova obsahujici bbaa (lisi se jen piehozenim pismen a < b).
Vznikly automat mtzeme jiz pii konstrukei zredukovat ztotoZnénim koncovych stavi (v nichZ automat
setrvava). Standardnim postupem zkontrolujeme, Ze automat je jiz zredukovany (tabulka viz pfiklady z
pfedchozich let).

3. To ze pumping lemma vyvrati jak regularitu tak bezkontextovost jazyka {a"2} nebude tézké
ukazat. Je-li k delsi nez maximalni mozny soucet délek pumpovanych ¢asti v dostatecné dlouhém slové
T € {a"2 }, pak nutné pumpovanim dostavame posloupnost slov, jejichz rozdil délek je nejvys k. Vezmeme-
li v této posloupnosti slovo y = a™ delsi nez k2 (pak nutné nasledujici prvek do {a”Q} nepatii protoze
(m+1)2-m?2=2m+1>k.

Nebudeme se proto pokouset hledat gramatiku typu 3 ¢i 2, pokusime se nalézt gramatiku typu 1 tedy
monoténni. Slova délky 0 ¢i 1 vygenerujeme piimo, slova délky asponi 22 budeme generovat ,,programem®.
Nejprve vygenerujeme zarazky # a mezi nimi stejny pocet symboli — a «— s tim, zZe < jsou vzdy napravo
od —. Pak nechdme postupné ,Sipky“ bézet smérem, kam ukazuji s tim, ze pri kazdém prekiizeni Sipek
vznikne neterminal A, ktery se nakonec pfeméni v a. Sipky mohou beztrestné preskakovat A, pfeskodenim
zarazky # je Sipka nahrazena aa. Zarazky # mohou preskakovat A, ale pfeskokem se z A stava a. Dvé
sousedici zardzky ## jsou nahrazeny aaaa (existuje mnoho jinych rovnocennych programi/gramatik):

S = Mal##|#S'#
S 5 5§ — | —
—— = — A—
A— — — A
#— —  aa#t
—# —  #aa
#A —  a#f
A# —  Ha
## —  aaaa

Kolik znikne symboli a? Je-li nejprve vygenerovano k dvojic sipek, pak pfi jejich kfizeni vznikne
k2 neterminaltt A. Kazd4 sipka zanikne pfeskodenim zardzky, takto vznikne 4k pismen a. Z kazdého A
vznikne pteskokem zardzky a, a s dvojici zardzek zménénou na aaaa to je dohromady (k + 2)? pismen a.

4. Automat s jednim kaminkem . ..pFevod na nedeterministicky (jednocestny) automat:

Za¢neme jinou konstrukci pfevodu z nedeterministického dvoucestného automatu Ay na jednocestny
nedeterministicky automat A:

Definujeme smérové prechodové funkce. Jsou to funkce zévislé na jednostranném kontextu pozice
ve vstupnim slové. §;, a ¢, jako funkce Qo — P(Qo) nésledovné: ¢’ € 6. (q) pravé kdyz existuje vypodet
dvoucestného automatu vzniklého z Ay ndhradou ¢ za pocatecni stav na slové w, ktery toto slovo opusti
vlevo ve stavu ¢’. Obdobné ¢’ € d;, (q) pravé kdyz existuje vypocet dvoucestného automatu vzniklého
z A nadhradou ¢ za pocateéni stav a zménou smért pohybu na slové w’, ktery toto slovo opusti vlevo
ve stavu ¢'. Trividlné 65 a 65" jsou konstantné (.

Stavem automatu A bude trojice znaka abecedy rozsifené o blank a, a, a™, dvojice smérovych
prechodovych funkei 0, 7 a mnozina stavii S automatu Ao uzaviena jak na J,cg9a,(q,a)" {—} 057,
tak na quS 0a,(g,a) {1} od.

Velikost mnoziny stavii automatu A je koneéna — presnéji mensi nez

3. (2\90\)@0\ . (2@0\)\@0' .9lQol — 33 . 92/Qol*+/Qol

Interpretace vyznamu stavu automatu v pfijimacim vypoctu je nasledujici: Je-li hlava automatu

’ 2 — _ — — S —
pod k-tym pls.menem-slova T1T2 - Tn, pak ¢~ = xp_1, @ = T, 4 = Tpy1, 6 = Ot an 0 =
Oppiy..w, @S je mnozina stavii, do nichz se automat Ag mize dostat na k-té pozici slova 1 ... ,.



Stav automatu A je podatecni, pokud a* je blank, 6 je konstantné () a S je uzédvérem mnoziny
pocatecnich stavii automatu Ag vici U,cgd4,(q,a) {—} 007,

Stav automatu A je koncovy, pokud a™ je blank, 6 je konstantné 0 a (x): U,cg04,(q; @) {—}
obsahuje koncovy stav.

Pfechodova funkce automatu A:

Musime stanovit, za jakych podminek pro stavy (ai,a1,a7,0; ,d77,51), (a5, a2,a5”,85,057,52)
automatu A plati (a5, a2,a5",95,05°,52) € da((ay ,a1,a77,97,077,51), x):

Nutnou podminkou je z = a1 = a5, a]” = aa.

Dalsi nutna podminka je kompatibilita 657, ;- a a1 a kompatibilita 67, §;” a as: Pfedpokldadame,
ze pro né&jaké w je 67 = ;- a ovéiujeme, Ze pro totéz w je o5 = 0, . (obdobné predpokladame,
ze pro néjaké w™ je 03" = d,- a ovéfujeme, ze 67 = J,..,,—). Tato podminka znamend ¢” € 05 (¢q')
pravé kdyz pro uzavér S mnoziny {¢'} vici U, cg0a,(q,a1)" {<} 007 je ¢" € Uyes0a,(q:a1) {—
} (obdobné ¢” € 677(q") pravé kdyz pro uzavér S mnoziny {¢'} vaci U,cg04,(q,a2)" {—} 003" je
q" € U,es 94, (g,a2)"{<}). Posledni nutnou podminkou je vzajemna kompatibilita Si, a1, S2, as a
d5" (a kompatibilita S, az, S1, a1 a 07"). Musi byt Sy uzavérem mnoziny g, 04,(g,a1)"{—} viei
%Jq%% )(5A0 (g,a2)"{—}0d5" (a S1 musi byt uzdvérem mnoziny | ¢, 04,(¢, a2)" {<} vici U, cg, 04,(q; a1)" {<}

007 ).

Pokud existuje ptijimaci vypocet automatu A, pak existuje i pfijimaci vypocet automatu Ay: Pte-
chodové funkce garantuji, ze znaky abecedy byly uhodnuty v souladu s interpretaci. Pfechodové funkce
0 zakdédované ve stavech v priub&hu vypoc¢tu odpovidaji uvedené interpretaci, protoze poc¢atecni stav ji
odpovid4 a kompatibilita garantovand pfechodovou funkci zajistuje indukéni krok dle vzdélenosti hlavy
od pocatku slova. Obdobné prechodové funkce §— zakddované ve stavech v pribéhu vypoctu odpovidaji
uvedené interpretaci, protoze koncovy stav ji odpovida a kompatibilita garantovana prechodovou funkci
zajistujé indukéni krok dle vzdalenosti od konce slova. Vzhledem k tomu, Ze mnoZiny S vznikaji jako
uzavéry z mnoziny pocatecnich stavi stroje Ay kompatibilné s pfechodovou funkei stroje Ag i se smé-
rovymi prechodovymi funkcemi odpovidajicimi vstupnimu slovu a vzhledem k vlastnosti (x) koncového
stavu stroje A, pfijimaci vypocet automatu A garantuje existenci pfijimaciho vypoctu stroje Ag.

Na druhou stranu, existuje-li pfijimaci vypocet stroje Ay, pak stavy, uhodnuté v souladu s interpre-
taci budou na sebe dle prechodové funkce navazovat a slovo bude pfijato strojem A.

Poznamka: Funkci 6~ a uzavienost ,doleva“ jsme v diikazu nepotiebovali. Indukci zleva je vlastnost
mnozin S mozno dokazat i bez nich (poté co zprava ovéfime interpretaci 67).

Nyni mame jiz jednodussi ¢ast za sebou a muzeme se pustit do pfevodu dvoucestného automatu Ay
s jednim kaminkem na jednocestny automat A:

Nejprve definice dvoucestného automatu s kaminkem: Pfechodovéa funkce je (Q x {0,1}) x (¥ x
{0,1) = P((Q x {0,1}) x {0,1} x {—, —}) s omezenim, 7e pro ((¢', K}), k5, ) € 8((g, k1), (a, k2)) plati
k1 + ko = K|+ K5 € {0,1}. Interpretace je takovd, Ze stroj miize na né&jaké policko polozit kaminek a kdyz
se na policko vrati, kaminek tam bude lezet. Stroj dokéze reagovat jak na to, Ze ma kaminek u sebe tak
na to, ze lezi na daném policku. Poc¢atecni konfigurace je Qo x {1}, v koncové konfiguraci stroj kaminek
mit nemusi.

Zjednoduseni zapisu: Q' = Q x {0, 1} piechodové funkce je (Q' x X x {0,1}) — P(Q" x {0,1} x {«
,—1}), s omezenim, Ze pro (¢',k’,s) € §(q,a, k) plati &’ < k € {0,1} a (k = k1 +k2 a k' = kj) dle puvodni
definice. Interpretace je opét takovd, Ze stroj mize na né&jakém policku zanechat kaminek (k' = 1) a
kdyz se na policko vrati, kaminek tam bude lezet. Zapis nedokéze rozlisit, zda méa kaminek u sebe ¢i lezi
na daném policku.

Necht A; je dvoucestny automat s kaminkem zapsany dle zjednoduSeného zapisu.

,<Kaminkovy vypocet® jsou ty kroky vypoctu, kdy je kaminek zdvizen. Definujeme kaminkové pie-
chodové funkce. Jsou to funkce K(,— q.,—) zévislé na oboustranném kontextu pozice ve vstupnim slové
jako funkce @1 — P(Q1) nasledovné: (¢, s) € k(q), pokud se nedeterministicky stroj A; miZze poprvé
vydat s kaminkem ve sméru s ve stavu ¢’ (odpovida nejbliz§imu moznému kroku néjakého ,kaminkového
vypocétu®).

Na kontextu (w*,a,w™) zavisi vypocet, kdy se stroj A; pohybuje bez kaminku. Dobré zprava je,
7e vypocet bez kaminku stroje A; muzeme uhddnout tak, jak jsme jej hadali pfi simulaci stroje Ag
uhodnutim bezkaminkovych smérovych prechodovych funkci 6, §—. Kaminkovou pfechodovou funkeci
(¢", s) € k(q') jsme pfi znalosti d;,—, a a 6, jiz schopni lokdlné dodefinovat: Necht S je sou¢asny uzavér

2



{q'} viei U es 04, (g0, 1) (=, 1)} 005, aU,eg 04, (g, a, 1) {(+, 1)} 0, pak nutnou a postacujici
podminkou je (¢”, s,0) € qus 04, (g,a,1). Formalné mizeme zavést znaceni k(q') = K(0,,-,a,05,-)(q).
Kde funkce K : (201)@1 x ¥ x (291)@1 — (2Q1x{——}1)@,

Simulace ,kaminkového vypoctu“ bude probihat obdobné jako simulace automatu Agy. Potiz je
v tom, ze kaminkové smérové pirechodové funkce K, K~ zaviseji na proménnych pfechodovych funkcich
k (které zéviseji na oboustranném kontextu). Definujeme x; . pro libovolny seznam piechodovych
funkei x; (nemusi odpovidat zddnému levému kontextu). Definujeme ¢’ € R{T{i}(q) pravé kdyz existuje
vypocet dvoucestného automatu s pocatecnim stavem ¢ na slové délky ¢ ktery se na i-té pozici slova idi
prechodovou funkci x; a ktery toto slovo opusti vlevo ve stavu ¢’. Symetricky je definovano /@{:i}.

Simulaci celého vypoctu mazeme rozlozit na ¢ast, kde je simulovan kaminkovy vypocet a na Cast,
od posledniho poloZeni kaminku (pokud je kaminek poloZen na konci vypoctu).

Stavem automatu A bude trojice znakt abecedy rozsitené o blank a*~, a, a™, dvojice smérovych pre-
chodovych funkei 6, §7, (to uréuje jednozna¢nou kaminkovou piechodovou funkci kK = K (6 ,a,6 7)),
dvojice kaminkovych smérovych funkci £, x—, mnozina stavi S°® automatu A; uzaviend jak
na qus k(q)"{—} ok, tak na qus k(q)"{<} o K7, smér s k pfipadnému mistu posledniho polozeni
kaminku z {«<, 0, e, —}, a mnoZina stavli S automatu A; nasledujici vlastnosti v zévislosti na s: Pro s = e
je S =0, pros = ojeSuzivérem S* nalJ,cg9a,(q, @) {(—,1)}0d7, tak na U, g 04, (g, a) {(+,1)}od =
pro s = o, pro s =« je S uzaviend na {J,cgs04,(q,a)"{(—,0)} 06~ a pro s =— je S uzaviend
na qus d4,(g;a)"{(«,0)} 06 pro s =—.

Velikost mnoziny stavi automatu A je kone¢nd — presnéji mensi nez

3 (2|Q1|)|Q1| . (2|Q1|)|Q1| . (2|Ql|)lQ1\ . (2|Ql|)lQl\ 9l@il . 4. 9l@1] — 433 . 9dl@u*+2IQ1]

; .
Zavedme znaceni Ky, 4. |k = Kazy..zp_1,@p,@pir..tn-
Interpretace vyznamu stavu automatu v pfijimacim vypoctu je nasledujici: Je-li hlava automatu
pod k-tym pismenem slova w = z1Z2...Z,, pak a= = Tp_1, @ = T, &7 = Ty, 07 = Oy 40 s
— — ~ ~ 214 3 Mo X _ — —\ — — —
67 =04, a, (Cemuz odpovida jednoznatné x = K(07,a,07) = Kujk), K7 = K| ey B =
S*® je mnozina stavi kaminkového vypoctu, do nichz se automat A; muze dostat na k-té

-
Ruw|k+1s-+-Rw|n’
pozici slova x7 . ..z,. Na zavér s a S odpovidajici jednomu konkrétnimu kaminkovému vypoctu, jenz je

soucésti prijimaciho vypocétu automatu A;: s je e pokud vypocet pfijimé s kaminkem, s je « kondci-li
vypocet s kaminkem polozenym na pozici < k, s je o konéi-li vypocet s kaminkem polozenym na pozici k
a s je — konci-li vypocet s kaminkem polozenym na pozici > k, S je mnozina stavi, do nichz se automat
A; mohl dostat na k-té pozici slova x; . .. x, poté, co naposledy polozil kaminek ve vypoctu, ktery se jiz
nevrati na policko, na némz na konci vypoctu skoncil kaminek.

Stav automatu A je pocatecni, pokud a~ je blank, § je konstantné (), x je konstantné () a S® je
uzdvérem mnoziny pocatecnich stavii automatu Ay viei U,cge 5(q) {—=}or™ a s € {o,0,—}.

Stav automatu A je koncovy, pokud a™ je blank, §— je konstantné (), k™~ je konstantné () a bud s = e
a (x*): U,ege #(9)"{—} obsahuje koncovy stav automatu A; nebo s € {«, o} a (x): U e 04, (g, @) {(—
,0)} obsahuje koncovy stav automatu A;.

Ptechodova funkce automatu A:

Musime stanovit, za jakych podminek pro dané stavy (aj ,ai,ai’,d; ,077, k1,67, k7, ST, 51, 51),
(a5 ,a2,a37,05 ,05 Ko, Ky Ky, S3,82,52) plati (a5 ,a2,a37,05 ,057, ke, kS, Ky, 53, 82, S2) €
da((as,a1,a77,07 .07, K1, Ky, KT, ST, 81,51),2):

Nutnou podminkou je z = a1 = a5, ai” = aa.

Dalsi nutnd podminka je kompatibilita d57, d; a a1 a kompatibilita 61, d;” a aq: Pfedpokldadame,
ze pro néjaké w™ je 0 = ., a ovéfujeme, ze pro totéz w je o5~ =, ,, . (obdobné pfedpoklddame,
ze pro néjaké w™ je dy° = 0, a ovéfujeme, ze 67 = J,..,,—). Tato podminka znamend ¢"” € 05 (¢q')

pravé kdyz pro uzaveér S mnoziny {¢'} vaci ,cg04,(q,a1)" {<} 0 o7 je ¢" € U, cq0a,(q,a1)" {—}
(obdobné ¢” € ;7 (¢') pravé kdyz pro uzavér S mnoziny {q'} vaci U, cg64,(q,a2)"{—} 053" je ¢" €
quS da, (g, GQ)A{H})'

Dalsi nutna podminka je kompatibilita x5, K~ a k1 a kompatibilita k17, k3~ a ka: Pfedpokladame,
ze pro néjaké slovo funkei k= je k]~ = k- a ovéiujeme, Ze pro totéz k™ je k3 = k. . (obdobné
predpokladame, Ze pro néjaké slovo funkci k™ je §5” = 6,2 a ovéiujeme, ze 0;" = 5,?2_kﬂ). Tato pod-
minka znamend ¢” € k3 (¢') pravé kdyz pro uzaveér S mnoziny {q'} vici |, cqr1(9) {1} o rT je ¢ €
Uges #1(q)"{—} (obdobné ¢” € £7”(¢') pravé kdyz pro uzavér S mnoziny {¢'} vici |, g k2(q)" {—}ory’
jo'd” € U, cs mala) ().



Dalsi nutnou podminkou je vzéjemna kompatibilita S, k1, S3, k2 a k3~ (a kompatibilita S5, ks,
S?, k1 a ki ). Musi byt S§ uzdvérem mnoziny U‘IGSI k1(g)M—1} vaci qusz. k2(q) {—}oky (a S musi
byt uzdvérem mnoziny U‘IGSE Ko (q) M} vadi UQESI k1(qQ) =} o Ky).

Posledni nutnou podminkou je vzajemna kompatibilita s1, S1, a1, s1, Sa, a2, 65~ a d; . Je-li s = o,
pak musi byt sy =« a S (,kompatibilita doprava®) je uzavérem mnoziny (,cg, 94, (¢, a1)"{(—,1)} vici
Uges, 941 (g, a2)"{(—,0)} 0 65 Je-li s2 = o, pak musi byt s; =— a 1 (,kompatibilita doleva“) musi
byt uzévérem mnoziny |J, g, 04, (¢ a2){(, 1)} viiei U, cg, 94, (g, a1)"{(+=,0)} 047") Neni-li ani jedno
z 81, 2 rovno o, pak s; = sy a je-li s; = so =« pak (,kompatibilita doprava“) Sy je uzdvérem mnoziny
Uges, 94, (g, a1){(—,0)} vici U,cg, 04, (¢, a2)"{(—,0)} 065" a je-li s1 = s3 =—, pak (,kompatibilita
doleva®) S1 musi byt uzévérem mnoziny ¢, 94, (¢; a2)"{(+, 0)} viaci U cq, 04, (q,a1)"{(+,0)}od7).

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze dle nasi definice pfijimaci vypocet konc¢i na pravém konci slova, neni
dtvod zavadst stavy kde S # 0 As =— (informace, do jakych stavii se stroj mohl dostat v nepfijimajicim
vypoctu). A neni ani pot¥eba hlidat ,uzavienost doleva“.

Pokud existuje pfijimaci vypocet automatu A, pak existuje i pfijimaci vypocet automatu Aj:

Prechodové funkce garantuji, Ze znaky abecedy byly uhodnuty v souladu s interpretaci.

Prechodové funkce §~ zakddované ve stavech v pribéhu vypoctu odpovidaji uvedené interpretaci,
protoze pocatecni stav ji odpovidd a kompatibilita garantovand piechodovou funkei zajistuje indukéni
krok dle vzdalenosti hlavy od pocatku slova. Obdobné piechodové funkce §— zakddované ve stavech
v pribéhu vypoctu odpovidaji uvedené interpretaci, protoze koncovy stav ji odpovida a kompatibilita
garantované piechodovou funkci zajistujé indukéni krok dle vzdalenosti od konce slova.

Proto jsou jednozna¢né dopocitavané k urceny v souladu s interpretaci a prechodové funkce k—
zakédované ve stavech v priubéhu vypoc¢tu odpovidaji uvedené interpretaci, protoze pocatecni stav ji
odpovid4 a kompatibilita garantovand prechodovou funkci zajistuje indukéni krok dle vzdélenosti hlavy
od pocatku slova. Obdobné prechodové funkce k™~ zakédované ve stavech v pribéhu vypocétu odpovidaji
uvedené interpretaci, protoZze koncovy stav ji odpovida a kompatibilita garantovana prechodovou funkci
zajistujé indukéni krok dle vzdalenosti od konce slova.

Vzhledem k tomu, Ze mnoZiny S® vznikaji jako uzavéry z mnoziny pocatecnich stavi stroje Aj
kompatibilné s prechodovou funkci stroje Ai, jsou i ony v souladu s interpretaci a konci-li vypocet
v koncovém stavu s s = e, pak vSechny stavy vypoc¢tu obsahuji s = e a pfijimaci vypocet automatu A
garantuje existenci pfijimaciho vypoctu stroje A; koncici se zdvizenym kaminkem kvili podmince (x*).
Kondi-li vypocet v koncovém stavu s s € {«, o}, pak mezi stavy vypoctu musel byt pravé jeden stav
s s = o (pfed nim vzdy s =— a za nim vzdy s =) a vzhledem k tomu, Ze na této pozici S vznika jako
uzavéry z mnoziny stavi S°®, d& se indukci doprava dle vzdalenosti od této pozice ukazat, ze S odpovida
interpretaci. K tomu je tfeba vyuzit uzavienosti S a kompatibility ,doprava® garantované prechodovou
funkci. Vzhledem k vlastnosti (x) koncového stavu pak stroj A; pfijima.

Na druhou stranu, existuje-li pfijimaci vypocet stroje A1, pak stavy, uhodnuté v souladu s interpre-
taci budou na sebe dle prechodové funkce navazovat a slovo bude pfijato strojem A.



