TEMATICKE PROBLEMY
Jde o okruhy tvrzeni, dokazatelnych s vyuzitim poznatkt z prednasky.

Booleovské univerzum mnozZin a booleovsky izomorfni struktury.

Pracuje se v teorii ZFC; jejim jazykem je €-jazyk (€). Formule (jazyka s €) je omezend, jsou-li
v ni jen omezené kvantifikace (tvaru (Qz € y)) a je X1, je-li sestavena jen z atomickych a negaci
atomickych formuli pomoci V, A, (Vo € y), (3z). V ZFC je kazda X;-formule ekvivalentni formuli
tvaru (3z)¢ s jistou omezenou formuli .

e Bud B kompletni Booleova algebra. B-booleovské univerzum V) je tiida Uaeon V((XB), kde

— {u; u je funkce & rng(u) C B & (38 < «a)(dom(u) C V(BB))}. (Je V(()B) = (). Kanonické

vnoieni ~: V. — VB definujeme c-rekurzi: # = {(j,1); y € x}. B-formule jsou formule €-
jazyka, rozsifeného o jména c, prvki a € V(P pisme jen a misto c,. Jde tedy o formule tvaru
w(xo/ag, ..., Tn_1/an_1), kde ¢ je e-formule, a; jsou z V&),

e Pro c-formuli (Z) definujeme t¥idové zobrazeni |o(T)| : (V) ) (#) — B nasledovné indukci
dle slozitosti ¢, pricem? [ (z)||(a) znatime | (@), obsirngji [l¢(@)|” a Fikédme, Ze to je booleovskd
hodnota B-sentence ¢(a). Pro atomické formule z € y, = y definujme |z € y| : (V®))? = B a
lz =yl - (V??)? = B: (B1) [la € b = Vacaom(e) b(d) A d = al,
(B2) Jla = bl = Accdom(ay(alc) = llc € b]) A Ascdom) (b(d) = [|d € af).

Definici je fundovanou rekurzi na zékladé relace R: {(c,d) R (a,b) +> ¢ € dom(a) & d € dom(b).
Dale definici rozsifime niZze uvedenymi rovnostmi (B3), (B4), kde ¢ je logickd spojka (unarni —,
binarn{ V, A, —, <), oP odpovidajici operace v B a ¢ je 3[V], OF je \/[N algebry B:

(B3) [([¢] o )@ = lle@I] o 6@l (B4) [(0x)p(z,a)] = 0¥ {lp(b,a)l; b e VD).
e B-formule ¢ je pravdivd ve V(P) | kdyz |V-uzavér ¢| = 1; pokud ¢ je B-sentence, piseme V(B) =
. Pravidlo odvozovani je validni ve V(B), zachovavé-li pravdivost formuli ve V(#)

Plati:
Bud B’ kompletni podalgebra kompletni algebry B. Pak

0) Aziomy predikdtové logiky s rovnosti jsou pravdivé a deduktivni pravidla jsou validni ve VB,

1) a) VB C VB b) Pro kazdou omezenou B’-sentenci o plati ||0HB/ = |o|®
2) Zobrazeni x — & je izomorfizmus struktur V a V@,
3) Pro e-formuli o(T) plati: o(T) & VO | o(F).

Kdyz o je ¥y resp. omezend, plati: o(T) <> VB = o(F) resp. p(T) — VB |= (7).

4) (Princip maxima.) Pro kaZdou B-formuli ¢(z) ezistuje a € VB) s ||(3x)¢| = |l¢(a)].
5) Aziomy ZFC jsou pravdivé ve V(B).

e Zakladni booleovské operace jsou 0,1 nularni, — unarni, V, A binarni. Bud A # () mnoZin
Extraktor (v A) je operace o : P(A) — P(A) takova, Ze o(o(X)) = o(X) pro X C A, 0(0) =
0,0(A) = A. Je booleovsky, kdyZ navic pro kazdé X,Y z rng(o) plati o(X NY) = 0( ) No(Y),
o(XUo(A—-X))=A, o(lA— X) C A— X. Symbol B(o) znadi strukturu s univerzem rng(o) a
zékladnimi booleovskymi operacemi o, kde [X] oY = o([X] o7 V).
e Dvé btruktury A, B téze signatury jsou D-izomorfni, kde D je néjaka kompletni Booleova algebra,
plati-li V(P |: A = B; piseme A =p B. Dale A, B jsou Booleovsky izomorfni, piseme A 2poo; B,
existuje-li D s A &p B

na.

Problémy.

a) Pro booleovsky extraktor o je B(o) kompletni Booleova algebra. Jeji priisek je N, kanonické
usporadani je C a pro ) # S C B(o) je infg(,) S = o(()5) a supg(,) S = o(J ).

b) Bud (P, <) neprazdné usporadani. Pro X C P bud o(X) ={z € P; y <z — gNX # (0}. Pak
o je booleovsky extraktor v P. Algebru B(o) zna¢ime B(P) ¢ B(P, <). (§ = {z € P; x < y}.)



¢) Budte A = (A, R), B = (B, S) struktury, R, S binarni a D bud kompletni Booleova algebra.

Pak A a B jsou D-izomorfni, pravé kdyz existuji uqs, € D s a € A,b € B tak, Ze pro kazdé
a,a’ € A, b,/ € B plati

Vieplab =1, Uap Aty =0 pro b # b, Vaealtab =1, Uap A gy =0 pro a # a, (1)

Ugp A Ugryy = 0, jakmile R(a,a’) ¢ S(b,b). (2)

Ndvod. Nedokazujte.
d) Budte A = (A, R), B = (B, S) struktury, R, S binarni. Pak plati
A =lew B & A=poa B.
Ndvod. Uzijte c¢). Pro = bud A 4 B via (#); uzijte (#,D). Pro < bud A 2p B, # =
{hy; 0 £ u € D}, kde h,, = {{a,b) € A X B; u < ugp}-

O P-teoriich.

P-teorie je extenze Peanovy aritmetiky v koneéném jazyce, obsahujici vSechny axiomy indukce
e(x/0) & (Vo) (¢ = p(x/Sz)) — .

Je to IS-teorie a tedy poskytuje aritmetizaci. Jeji extenze o definice je zfejmé opét P-teorie. Kdyz

u je n-tice ug, ..., un—1 proménnych, formuli A\;<,u; <  zapisujeme struéné jako u < x.

Problémy.

a) Necht T je konzistentni P-teorie. Pak v né&jaké extenzi T” teorie T o definice existuje binarni
funkéni symbol G takovy, Ze pro kazdy L(T)-term t(@) obsahujici nejvyse n funkénich symbolt
plati

T'Fu<z—=tE <Gxn), Thky<y -Gy <Gxy).
Ndvod. Ukazte, ze v jisté extenzi Ty teorie T o definice je unarni funkéni symbol H takovy, ze
pro kazdy funkéni symbol f z L(T) plati To -7 < y — f(u) < H(y). V Ty definujte G rekurzi;
zduvodnéte, proc¢ to lze.

b) Neexistuje oteviena konzistentni P-teorie. Ndvod. Bud T oteviena konzistentni P-teorie, A |=
T s ,nekoneénym*“ a € A—{(n)?; n € N} a A podstruktura A, generovana prvkem a. Pomoci
a) odvod'te spor.

¢) Existuje-li konetné axiomatizovand konzistentni P-teorie, existuje i oteviend kone¢né axio-
matizovand konzistentni P-teorie. Ndvod. Necht {(Jy)¢(T,y)} je axiomatika konzistentni P-
teorie T. Ukazte, 7ze pak existuje konzistentni P-teorie 7" v jazyce L(T) U {f} s axiomatikou

{o(@,y/f())}.

Parcialné rekurzivni funkce.

Funkce resp. relace je nadale néjaka n-arni parcialni funkce F' : N® -+ N resp. relace R C N"; F je
totalni, je-li dom(F) = N™. Graf Gp funkce F' je (n + 1)-arni relace {(a, F(@)); @ € dom(F)} (coz
je ovSem mnozinova prezentace funkce F). Je-li F’ funkce, misto (mnozinové rovnosti) F = F’ se
pise také F(T) ~ F'(Z). Charakteristickd funkce relace R je Kr(@) = 0 resp. 1, je-li R(a) resp.
=R(@). Je-li G : N"T! &5 N, k € N, tak F(a) ~ pz(G(a,x) = k znadi, ze

F@)=xz<+ G(a,z) =k & (Vo' <z)(Fy)(y # k & G(a,z’) = y);
fikdme, ze F' je definovano p-operaci (funkéniho vztahu) G(@, ) = k. Dale py-operace relace R(C
N7™t1) je m-arni parcialni funkei G = {(a,z); R(a,z) & (Vy < z)-R(a,y)}; piSeme pak také
G(a) ~ prR(a,z). Plati pxR(@,z) ~ pr(Kg(a,z) = 0) a F(a) ~ pzCr(a,z). Kdyz G resp. R
je (n + 1)-arni funkce resp. relace, fekneme, 7e jsou specidlni, plati-li (Va)(3z)G(a,z) = 0 resp.
(Va)(3z)R(a, x). Z¥ejmé: Je-li G(a, x) specialni funkce, je G(a, z) = 0 specialni relace. Je-li G resp.
R specialni n + 1-arni, je pz(G(@,x) = 0) resp. pxR(a, z) totalni n-arni funkce.

Obor rekurzivnich funkei je nejmensi mnozina obsahujici zakladni rekurzivni funkce S(z),
IMx1,...,20), ¢+ y, -y, Ko, kterd je uzaviena na skladani a p-operaci specialnich funkei;
rekurzivni funkce jsou totalni. Relace je rekurzivni, ma-li rekurzivni charakteristickou funkci a
je rekurzivné spocetné, je-li definiénim oborem rekurzivni relace. Piedpoklddame déle znalost
zékladnich vlastnosti rekurzivnich funkei a relaci a rekurzivné spocetnych relaci.



Problémy. Parcidlné neboli éistecné rekurzivni funkce jsou takové parcialni funkce, jejichz graf
je rekurzivné spocetna relace. Ziejmé je kazda rekurzivni funkce také parcidlné rekurzivni funkei,
nebot jeji graf je rekurzivni.
a) (O grafu funkce.) Bud F ¢aste¢na funkce, P relace. Pak plati

(V)(Gr(ay) & Go)P@a,y,2) = F(@) = (12P@, (=)o, (2)1))o-

b) Definujte rekurzivni funkce Sb,, takové, ze Sb, ("¢, a1,...,an) = "p(vi/ai,...,v,/a,)" plati
pro kaZdou formuli ¢ aritmetiky a (a1, ...,a,) € N

¢) (O univerzalnich parcialné rekurzivnich funkcich.) Pro kazdé n > 0 existuje (n + 2)-arni
rekurzivni relace T,, tak, ze plati:

1) Céstecna (n + 1)-arni funkce ¢"(z,@) ~ (uzTn(x,a,2))o je univerzalni pro mnoZinu
n-arnich parcidlné rekurzivnich funkeci a funkce ¢™ je parcialné rekurzivni.

2) (n+1)-arni relace (32)T,,(z,a, 2), znacena W"(x, @), je univerzalni pro mnozinu n-arnich
rekurzivné spocetnych relaci.

3) Plati W" = dom(¢™). Pro pevné = bud ¢%(a) ~ ¢"(z,a), W2(a) < W"(z,a). Pak
W2 = dom(¢?). Kazda n-arni parcidlné rekurzivni funkce resp. rekurzivné spocetna
relace je pravé néjaké ¢ resp. W2 s jistym x € N; 11k4 se, Ze x je jeji index.

Ndvod. Bud F né&jaka n-arni parcialné rekurzivni funkce; existuje rekurzivni relace R tak, Ze

Gr(a,y) + (Fv)R(y,v,a). Uzijte formuli ¢ s v1,...,v,42 reprezentujici R v Q a tvrzeni a) o

grafu funkce.

d) dom(¢™), ¢ili W™, neni rekurzivni a neexistuje n-arnf rekurzivni funkce rozsifujici ¢". Ndvod.
Je-li W™ rekurzivni, jei R = {a@ € N"; gp_a € W™}, tedy i N” — R. Bud e jeji index a uvazujte
oe={ee,...,e) € N",

e) i) Pron > 0,k > 0 existuje (k + 1)-arni rekurzivni funkce s} takova, ze

Trnir(f,a,b,2) < Th(sp(f,0),a, x).

ii) Pron > 0,k > 0 je ¢"**(f,@,b) ~ ¢"(s¥(f,b), @), W'Hk(f,a,

Ndvod. Uvazujte o téchto definicich: sj(f) = f, s¥(f,a) =

SZJrl(fa 67 a’) = SZ(SEHJC(fa a)va)'

f) i) Je-li n > 0 a G n&jakd (n + 1)-arni parcidlné rekurzivni funkce, existuje n-arni parcialné
rekurzivni funkce F' s indexem f tak, ze F(a) ~ G(a, f).

ii) Bud F unarni parcialng rekurzivni funkce, n > 0 pfirozené. Pak existuje ¢islo e tak, Ze

¢"(e,T) ~ ¢"(F(e), T).

Jr
+ _ _
) WSy (/,5), ).

Sub(f, Var(n + 3),Num(a)),

g) Bud G(z,a) n&jakd n + 1-arni parcialné rekurzivni funkce, n > 0. Pak existuje parciilné
rekurzivni funkci F' takova, Ze plati ,rovnice” F(a) ~ G(F(a),a). Ndvod. Uzijte f) 1).

h) , Program vypisici pravé sam sebe“: Existuje ¢islo f tak, Ze pro kazdé z je qﬁ} (z) = f. Ndvod.
Uzijte f) i).

i) (Riceova véta.) Necht T' je neprazdna vlastni podmnoZzina mnoZiny unarnich parcialné rekur-
zivnich funkei. Pak {e; ¢. € T'} neni rekurzivni mnozina. Ndvod. Je-li X = {e; ¢. € T'}
rekurzivni, najdéte rekurzivni G s G(r) ¢ X < z € X a uvazujte o e s ¢. = ¢>é(e) — viz f) ii).



