U.1. KLASICKA PREDIKATOVA LOGIKA PRVEHO RADU. 1

ULOHY

U.1 Klasicka predikatova logika prvého radu.

U.1.1 Podobnosti a parcialni vnoreni.

1. Podobnosti.

a) Budte A = (N,+), B = (R, +) a zobrazeni h C N x R takové, ze h(2) = 2,h(3) = 6,dom(h) =
{2,3}.

i) Je h (A, B)-podobnost?
ii) Najdeéte 3;-formuli 9 (vg) takovou, ze A & ¥[3], B = ¢[h(3)].

b) Budte A = B = (N,<) (modely jazyka bez funkénich symbola), h : N — N takové, Ze
h(2) = 2,h(3) = 6,dom(h) = {2,3} a ¢(vg,v1) Ji-formule (Fva)(vy < v2 & v2 < v1). Pak h je
(A, B)-podobnost a A = =2, 3], B = ¢[h(2), h(3)].

¢) Necht A, B jsou L-struktury a h C A x B je takové zobrazeni, Ze

{FA(@); a € dom(h)* ) F je funkéni symbol z L} N dom(h) = (.
Je h ngjaka (A, B)-podobnost?

d) Bud h = {{(a,b)} s a,b € N. Pro pravé ktera a,b € N je h ((N,+), (N, +))-podobnost?

e) Najdéte jazyk L s funkénimi symboly takovy, Ze () je parcidlni vnofeni mezi kazdymi dvéma
L-strukturami.

f) Budte A = (N,N), B = (Q, ).

i) Je () n&jaka (A, B)-podobnost ¢i parcidlni vnofeni A do B?
ii) Které zobrazeni h C A x B je (A, B)-podobnost.
iii) Bud A’ = (A’, A’). Které zobrazeni h C A x A’ je (A, A’)-podobnost?

g) Bud dale L = (U), kde U je unarni rela¢ni symbol a T bud L-teorie s axiomatikou ,existuje
nekone¢né prvka*, (Vz)U(z) vV (Va)-U(x).

i) Je T teorie f-homogenni?

ii) Ma T eliminaci kvantifikatora?

iii) Je T kompletni?

iv) Existuji pravé dvé kompletni L-extenze Ty, T teorie T, a to tvaru T; = T + 1; pro jisté
L-sentence 1;, i = 0, 1. Najdéte ¢;,7 =0, 1.

v) Uréete BT

vi) Urcete I(w, T;), i = 0, 1.

vii) Existuje algebraicky prvomodel teorie 77

viii) Ma T né&jakou otevienou axiomatiku?

U.1.2 Konecna a prosta podobnost.

1. Cik-cak systémy pro DiLO a DeLO.

a) Budte A, B modely teorie DIiLO. i) Najdéte (#))n s (#r)n : A < B. ii) Ukazte, Ze pro n&jaké
modely A, B teorie DIiLO neni A « B.

b) Budte A,B modely teorie DeLO%! (extenze DeLO o ,existuje nejvétsi prvek®). Ukazte, Ze
A 4 B.

2. Necht T je extenze teorie linearniho uspofadéani o axiomy ,existuje diskrétné usporadané ¢ast

nasledovanéd husté usporadanou ¢asti bez konct“; mé tedy modely izomorfni s modely tvaru

A + B, kde A = DILO, B |= DeLO. (Nazorné: T je ,DiLO + DeLO%.)

a) Popiste axiomatiku 7' uzitim zkratky isol(x) (x je izolovany prvek) za formuli ,,z ma bezpro-
stfedniho predchiidce i naslednika“.

b) Plati pro kazdé dva modely A, B teorie T vztah A +— B?

¢) i) Ma T eliminaci kvantifikitori? ii) Ma T algebraicky prvomodel?



U.1.3 Typy.

Bud T mnozina L-formuli, A n&jakd L-struktura, e : Var — A. KdyZ A = [e] plati pro kazdé
¢ €T, fikame, Ze e realizuje T' v A a miuZzeme psat A = I'[e].

n-typ bezesporné L-teorie T je mmnozina I' tvaru I'(7") n&jakych formuli v n proménnych
(" = vg,...,vn_1), kterd je konzistentni s T, tj. pro kazdé konetné I" C T je T U (Fo™)I
konzistentni teorie. Maximalni n-typ se nazyva kompletns; mnozina maximalnich n-typt teorie T se
zna¢i S"T. Kompletni n-typ I" teorie T lze jednoznaéné identifikovat s ultrafiltrem {[¢], r; ¢ € T'}
Lindenbaumovy algebry B™T'; S™T zna¢i téz mnozinu vSech ultrafiltra algebry B™"T'. Jestlize dva
n-typy teorie T realizuje v néjakém modelu teorie T' taz n-tice, jsou si zfejmé tyto typy rovné.

Plati zFejmé:

1) Kazdy n-typ teorie T lze rozsifit do kompletniho pomoci axiomu vybéru.

2) Kazd4 j.k.e. teorie T je ekvivalentni ndjakému kompletnimu O-typu teorie 7. Tedy |S°T| je
pocet navzajem neekvivalentnich j.k.e. teorie T'.

1. Bud T bezesporna teorie.

a) Bud T" € S"T. Dokazte: i) Existuje model teorie T realizujici I'. ii) Necht navic T je spocetna
a nema kone¢ny model. Pak existuje spocetny model teorie T realizujici I'.

b) Necht T je spocetna bezesporné teorie nemajici kone¢ny model a necht |[S'T| = 2¥. Dokaite,
7e l(w,T) = 2%.

2. Bud X C Prv podmnoZina mnoZiny Prv prvocisel a
I'x(vo) = {(Fz)(nx = vo); n € X} U{~(Fz)(nx =vg); n € Pro— X},
kde nz je formule x + x + - - - + x, s n séitanci.
a) Je I'x 1-typ nékteré z teorii Pr, Q, P?
b) Uréete [S'T|, kde T je Pr, Q, P.

3. Bud T spodetna bezesporné teorie.
a) Ukazte, Ze je ekvivalentni a) — ¢):
a) T nemé 1-j.ke. b) BT = CA. c¢)B"T = CA pro kazdé n < w.
b) Necht T nemé 1-j.k.e.Kolik méa j.k.e.aZ na ekvivalenci teorii?
¢) Dokaite, Ze pro n > 1 pfirozené je ekvivalentni a) a b):
a) T ma pravé spoletné neekvivalentnich j.k.e. a pravé n jich neni 1-j.k.e.
b) BT = FA™.



U.1. KLASICKA PREDIKATOVA LOGIKA PRVEHO RADU.

U.1.4 Vlastnosti teorii.

Zdtuvodnéte nebo vyvratte idaje uvedené v tabulce.

Vlastnosti
Teorie T | fSome | 1w, T) k‘%ﬁﬁ%f ISOT| Rﬁ;ﬁ(?se? T Bor B'T ST
LO n 2 n 2% a
DeLO a 1 a 1 a 2 2 1
DeLOc a 3 a 1 a 2 FA w
DiLLO a 2« n 1 a 2 2 1
SCo a w n 1 a 2 FA w
Pr a 2« n 1 a 2 111%1?5?1.. 2%
Q 2% n 2 n CA CA 2¢
VS(Q, c0) a w a 1 a 2 2 1
bBA a a 1 a 2 rj?etl?c?rll.. 2%
FL n n n
ACF w w FA
ACFy a w 1 2 FA w

Poznamka. Atom. nekon. znamené ,,atomarni nekone¢né Booleova algebra“.
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U.2 Logika druhého radu.

Symbol Ly} znadi jazyk logiky druhého ¥adu signatury V. MnoZina vech Ljj-formuli resp. viech
Lﬁ—sentenci se znaci Fmyy 1 resp. Sentyv. Symbol Tryy v zna¢f mnozinu vSech pravdivych Ll\i—
sentenci. Sentence ¢;;,, € Sentyy g je nasledujici:

(VX) (Vo) (Bly) X (2,y) & (Vo,y, 2) (X (2, 2) & X(y,2)) = = =y)) = (Vy)(F2) X (z,y)).

U.2.1 Varia.
1. ,Kazdou mnozinu lze dobfe usporadat® je nezavisla sentence teorie ZF a dokazatelna v ZFC.
a) Najdéte sentenci gy, € Senty g takovou, Ze pro kazdou mnozinu A # ) plati (v ZF):
(A) = pwo < A lze dobfe usporadat.
b) Je |E ¢wo nezavisla senetence ZF?
c) Existuje sentence ¢ € Senty g tak, Ze |= ¢ je nezavisla sentence ZFC?
d) Existuje sentence ¢ prvého fadu nad signaturou V = () tak, Ze = ¢ je nezavisla sentence ZFC?

2. Symbol Try, zna¢i mnozinu vSech pravdivych V-sentenci prvého fadu.
a) Jak je slozitd mnozina Tryy 47
b) Bud V konec¢né signatura. Porovnejte slozitost Try resp. Try y.

3. Tridy izomorfnich spocetnych modela teorie SCy.

a) Ukazte, Ze I(w,SCy) = w. Uzijte ekvivalenci ~ 4 na univerzu A modelu A = SCy, definovanou
takto: a ~4 b < a,b jsou S-sdruzené, tj. (S*)"a = b nebo (S4)"b = a pro néjaké n € N.

b) Existuje pro kazdou t¥idu K v8ech spocetnych navzajem izomorfnich modelt teorie SCy mno-
zina W C Sentyy ysc, tak, ze pro kazdy model A = SCq je A € K & A |= Uk?

U.2.2 Slaba logika druhého radu.

1. Slaba logika druhého Fddu ma pro kazdou signaturu V jazyk LXH rovny LFI a definici platnosti

. jako v logice druhého Fadu, zménénou vSak pro (VX) s n-arni relaéni proménnou X takto:
A Eyw (VX)ple] © pro kazdou koneénou R C A™ je A =y ¢le(X/R)].

Symbol L1 zna¢i odpovidajici logicky systém.

a) Necht ef4, je Lij-formule (3X)(Vz)X (x), A # (). Doplitte podminku na A, aby platila <:

(A Fepn = A (A Fefi, <A
(A) Fu i & A (A) Fu e, & A

b) Najdéte pro kazdou LV\ZH—sentenci © néjakou Ll\i—sentenci p* tak, ze pro kazdou V-strukturu A
jo A Ew s AE ot

c) Je logicky systém L1 kompaktni?

d) Bud V kone¢na signatura, obsahujici binarni symbol. Je mnozina Tr,; y r.5.7 Ndvod. Vyuzijte
Trachtenbrotovu vétu: Pro jazyk L konecné signatury s bindrnim relaénim nebo funkcénim
symbolem neni fL r.s. ariomatizovatelnd, kde fL je mnozZina v§ech L-sentenct, platicich v kazZdé
konecné L-strukture.



U.3. INFINITARNI LOGIKA L. 5

U.3 Infinitarni logika L.
U.3.1

Znaceni. Symbol €7} znaci L? . -sentenci Ve, 0 <n <w}.

Symbol a9 resp. o4 zna¢i Scottovu vysku resp. formuli struktury A. Uvedme, Ze zfejmé
A 0’%[5] & A, @ =Apm A, b jakmile @,b € A™.

Pojem jednoduché extenze teorie je tyz, jako v klasické logice prvého rfadu. Prvotddovgm po-
jmem je minén pojem v ramci klasické predikitové logiky prvého radu. Rikame tak napf. prvora-
dova teorie (kompletni teorie, j.k.e.) apod.

1. Scottova vyska o .

a) Bud 0 <n € N.i) Uréete af,,. i) Urfete af, _y; (n, <) znati obvyklé usporadani ¢isla n.

b) Bud A, = (N, <)+(n, <) pron € N. Urete a .

¢) Uréete i) afg , ii) a?’Q,<>+<@,<>.

d) Bud A, zazeni (Q, <) na (—00,0)U{0,1,...,n — 1}, n € N. Urcete ag .

e) Pro ordinalni ¢islo o je (o, <) kanonické uspotradani ordinalu «. Ukaizte, Ze pro a nekone¢né

limitni je O“(Tag) = o a pro « nekonec¢né tvaru 3+ 1 je a‘<’a’§> = .

2. O slabé logice druhého fadu L.

a) Ukazte, ze pro kazdou an—sentenci ¢ existuje Lxlw—sentence ©* tak, Ze pro kazdou LV-
strukturu A je A |y ¢ & A E .

b) Je logicky systém L1 16wenheim-skolemovsky?

3. Pismeno X zde znadi kanonické usporadani (X, <), kde X € {Z, Q, R}. Mezi uvedend usporadani
vepiste platné vztahy ze seznamu =, #, =, %Lwlw a zduvodnéte je.

ww

a) i) Z+Z+Z Z+1Z 7

i) Z+Q Z+(Q+Q) (Zz+Q +Q
b) i) R+R R Q

i) Z+R Z+ (Q+Q) (Z+7)+Q

4. O kompletnich teoriich v L, .

a) O kazdé z uvedenych teorii urete, zda je kompletni v logice L,.,. (SA je standardni
aritmetika, tj. teorie standardniho modelu N pfirozenych ¢isel, VS(Q) je teorie (nekoneénych)
vektorovych prostori nad télesem racionalnich &isel.)

DeLO  DIiLO = SC, Pr SA aBA | bBA | VS(Q) RGh

b) Bud L = (U), kde U je unarni rela¢ni symbol, T" bud L-teorie s axiomatikou ,existuje neko-
nec¢né prvku‘.
i) Je kazda prvoradova jednoducha kompletni extenze (j.k.e.) teorie T' kompletni v L, .7
ii) Uved'te axiomatiku kazdé j.k.e. teorie T' v L, .
c¢) i) Kolik j.k.e. v L, ma teorie DiLO?
ii) Kolik j.k.e. v L, méa teorie SCy?
d) i) Existuje prvofadovéa spoetna kompletni teorie, kterd ma praveé 2 jk.e. v Ly, 7
ii) Existuje prvoradova spocetna kompletni teorie, ktera ma pravé 3 j.k.e. v L, .7
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