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Jirka Fink
https://ktiml.mff.cuni.cz/˜fink/

Katedra teoretické informatiky a matematické logiky
Matematicko-fyzikálnı́ fakulta
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Odhad pozice robota bez dalšı́ch informacı́

Xt : Náhodná proměnná udávajı́cı́ stav (pozici robota) v čase t

Známe počátečnı́ distribuci P(X1)

Známe přechodovou funkci P(Xt |Xt−1)

Xi:j značı́ posloupnost Xi ,Xi+1, . . . ,Xj

Přechodová funkce je stacionárnı́ P(Xt |X0:t−1) = P(Xt |Xt−1)

Jak spočı́táme P(Xt)?
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Určenı́ mince

Popis přı́kladu
Máme tři mince, na kterých padá hlava s pravděpodobnostı́ 20%, 75% a 80%

Na začátku vybereme náhodnou minci (uniformě)

Minci třikrát hodı́me a dvakrát padne hlava

Určete pravděpodobnosti, že jsme vybrali jednotlivé mince

Obecně
Známe počátečnı́ distribuci proměnné X

Postupně dostáváme informace e1, e2, . . .

Známe P(Et |X )

Markovský předpoklad: P(Et |X ,E1:t−1) = P(Et |X )

Jak spočı́táme P(X |e1:t)?
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Pravděpodobnostnı́ odvozovánı́ (Probabilistic reasoning/inference)

Cı́l
Zjistit minulý, aktuálnı́ a budoucı́ stav na základě dostupných nepřesných informacı́.

Značenı́
e1:t : Zı́skané informace v časech 1 až t

Xt : Náhodná proměnná udávajı́cı́ stav v čase t

Základnı́ druhy odvozovánı́ v čase
Filtering P(Xt |e1:t): Jaký je aktuálnı́ stav?

Prediction P(Xt+k |e1:t): Jaký bude stav v budoucnosti?

Smoothing P(Xt−k |e1:t): Jaký byl stav v minulosti?
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Pravděpodobnostnı́ odvozovánı́ (Probabilistic reasoning/inference)

Cı́l
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Značenı́
e1:t : Zı́skané informace v časech 1 až t
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Prediction P(Xt+k |e1:t): Jaký bude stav v budoucnosti?
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Chybujı́cı́ robot v bludišti

Robot se pohybuje ve 2D mřı́žce

Na některých pozicı́ch je zed’ a robot zná jejich pozice

Robot na začátku nevı́, kde se nacházı́, ale vı́, kde je sever

Čidla robota hlásı́, s jakou pravděpodobnostı́ je u zdi

(a) Posterior distribution over robot location after E1 = NSW

(b) Posterior distribution over robot location after E1 = NSW,E2 = NS
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Formálnı́ model

Značenı́
Xt : pozice robota v čase t

et : informace zı́skaná v čase t

Et : náhodná proměnná pro informace zı́skané v čase t

P(X1) počátečnı́ umı́stěnı́ robota (známe)

P(Xt |Xt−1) pravděpodobnostnı́ pohyb robota (známe)

P(et |Xt) hodnoty ze senzorů o sousednı́ch polı́čkách (známe)

P(Xk |e1:t) umı́stěnı́ robota v čase k s informacemi do času t (chceme spočı́tat)

Přechodová funkce je stacionárnı́
P(Xt |X0:t−1) = P(Xt |Xt−1)
Přechodová funkce je nezávislá na předchozı́ch stavech a je stejná ve všech časech t

Markovský předpoklad pro informace z čidel
P(Et |X0:t ,E1:t−1) = P(Et |Xt)
Informace z čidel jsou nezávislé na předchozı́ch stavech X0:t−1 a předchozı́ch
informacı́ch E1:t−1
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Značenı́
Xt : pozice robota v čase t
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P(Xt |Xt−1) pravděpodobnostnı́ pohyb robota (známe)
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Přechodová funkce je stacionárnı́
P(Xt |X0:t−1) = P(Xt |Xt−1)
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Filtering

Umı́stěnı́ robota po jednom kroku než dostaneme hodnoty z čidel
Známe P(Xt |e1:t): Umı́stěnı́ robota v čase t

Chceme spočı́tat P(Xt+1|e1:t)

Podmı́něná marginalizace
P(Xt+1 = v |e1:t) =

∑
u P(Xt+1 = v |e1:t ,Xt = u)P(Xt = u|e1:t)

Předpokládáme, že pohyb robota závisı́ jen na aktuálnı́ pozici
P(Xt+1 = v |e1:t ,Xt = u) = P(Xt+1 = v |Xt = u)

Zpřesněnı́ Xt+1 na základě nových hodnot z čidel et+1

Známe P(Xt+1|e1:t)

Chceme spočı́tat P(Xt+1|e1:t+1)

Podmı́něná Bayesova věta
P(Xt+1|e1:t , et+1) = P(et+1|e1:t ,Xt+1)

P(Xt+1|e1:t )

P(et+1|e1:t )

Hodnoty senzorů nezávisı́ na předchozı́ch hodnotách
P(et+1|e1:t ,Xt+1) = P(et+1|Xt+1)

P(et+1|e1:t) je normalizace

Platı́ P(et+1|e1:t) = P(et+1)? Jsou náhodné proměnné Et+1 a E1:t nezávislé?
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Podmı́něná marginalizace
P(Xt+1 = v |e1:t) =

∑
u P(Xt+1 = v |e1:t ,Xt = u)P(Xt = u|e1:t)

Předpokládáme, že pohyb robota závisı́ jen na aktuálnı́ pozici
P(Xt+1 = v |e1:t ,Xt = u) = P(Xt+1 = v |Xt = u)

Zpřesněnı́ Xt+1 na základě nových hodnot z čidel et+1

Známe P(Xt+1|e1:t)

Chceme spočı́tat P(Xt+1|e1:t+1)

Podmı́něná Bayesova věta
P(Xt+1|e1:t , et+1) = P(et+1|e1:t ,Xt+1)

P(Xt+1|e1:t )

P(et+1|e1:t )

Hodnoty senzorů nezávisı́ na předchozı́ch hodnotách
P(et+1|e1:t ,Xt+1) = P(et+1|Xt+1)

P(et+1|e1:t) je normalizace

Platı́ P(et+1|e1:t) = P(et+1)? Jsou náhodné proměnné Et+1 a E1:t nezávislé?
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Podmı́něná Bayesova věta
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Prediction

Podobně jako filtering, jen nedostáváme hodnoty z čidel

Známe P(Xk |e1:t) pro k ≥ t

Chceme spočı́tat P(Xk+1|e1:t)

Podmı́něná marginalizace
P(Xk+1 = v |e1:t) =

∑
u P(Xk+1 = v |e1:t ,Xk = u)P(Xk = u|e1:t)

Předpokládáme, že pohyb robota závisı́ jen na aktuálnı́ pozici
P(Xk+1 = v |e1:t ,Xk = u) = P(Xk+1 = v |Xk = u)

Source: https://xkcd.com/2370/
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Smoothing

Známe-li informace z budoucnosti, můžeme zpřesnit pozice robota v minulosti?
Lišı́ se P(Xt |e1:t+1) a P(Xt |e1:t)?

Známe-li informace z budoucnosti, potřebujeme informace z dávné minulosti?
Lišı́ se P(X2|e1:3) a P(X2|e2:3)?
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Lišı́ se P(X2|e1:3) a P(X2|e2:3)?
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Smoothing: Poslednı́ krok

Chceme spočı́tat P(Xt−1|e1:t)

Marginalizace
P(Xt−1|e1:t) =

∑
v P(Xt−1,Xt = v |e1:t)

Podmı́něná Bayesova věta
P(Xt−1,Xt |e1:t−1, et) = P(et |Xt−1,Xt , e1:t−1)

P(Xt−1,Xt |e1:t−1)

P(et |e1:t−1)

Informace z čidel závisı́ jen na aktuálnı́ pozici
P(et |Xt−1,Xt , e1:t−1) = P(et |Xt)

Product rule
P(Xt−1,Xt |e1:t−1) = P(Xt |Xt−1, e1:t−1)P(Xt−1|e1:t−1) = P(Xt |Xt−1)P(Xt−1|e1:t−1)

Musı́me si pamatovat P(Xt−1|e1:t−1)
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Smoothing: Jdeme dále do minulosti

Chceme spočı́tat P(Xk |e1:t)

Marginalizace
P(Xk |e1:t) =

∑
v P(Xk ,Xk+1 = v |e1:t)

Podmı́něná Bayesova věta
P(Xk ,Xk+1|e1:k , ek+1:t) = P(ek+1:t |Xk ,Xk+1, e1:k )

P(Xk ,Xk+1|e1:k )

P(ek+1:t |e1:k )

Product rule
P(Xk ,Xk+1|e1:k ) = P(Xk+1|Xk , e1:k )P(Xk |e1:k ) = P(Xk+1|Xk )P(Xk |e1:k )
Musı́me si pamatovat P(Xk |e1:k )

P(ek+1:t |Xk ,Xk+1, e1:k ) = P(ek+1, ek+2:t |Xk+1) = P(ek+1|Xk+1)P(ek+2:t |Xk+1)
Hodnoty z čidel nemajı́ žádný vliv na pohyb robota, tedy Xk+1 závisı́ jen na Xk

Hodnoty z čidel závisı́ jen na aktuálnı́ pozici, tedy ek závisı́ jen na Xk

Podmı́něné náhodné proměnné ek+1|Xk+1 a ek+2|Xk+1 jsou nezávislé

Průběžně musı́me počı́tat P(ek+2:t |Xk+1)
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Chceme spočı́tat P(Xk |e1:t)

Marginalizace
P(Xk |e1:t) =

∑
v P(Xk ,Xk+1 = v |e1:t)
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Jirka Fink Úvod do umělé inteligence 11 / 15



Smoothing: Výpočet P(ek+2:t |Xk+1)

Začneme od P(et |Xt−1) pomocı́ podmı́něné marginalizace
P(et |Xt−1) =

∑
u P(et |Xt = u,Xt−1)P(Xt = u|Xt−1)

Pokračujeme výpočtem P(ek+1:t |Xk ) pomocı́ podmı́něné marginalizace
P(ek+1:t |Xk ) =

∑
u P(ek+1:t |Xk+1 = u,Xk )P(Xk+1 = u|Xk )

Upravı́me: P(ek+1:t |Xk+1 = u,Xk ) = P(ek+1, ek+2:t |Xk+1 = u)

Chain rule
P(ek+1, ek+2:t |Xk+1 = u) = P(ek+1|ek+2:t ,Xk+1 = u)P(ek+2:t |Xk+1 = u)

Tedy P(ek+1:t |Xk ) počı́táme indukcı́ pomocı́ P(ek+2:t |Xk+1)
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Smoothing: Výpočet P(ek+2:t |Xk+1)
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Varianty

Předpoklad Markovského procesu
Můžeme použı́t stejný postup, jestliže senzory robota při návratu na stejné mı́sto dávajı́
vždy stejnou hodnotu?

Predikce dalšı́ho hodu mincı́
S jakou pravděpodobnostı́ padne hlava při čtvrtém hodu?
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6. domácı́ úkol: Lokalizace v čase

Zadánı́ (zkráceno)
Na Marsu přistane robot, který se má dostat na základnu
Přistánı́ nenı́ 100 % úspěšné, takže

nepřistál přı́mo na základně, ale musı́ k nı́ dojet
poškodily se mu navigačnı́ systémy a většina senzorů

Naštěstı́ fungujı́ motory, takže je schopen se přesně pohybovat ve 4 základnı́ch
směrech a vždy vı́, jaká je jeho relativnı́ pozice vůči mı́stu přistánı́

Funguje mu binárnı́ čidlo, které náhodně vracı́ True/False na základě
tmavosti/světlosti dané pozice

Má uloženou mapu, ze které pro každou pozici dokáže určit stupeň šedi
Cı́lem robota je dostat se na základnu

nesmı́ vyjet mimo mapu
má omezenou kapacity baterie (počet kroků)

Napište program, který v každém kroku dostane binárnı́ hodnotu z čidla, a určı́ směr,
ve kterém se má robot posunout.
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(Jak) Zpřesňujı́ hodnoty z čidel přesnost umı́stěnı́ robota?

Opakované čtenı́ z čidel na jednom mı́stě
Uvažujme, že robot z domácı́ho úkolu může stát na jednom mı́stě X

Jaké bude pravděpodobnostnı́ rozloženı́ P(X |e1:t) po t načtených hodnotách?

Matematicky ekvivalentnı́ problém
V pytlı́ku máme k různě nevyvážených mincı́

Na i-té minci padá panna s pravděpodobnostı́ pi , které známe

Náhodně vybereme jednu minci X a výsledky k hodů označı́me e1:t

Jak spočı́tat P(X |e1:t)?

Numerický přı́klad
V pytlı́ku jsou tři mince s p1 = 0.2, p2 = 0.6 a p3 = 0.8

Náhodně jednu vybereme

Při třech hodech padne e1:3 = panna, orel, panna

S jakou pravděpodobnostı́ jsme vybrali jednotlivé mince?
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Opakované čtenı́ z čidel na jednom mı́stě
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