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Dnešnı́ přı́stup k plánovánı́/řı́zenı́/rozhodovánı́

Jsme ve stavovém prostoru S

Máme dán počátečnı́ a koncové stavy

Pro každý stav máme dánu množinu akcı́ (pokynů pro robota)
Výsledek akce a ve stavu s je náhodný a daný pravděpodobnostnı́m prostorem

P(s′|s, a) je pravděpodobnost, že se ze stavu s akcı́ a přesuneme do stavu s′
Samozřejmě platı́

∑
s′ P(s′|s, a) = 1

Navštı́venı́m stavu s máme odměnu R(s)
Odměnu R(s) dostaneme i při opakovaných návštěvách s

Máme dánu funkci udávajı́cı́, jak se odměny akumulujı́ (zvaný užitek)
Užitková funkce U(s) udává maximálnı́ očekávaný užitek ze stavu s do cı́lem

Maximalizujeme přes volby akcı́ ve všech stavech
Očekávaný přes náhodné přechody dány distribucemi P(s′|s, a)

Cı́lem je vybı́rat akce maximalizujı́cı́ celkový užitek v cı́li
Předpokládáme Markovův proces, takže užitek U(s) je stacionárnı́

Užitek U(s) ze stavu s nezávisı́ na způsobu, jak jsme se do s dostali

Bellmanova rovnice z přednášky: U(s) = R(s) + γmaxa
∑

s′ P(s′|s, a)U(s′)
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Dnešnı́ přı́stup k plánovánı́/řı́zenı́/rozhodovánı́

Jsme ve stavovém prostoru S
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Navštı́venı́m stavu s máme odměnu R(s)
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Zjednodušený robot z přednášky
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Zjednodušená varianta
Robot začı́ná na pozici start a končı́ pozicı́ch s čı́sly

Vstupem koncová pole dostane uvedený počet bodů, jinde -0.1

Robot se může vydat jen nahoru nebo doprava, ale zvolený přesun provede s
pravděpodobnostı́ 0.8 a druhý s pravděpodobnostı́ 0.2

Jak určit optimálnı́ strategii a zı́skaný počet bodů?
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Zjednodušený robot z přednášky: Řešenı́

109.99.89.79.6

717.9417.78

6.95.627.3766.0017.324

6.86.4647.0946.7757.114

6.76.5536.8856.7636.9441

1

2

2

3

3

4

4

5

5

Otázka
Vyplatı́ se vždy jı́t na pozici s největšı́m užitkem?
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Robot z přednášky

Obecná varianta
Jak se postup změnı́, pokud se robot může pohybovat ve všech 4 směrech?

Dokážete obecně popsat, kdy stačı́ použı́t zjednodušený postup?
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Jednoduchý přı́klad obecného postupu
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Popis úlohy
Robot začı́ná na pozici a a končı́ na pozici d

Robot se přesune na zadaný vrchol s pravděpodobnostı́ 0.8 a jinak přejde po
druhé hraně

Odměna za přechod po hraně je dána v grafu

Jak určit, kterou hranu máme robotu zadat u každého vrcholu, abychom
maximalizovali užitek?
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Jednoduchý přı́klad obecného postupu

a

b
3

c
2

-5 3

-5 d0

u′
a = max {0.8(3 + ub) + 0.2(2 + uc), 0.2(3 + ub) + 0.8(2 + uc)}

u′
b = max {0.8(−5 + ua) + 0.2(3 + uc), 0.2(−5 + ua) + 0.8(3 + uc)}

u′
c = max {0.8(−5 + ua), 0.2(−5 + ua)}

Iterace a b c
0 0 0 0
1 2.8 1.4 -1
2 3.72 1.16 -0.44
3 4.1824 1.9232 -0.272

10 4.5534094336 2.2278530048000005 -0.09292339199999998
100 4.583333333333334 2.2500000000000004 -0.08333333333333322
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a

b
3

c
2

-5 3

-5 d0

u′
a = max {0.8(3 + ub) + 0.2(2 + uc), 0.2(3 + ub) + 0.8(2 + uc)}

u′
b = max {0.8(−5 + ua) + 0.2(3 + uc), 0.2(−5 + ua) + 0.8(3 + uc)}

u′
c = max {0.8(−5 + ua), 0.2(−5 + ua)}

Iterace a b c
0 0 0 0

1 2.8 1.4 -1
2 3.72 1.16 -0.44
3 4.1824 1.9232 -0.272

10 4.5534094336 2.2278530048000005 -0.09292339199999998
100 4.583333333333334 2.2500000000000004 -0.08333333333333322
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Jirka Fink Úvod do umělé inteligence 7 / 19
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a

b
3

c
2

-5 3

-5 d0

u′
a = max {0.8(3 + ub) + 0.2(2 + uc), 0.2(3 + ub) + 0.8(2 + uc)}

u′
b = max {0.8(−5 + ua) + 0.2(3 + uc), 0.2(−5 + ua) + 0.8(3 + uc)}

u′
c = max {0.8(−5 + ua), 0.2(−5 + ua)}

Iterace a b c
0 0 0 0
1 2.8 1.4 -1
2 3.72 1.16 -0.44
3 4.1824 1.9232 -0.272

10 4.5534094336 2.2278530048000005 -0.09292339199999998
100 4.583333333333334 2.2500000000000004 -0.08333333333333322
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Algoritmus iterovánı́ užitkové funkce
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Jak najı́t strategii pro dané hodnoty užitků

a

b
3

c
2

-5 3

-5 d0

Najděte optimálnı́ akce pro nalezené hodnoty užitků

ua = 55/12

ub = 9/4

uc = −1/12

Hledáme akce maximalizujı́cı́ výraz v Bellmanově rovnici

argmax {0.8(3 + ub) + 0.2(2 + uc), 0.2(3 + ub) + 0.8(2 + uc)}
argmax {0.8(−5 + ua) + 0.2(3 + uc), 0.2(−5 + ua) + 0.8(3 + uc)}
argmax {0.8(−5 + ua), 0.2(−5 + ua)}
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Jak spočı́tat užitky pro danou strategii?

a

b
3

c
2

-5 3

-5 d0

Sestavte soustavu rovnic pro strategii a → b,b → c, c → d

ua = 0.8(3 + ub) + 0.2(2 + uc)

ub = 0.2(−5 + ua) + 0.8(3 + uc)

uc = 0.2(−5 + ua)

Řešenı́

ua = 55/12

ub = 9/4

uc = −1/12

Jak zjistit, zda strategie a → b, b → c, c → d je nejlepšı́ možná?
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Řešenı́

ua = 55/12

ub = 9/4

uc = −1/12

Jak zjistit, zda strategie a → b, b → c, c → d je nejlepšı́ možná?
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Policy iteration

Spočı́táme strategii pro dané užitky

Spočı́táme užitky pro dané strategie

StrategieUžitky

Postup
Pro dané akce umı́me spočı́tat užitky

Pro dané užitky umı́me spočı́tat akce

Začneme od libovolné strategie

Opakujeme: strategie → užitky → strategie → užitky → strategie → užitky → . . .

Skončı́me, když se strategie přestanou měnit
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Nejbezpečnějšı́ cesta v grafu

a b0.7
z

0.3

c

0.7

0.3

d

0.7

0.3

0.7 0.9

Robot se potřebuje dostat do stavu z

Zadanou hranou projde s pravděpodobnostı́ 0.8, druhou hranou projde s
pravděpodobnostı́ 0.2

Každá hrana udává pravděpodobnost přežitı́

Kterou hranu z jednotlivých vrcholů máme robotovy zadat?

S jakou pravděpodobnostı́ přežije?
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Nejbezpečnějšı́ cesta v grafu

a b0.7
z

0.3

c
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d
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Zkusme poslat robota rovnou do z

Necht’ xa, xb, xc , xd jsou pravděpodobnosti přežitı́ z jednotlivých vrcholů

Sestrojte soustavu pro výpočet xa, xb, xc , xd

xa = 0.8 · 0.3 · 1 + 0.2 · 0.7 · xb

xb = 0.8 · 0.3 · 1 + 0.2 · 0.7 · xc

xc = 0.8 · 0.3 · 1 + 0.2 · 0.7 · xd

xd = 0.8 · 0.9 · 1 + 0.2 · 0.7 · xa

Řešenı́ je xa = 0.2804, xb = 0.2885, xc = 0.3463, xd = 0.7593

Je to nejlepšı́ řešenı́?

Zvolı́me-li z vrcholu c hranu do z, pak pravděpodobnost přežitı́ je
0.8 · 0.3 + 0.2 · 0.7 · 0.7593 = 0.3463

Zvolı́me-li hranu do d , pak 0.2 · 0.3 + 0.8 · 0.7 · 0.7593 = 0.4852
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Zvolı́me-li z vrcholu c hranu do z, pak pravděpodobnost přežitı́ je
0.8 · 0.3 + 0.2 · 0.7 · 0.7593 = 0.3463

Zvolı́me-li hranu do d , pak 0.2 · 0.3 + 0.8 · 0.7 · 0.7593 = 0.4852
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Nejbezpečnějšı́ cesta v grafu

a b0.7
z
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d
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Uvažme akce a → z, b → z, c → d , d → z

xa = 0.8 · 0.3 · 1 + 0.2 · 0.7 · xb

xb = 0.8 · 0.3 · 1 + 0.2 · 0.7 · xc

xc = 0.2 · 0.3 · 1 + 0.8 · 0.7 · xd

xd = 0.8 · 0.9 · 1 + 0.2 · 0.7 · xa

Řešenı́ je xa = 0.2831, xb = 0.308, xc = 0.4854, xd = 0.7596

Je to nejlepšı́ řešenı́?

Zvolı́me-li z vrcholu c hranu do z, pak pravděpodobnost přežitı́ je
0.8 · 0.3 + 0.2 · 0.7 · 0.7596 = 0.3463

Zvolı́me-li hranu do d , pak 0.2 · 0.3 + 0.8 · 0.7 · 0.7596 = 0.4854

Zvolı́me-li z vrcholu b hranu do z, pak pravděpodobnost přežitı́ je
0.8 · 0.3 + 0.2 · 0.7 · 0.4854 = 0.308

Zvolı́me-li hranu do c, pak 0.2 · 0.3 + 0.8 · 0.7 · 0.4854 = 0.3318
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0.8 · 0.3 + 0.2 · 0.7 · 0.7596 = 0.3463

Zvolı́me-li hranu do d , pak 0.2 · 0.3 + 0.8 · 0.7 · 0.7596 = 0.4854

Zvolı́me-li z vrcholu b hranu do z, pak pravděpodobnost přežitı́ je
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0.8 · 0.3 + 0.2 · 0.7 · 0.7596 = 0.3463

Zvolı́me-li hranu do d , pak 0.2 · 0.3 + 0.8 · 0.7 · 0.7596 = 0.4854

Zvolı́me-li z vrcholu b hranu do z, pak pravděpodobnost přežitı́ je
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Nejbezpečnějšı́ cesta v grafu

a b0.7
z

0.3

c

0.7

0.3

d
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0.7 0.9

Uvažme akce a → z, b → c, c → d , d → z

xa = 0.8 · 0.3 · 1 + 0.2 · 0.7 · xb

xb = 0.2 · 0.3 · 1 + 0.8 · 0.7 · xc

xc = 0.2 · 0.3 · 1 + 0.8 · 0.7 · xd

xd = 0.8 · 0.9 · 1 + 0.2 · 0.7 · xa

Řešenı́ je xa = 0.2865, xb = 0.332, xc = 0.4857, xd = 0.7601

Ověřı́me, že už máme správné řešenı́
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Algoritmus iterovánı́ akcı́

Pro dané akce umı́me spočı́tat užitky

Pro dané užitky umı́me spočı́tat akce

Dokola počı́táme akce → užitky → akce → užitky → akce → užitky → . . .
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Bellmanova rovnice užitku

Verze z přednášky

U(s) = R(s) + γ
∑

s′ P(s′|s, a)U(s′)

Otázka
Je nutné uvažovat 0 < γ < 1? Proč?

Pevný bod
x ∈ M je pevným bodem funkce f : M → M, jestliže f (x) = x .

Hledaná užitková funkce je právě pevným bodem Bellmanovi rovnice.

Banachova věta o pevném bodě
Funkce f : M → M je kontrakce, jestliže existuje 0 ≤ q < 1 takové, že pro všechna
x , y ∈ M platı́ ||f (x)− f (y)|| ≤ q · ||x − y ||.
Každá kontrakce na kompaktnı́ podmnožině Rn má pevný bod.

Brouwerova věta o pevném bodě

Každá spojitá funkce na konvexnı́ kompaktnı́ podmnožině Rn má pevný bod.
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Brouwerova věta o pevném bodě
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Každá kontrakce na kompaktnı́ podmnožině Rn má pevný bod.

Brouwerova věta o pevném bodě

Každá spojitá funkce na konvexnı́ kompaktnı́ podmnožině Rn má pevný bod.
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7. domácı́ úkol: Bellman update

Zadánı́ (zkráceno)
Na Marsu přistane robot, který se má dostat na základnu
Přistánı́ nenı́ 100 % úspěšné, takže

nepřistál přı́mo na základně, ale musı́ k nı́ dojet
poškodili se motory a robot často jede jinam než řı́dı́cı́ jednotka zadala

Naštěstı́ funguje alespoň lokalizace, takže robot vždy vı́, kde se na toru

Při přesunu použı́vá drahocennou energii

Pro každou pozici je známo, kolik energie je zapotřebı́ k projetı́
Cı́lem je najı́t nejkratšı́ cestu na základnu

vzhledem k poškozeným motorům nelze předem spočı́tat optimálnı́ cestu
proto pro každou pozici spočı́táme nejlepšı́ pokyn, který může řı́dı́cı́ jednotka zadat

Postup
Nejprve si představte, že pozice a přechodové akce tvořı́ acyklický graf, a vytvořte
odpovı́dajı́cı́ Bellmanovu funkci užitku

Implementujte jednoduššı́ algoritmus založený jen na ”value update“ a zkontrolujte
si, že na pomocných testech dává správné řešenı́

K implementaci ”policy update“ si napište přı́slušnou soustavu rovnic
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Přistánı́ nenı́ 100 % úspěšné, takže
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Naštěstı́ funguje alespoň lokalizace, takže robot vždy vı́, kde se na toru
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7. domácı́ úkol: Torus

Souřadnicový systém na toru
Torus je rozdělený do čtvercové mřı́žky velikosti n × m
Pozice na toru je dána souřadnicemi (i , j)

0 ≤ i < n a 0 ≤ j < m

Z pozice (i , j) se pohybem o jedno polı́čko na
sever dostaneme na pozici (i − 1 mod n, j)
jih dostaneme na pozici (i + 1 mod n, j)
západ dostaneme na pozici (i, j − 1 mod m)
východ dostaneme na pozici (i, j + 1 mod m)

Modulenı́ záporného čı́sla na reálných počı́tačı́ch
Kolik je −4 mod 3 matematicky?

Kolik je −4%3 v C/C++?

Kolik je −4%3 v Python?
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