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Cı́le předmětu
Naučit se navrhovat a analyzovat netriviálnı́ datové struktury

Porozumět jejich chovánı́ — jak asymptoticky, tak na reálném počı́tači

Zajı́má nás nejen chovánı́ v nejhoršı́m přı́padě, ale i průměrně/amortizovaně

Nebudujeme obecnou teorii všech DS ani neprobı́ráme všechny varianty DS, ale
ukazujeme na přı́kladech různé postupy a principy
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Jirka Fink Datové struktury I 3 / 18

https://mj.ucw.cz/vyuka/2021/ds1/
https://iuuk.mff.cuni.cz/~{ }vesely/vyuka/Podzim25/ds1.html


Obsah
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Jaké datové struktury znáte?

Spojový seznam

Pole

Fronta, zásobnı́k

Vyhledávacı́ stromy (např. AVL-stromy)

Hešovacı́ tabulky

Binárnı́ halda
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Model výpočtu: Random Access Machine

Popis

Pamět’ je rozdělena do bloků, které jsou indexovány čı́sly 1, 2, . . .

V každém bloku je uloženo přirozené čı́slo velikosti nejvýše poly(n) 1

Význam hodnoty v bloku: klı́č nebo hodnota prvku, adresa a dalšı́ pomocné
proměnné

Instrukčnı́ sada: +, -, *, celočı́selné dělenı́ a modulo

Argumenty instrukcı́: konstanta, čı́slo bloku, blok obsahujı́cı́ čı́slo bloku

Složitost

Pamět’ová: největšı́ index použitého bloku

Časová: počet vykonaných instrukcı́
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1 Bez omezenı́ na velikosti čı́sel bychom mohli v jedné intrukci provádět potenciálně
nekonečně mnoho paralelnı́ch operacı́, což by neodpovı́dalo reálným počı́tačům.
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Amortizovaná analýza

Motivace
Uvažujme datovou strukturu, která zvládá nějakou operaci většinou velmi rychle

Ale občas potřebuje reorganizovat svoji vnitřnı́ strukturu, což operaci v těchto
výjimečných přı́padech značně zpomaluje

Tudı́ž je časová složitost v nejhoršı́m přı́padě velmi špatná

Představme si, že naše datová struktura je použita v nějakém algoritmu, který
operaci zavolá mnohokrát

V této situaci složitost algoritmu ovlivňuje celkový čas mnoha operacı́, nikoliv
složitost operace v nejhoršı́m přı́padě

Cı́l: Chceme zjistit ”průměrnou“ dobu výpočtu operace v rámci posloupnosti,
přı́padně celkovou složitost posloupnosti operacı́ 1

Metody výpočtu amortizované složitosti
Agregovaná metoda

Účetnı́ metoda

Potenciálnı́ metoda
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1 Dnes uvažujeme pouze deterministické datové struktury a randomizované DS
budou až v polovině semestru, kde budeme analyzovat očekávanou (expected)
časovou složitost.
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Agregovaná metoda

Binárnı́ čı́tač
Máme n-bitový čı́tač inicializovaný libovolnou hodnotou

Při operaci INCREMENT se poslednı́ nulový bit změnı́ na 1 a všechny následujı́cı́
jedničkové bity se změnı́ na 0

Počet změněných bitů v nejhoršı́m přı́padě je n

Kolik bitů se změnı́ při k operacı́ch INCREMENT?

Agregovaná metoda

Poslednı́ bit se změnı́ při každé operaci — tedy k -krát

Předposlednı́ bit se změnı́ při každé druhé operaci — nejvýše ⌈k/2⌉-krát

i-tý bit od konce se změnı́ každých 2i operacı́ — nejvýše
⌈
k/2i⌉-krát

Celkový počet změn bitů je nejvýše n + 2k 1

Časová složitost k operacı́ INCREMENT nad n-bitovým čı́tačem je O(n + k)

Amortizovaná složitost na jednu operaci je O(1)
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1
∑n−1

i=0

⌈
k/2i⌉ ≤

∑n−1
i=0 (1 + k/2i) ≤ n + k

∑n−1
i=0 1/2i ≤ n + 2k
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Účetnı́ metoda

Účetnı́ metoda
Změna jednoho bitu stojı́ jeden žeton a na každou operaci dostaneme dva žetony

Invariant: U každého jedničkového bitu si uschováme jeden žeton

Při inkrementu máme vynulovánı́ jedničkových bitů předplaceno

Oba žetony poskytnuté k vykonánı́ operace využijeme na jedinou změnu nulového
bitu na jedničku a předplacenı́ jeho vynulovánı́

Na začátku potřebujeme dostat nejvýše n žetonů

Celkově dostaneme na k operacı́ n + 2k žetonů

Amortizovaný počet změněných bitů při jedné operaci je O(1)
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Potenciálnı́ metoda

Definice
Potenciál Φ je funkce, která každý stav datové struktury ohodnotı́ nezáporným reálným
čı́slem. Operace nad datovou strukturou má amortizovanou složitost A, jestliže
vykonánı́ libovolné operace splňuje

T ≤ A +
(
Φ(S)− Φ(S′)

)
,

kde T je skutečný čas nutný k vykonánı́ operace, S je stav před jejı́m vykonánı́m a S′

je stav po vykonánı́ operace. 1

Intuice
Potenciál je banka, do které ukládáme čas (penı́ze) pro budoucı́ operace

Na každou operaci dostaneme A peněz

Je-li operace rychlá (T < A), tak do banky můžeme přidat A − T peněz

Pomalé operace naopak musı́me doplatit z banky

Je-li počet operacı́ k dostatečně velký, tak celková časová složitost je O(kA)

Zjednodušený zápis

Φ := Φ(S) a Φ′ := Φ(S′)
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1 Cvičenı́: Proč vyžadujeme, aby byl potenciál nezáporný?
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Inkrementace binárnı́ho čı́tače: Potenciálnı́ metoda

Potenciálnı́ metoda
Potenciál nulového bitu je 0 a potenciál jedničkového bitu je 1

Potenciál čı́tače je součet potenciálů všech bitů 1

Potenciál po provedenı́ j-té operace označme Φj 2

Skutečný počet změněných bitů při j-té operaci označme Tj

Chceme spočı́tat amortizovaný počet změněných bitů, který označı́me A

Pro každou operaci j musı́ platit Tj ≤ A + (Φj−1 − Φj) pro libovolnou operaci j

Zvolı́me A = 2

Celkový počet změněných bitů při k operacı́ch je

k∑
j=1

Tj ≤
k∑

j=1

(2 +Φj−1 − Φj) ≤ 2k +Φ0 − Φk ≤ 2k + n,

protože 0 ≤ Φj ≤ n 3
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1 V tomto triviálnı́m přı́kladu je potenciál přesně počet žetonů v účetnı́ metodě.
2 Φ0 je potenciál před provedenı́m prvnı́ operace a Φk je potenciál po poslednı́

operaci.
3 Součtu

∑k
j=1(Φj−1 − Φj) = Φ0 − Φk se řı́ká teleskopická suma a tento nástroj

budeme často použı́vat.
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Dynamické pole: Agregovaná metoda

Dynamické pole
Máme zásobnı́k (prvky přidáváme na konec a z konce i mažeme)

Počet prvků označı́me n a velikost pole p

Jestliže p = n a máme přidat dalšı́ prvek, tak velikost pole zdvojnásobı́me

Jestliže p = 4n a máme smazat prvek, tak velikost pole zmenšı́me na polovinu 1

Intuitivnı́ přı́stup

Zkopı́rovánı́ celého pole trvá O(n) 2

Jestliže po realokaci pole máme n prvků, pak dalšı́ realokace nastane nejdřı́ve po
n/2 operacı́ch INSERT nebo DELETE 3

Amortizovaná složitost je O(1)

Agregovaná metoda: Celkový čas

Necht’ ki je počet operacı́ mezi (i − 1) a i-tou realokacı́ ⇒
∑

i ki = k

Při prvnı́ realokaci se kopı́ruje nejvýše n0 + k1 prvků, kde n0 je počátečnı́ počet

Při i-té realokaci se kopı́ruje nejvýše 2ki prvků, kde i ≥ 2 4

Celkový počet zkopı́rovaných prvků je nejvýše n0 + k1 +
∑

i≥2 2ki ≤ n0 + 2k
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1 Cvičenı́: Proč nemůžeme nastavit p = 2n při zmenšovnánı́? Můžeme zvolit
libovolnou konstantu c > 1 a při zvětšovánı́ zvětšit pole na cn a při zmenšovánı́
nastavit velikosti pole na n/c?

2 V analýze počı́táme pouze čas na realokaci pole. Všechny ostatnı́ činnosti při
operacı́ch INSERT i DELETE trvajı́ O(1) v nejhoršı́m čase. Zajı́má nás počet
zkopı́rovaných prvků při realokaci, protože předpokládáme, že kopı́rovánı́ jednoho
prvku trvá O(1).

3 Po realokaci a zkopı́rovánı́ je nové pole z poloviny plné. Musı́me tedy přidat n
prvků nebo smazat n/2 prvků, aby došlo k dalšı́ realokaci.

4 Nejhoršı́m přı́padem je posloupnost INSERT, kdy zdvojnásobı́me počet prvků,
které poté musı́me realokovat.
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Dynamické pole: Potenciálnı́ metoda

Potenciálnı́ metoda
Uvažujme potenciál

Φ =


0 pokud p = 2n
n pokud p = n
n pokud p = 4n

a tyto tři body rozšı́řı́me po částech lineárnı́ funkcı́

Explicitně

Φ =

{
2n − p pokud p ≤ 2n
p/2 − n pokud p ≥ 2n

Změna potenciálu při jedné operaci bez realokace je Φ′ − Φ ≤ 2 1

Skutečný počet zkopı́rovaných prvků T vždy splňuje T + (Φ′ − Φ) ≤ 2 2

Celkový počet zkopı́rovaných prvků při k operacı́ch je nejvýše
2k +Φ0 − Φk ≤ 2k + n0

Celkový čas k operacı́ je O(n0 + k)

Amortizovaný čas jedné operace je O(1)
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1

Φ′ − Φ =


2 pokud přidáváme a p ≤ 2n
−2 pokud mažeme a p ≤ 2n
−1 pokud přidáváme a p ≥ 2n
1 pokud mažeme a p ≥ 2n

2 Jestliže nedojde k realokaci, pak T = 0.
Při realokaci musı́me nejprve zkopı́rovat všechny prvky, kterých je T = Φ, čı́mž
potenciál klesne na 0. Poté přidáme/smažeme prvek, čı́mž potenciál vzroste
nejvýše na Φ′ ≤ 2.
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Binárnı́ vyhledávacı́ strom (BVS)

Definice
Binárnı́ strom (každý vrchol obsahuje nejvýše dva syny)

Klı́č v každém vnitřnı́m vrcholu je většı́ než všechny klı́če v levém podstromu a
menšı́ než všechny klı́če v pravém podstromu

Prvky mohou být uloženy pouze v listech nebo též ve vnitřnı́ch vrcholech (u
každého klı́če je uložena i hodnota)

Přı́klad

10

5

2 7

6 9

13

12 14

Složitost

Pamět’: O(n)

Časová složitost operace Find je lineárnı́ ve výšce stromu

Výška stromu může být až n − 1, a proto musı́me stromy vyvažovat
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Váhově vyvážené stromy: BB[α]-strom (Weight-balanced trees)

BB[α]-strom (Nievergelt, Reingold, 1973)

Binárnı́ vyhledávacı́ strom 1

Počet vrcholů v podstromu vrcholu u označme su 2

Pro každý vrchol u platı́, že podstromy obou synů u musı́ mı́t nejvýše αsu vrcholů
3

Zřejmě musı́ platit 1
2 < α < 1 4

Výška BB[α]-stromu

Podstromy všech vnuků kořene majı́ nejvýše α2n vrcholů

Podstromy všech vrcholů v i-té vrstvě majı́ nejvýše αin vrcholů

αin ≥ 1 jen pro i ≤ log 1
α
(n)

Výška BB[α]-stromu je Θ(log n)

Operace BUILD: Vytvořenı́ BB[α]-stromu ze setřı́děného pole
Prostřednı́ prvek dáme do kořene

Rekurzivně vytvořı́me oba podstromy

Časová složitost je O(n)
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1 V přednášce budeme předpokládat, že prvky jsou uloženy ve všech vrcholech, i
když existuje varianta BB[α]-stromů majı́cı́ prvky jen v listech.

2 Do su započı́táváme i vrchol u.
3 V literatuře můžeme najı́t různé varianty této podmı́nky. Podstatné je, aby oba

podstromy každého vrcholu měli ”zhruba“ stejný počet vrcholů.
4 Pro α = 1

2 lze BB[α]-strom sestrojit, ale operace INSERT a DELETE by byly časově
náročné. Pro α = 1 by výška BB[α]-strom mohla být lineárnı́.
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BB[α]-strom: Operace INSERT a DELETE: Agregovaná metoda

Operace INSERT (DELETE je analogický)

Najı́t list pro nový prvek a uložit do něho nový prvek (složitost: O(log n))

Jestliže některý vrchol porušuje vyvažovacı́ podmı́nku, tak celý jeho podstrom
znovu vytvořı́me operacı́ BUILD (složitost: amortizovaná analýza) 1 2

Amortizovaná složitost operacı́ INSERT a DELETE: Agregovaná metoda

Jestliže podstrom vrcholu u po provedenı́ operace BUILD má su vrcholů, pak dalšı́
porušenı́ vyvažovacı́ podmı́nky pro vrchol u nastane nejdřı́ve po Ω(su)
přidánı́/smazánı́ prvků v podstromu vrcholu u (cvičenı́)

Rebuild podstromu vrcholu u trvá O(su)

Amortizovaný čas vyvažovánı́ jednoho vrcholu je O(1) 3

Při jedné operaci INSERT/DELETE se prvek přidá/smaže v Θ(log n) podstromech

Amortizovaný čas vyvažovánı́ při jedné operaci INSERT nebo DELETE je O(log n)

Celkový čas k operacı́ je O((k + n) log n)
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1 Při hledánı́ listu pro nový vrchol stačı́ na cestě od kořene k listu kontrolovat, zda se
přidánı́m vrcholu do podstromu syna neporušı́ vyvažovacı́ podmı́nka. Pokud se v
nějakém vrcholu podmı́nka porušı́, tak se hledánı́ ukončı́ a celý podstrom včetně
nového prvku znovu vybuduje.

2 Existujı́ pravidla pro rotovánı́ BB[α]-stromů, ale ta se nám dnes nehodı́.
3 Operace BUILD podstromu vrcholu u trvá O(su) a mezi dvěma operacemi BUILD

podstromu u je Ω(su) operacı́ INSERT nebo DELETE do podstromu u. Všimněte si
analogie s dynamickým polem.
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BB[α]-strom: Operace INSERT a DELETE: Potenciálnı́ metoda

Amortizovaná složitost operacı́ INSERT a DELETE: Potenciálnı́ metoda
V této analýze uvažujeme jen čas na postavenı́ podstromu, zbytek trvá O(log n)

Potenciál vrcholu u definován

Φ(u) =

{
0 pokud |sl(u) − sr(u)| ≤ 1
|sl(u) − sr(u)| jinak,

kde l(u) a r(u) jsou levý a pravý synové u.

Potenciál BB[α]-stromu Φ je součet potenciálů vrcholů

Při vloženı́/smazánı́ prvku se potenciál Φ(u) jednoho vrcholu zvýšı́ nejvýše o 2 1

Pokud nenastane Rebuild, pak se potenciál stromu zvýšı́ nejvýše o O(log(n)) 2

Pokud nastane Rebuild vrcholu u, pak Φ(u) ≥ αsu − (1 − α)su ≥ (2α− 1)su

Po rekonstrukci majı́ všechny vrcholy v podstromu u nulový potenciál 3

Při rekonstrukci poklesne potenciál Φ alespoň o Ω(su), což zaplatı́ čas na
rekonstrukci

Dále platı́ 0 ≤ Φ ≤ hn = O(n log n), kde h je výška stromu 4

Celkový čas na k operacı́ INSERT nebo DELETE je O((k + n) log n)
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1 Potenciál se změnı́ právě o 2, jestliže rozdı́l velikostı́ podstromů se změnı́ z 1 na 2
nebo opačně. Jinak se potenciál změnı́ právě o 1.

2 Potenciál se může změnit pouze vrcholům na cestě z kořene do
nového/smazaného vrcholu a těch je O(log n).

3 Právě zde potřebujeme, aby potenciál vrcholu byl nulový, i když se velikosti
podstromů jeho synů lišı́ o jedna.

4 Součet potenciálů všech vrcholů v jedné libovolné vrstvě je nejvýše n, protože
každý vrchol patřı́ do nejvýše jednoho podstromu vrcholu z dané vrstvy. Tudı́ž
potenciál stromu Φ je vždy nejvýše nh. Též lze nahlédnout, že každý vrchol je
započı́tán v nejvýše h potenciálech vrcholů.
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Přı́štı́ týden

Samovyvažovacı́ stromy (Splay stromy)
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