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Vyhledávacı́ strom

Popis
Vnitřnı́ vrcholy majı́ libovolný počet synů (typicky alespoň dva)

Vnitřnı́ vrchol s k syny má k − 1 setřı́děných klı́čů

V každém vnitřnı́m vrcholu je i-tý klı́č většı́ než všechny klı́če v i-tém podstromu a
menšı́ než všechny klı́če v (i + 1)-nı́m podstromu pro všechna i

Prvky mohou být uloženy pouze v listech nebo též ve vnitřnı́ch vrcholech (u
každého klı́če je uložena i hodnota)

Pokud máme hodnoty jen v listech, pak i-tý klı́č vrcholu může být roven největšı́mu
klı́či v i-tém podstromu

Přı́klad: Hodnoty jsou ve všech vrcholech
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(a,b)-strom (Bayer, McCreight, 1972)

Definice
a, b jsou celá čı́sla splňujı́cı́ a ≥ 2 a b ≥ 2a− 1

(a,b)-strom je vyhledávacı́ strom

Všechny vnitřnı́ vrcholy kromě kořene majı́ alespoň a synů a nejvýše b synů

Kořen má nejvýše b synů

Všechny listy jsou ve stejné výšce

Pro zjednodušenı́ uvažujeme, že prvky jsou jen v listech 1

Přı́klad: (2,4)-strom
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1 4 7 9

22 33

22 33 99
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1 V domácı́m úkolu jsou prvky i ve vnitřnı́ch vrcholech, tak si rozmyslete, jak se
změnı́ operace Insert a Delete.
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(a,b)-strom: Operace Insert

Vložte prvek s klı́čem 4 do následujı́cı́ho (2,4)-stromu

3

1

1 3

5 6 7

5 6 7 8

Nejprve najdeme správného otce, jemuž přidáme nový list

3

1

1 3

4 5 6 7

4 5 6 7 8

Opakovaně rozdělujeme vrchol na dva

3 5

1

1 3

4

4 5

6 7

6 7 8
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(a,b)-strom: Operace Insert

Algoritmus

1 Najı́t otce v , kterému nový prvek patřı́
2 Přidat nový list do v
3 while deg(v) > b do

# Najdeme otce u vrcholu v
4 if v je kořen then
5 Vytvořit nový kořen u s jediným synem v
6 else
7 u ← otec v

# Rozdělı́me vrchol v na v a v ′

8 Vytvořit nového syna v ′ otci u a umı́stit jej vpravo vedle v
9 Přesunout ⌊(b + 1)/2⌋ nejpravějšı́ch synů vrcholu v do v ′

10 Přesunout ⌊(b + 1)/2⌋ − 1 nejpravějšı́ch klı́čů vrcholu v do v ′

11 Přesunout poslednı́ klı́č vrcholu v do u
12 v ← u

Jirka Fink Datové struktury I 5 / 24



Musı́me ještě dokázat, že po provedenı́ všech operacı́ doopravdy dostaneme
(a,b)-strom. Ověřı́me, že rozdělené vrcholy majı́ alespoň a synů (ostatnı́ požadavky
jsou triviálnı́). Rozdělovaný vrchol má na počátku právě b + 1 synů a počet synů po
rozdělenı́ je

⌊ b+1
2

⌋
a
⌈ b+1

2

⌉
. Protože b ≥ 2a− 1, počet synů po rozdělenı́ je alespoň⌊ b+1

2

⌋
≥

⌊ 2a−1+1
2

⌋
= ⌊a⌋ = a.
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(a,b)-strom: Operace Delete

Smažte prvek s klı́čem 4 z následujı́cı́ho (2,4)-stromu

3 5

1

1 3

4

4 5

6 7

6 7 8

Nalezneme a smažeme list

3 5

1

1 3

.

5

6 7

6 7 8

Přesuneme jednoho syna od bratra nebo spojı́me vrchol s bratrem

3 6

1

1 3

5

5 6

7

7 8

5

1 3

1 3 5

6 7

6 7 8
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(a,b)-strom: Operace Delete

Algoritmus

1 Najı́t list l obsahujı́cı́ prvek s daným klı́čem
2 v ← otec l
3 Smazat l
4 while deg(v) < a & v nenı́ kořen do
5 u ← sousednı́ bratr v
6 if deg(u) > a then
7 Přesunout správného syna u pod v 1

8 else
9 Přesunout všechny syny u pod v 2

10 Smazat u
11 if v nemá žádného bratra then
12 Smazat kořen (otec v ) a nastavit v jako kořen
13 else
14 v ← otec v
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1 Při přesunu je nutné upravit klı́če ve vrcholech u, v a jejich otci.
2 Vrchol u měl a, vrchol v měl a− 1 synů. Po jejich sjednocenı́ máme vrchol s

2a− 1 ≤ b syny.
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(a,b)-strom: Analýza

Cı́l
Chceme najı́t nejlepšı́ hodnoty a, b minimalizujı́cı́ složitost

Složitost budeme počı́tat v závislosti na a, b a počtu prvků n

Výška

(a,b)-strom výšky d má alespoň ad−1 a nejvýše bd listů.

Výška (a,b)-stromu splňuje logb n ≤ d ≤ 1 + loga n.

Operace FIND

Nalezenı́ správného syna ve vrcholu: O(log b) 1

Celá operace: O(log b · loga n) = O
(
log n log b

log a

)
= O(log n) pokud b = poly(a)

Operace INSERT a DELETE

Rozdělenı́ nebo sloučenı́ vrcholů: O(b) 2

Celá operace: O(b · loga n) = O
(
log n b

log a

)
Optimálnı́ volba a = 2, b = 3
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1 Teoreticky k dosaženı́ nejlepšı́ složitosti použijeme binárnı́ půlenı́, ale pokud je
hodnota b malá, je v praxi lepšı́ lineárně projı́t všechny klı́če.

2 Při rozdělenı́ nebo sloučenı́ vrcholů je nutné přesunout všechny syny a klı́če, což
je O(b).
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(a,b)-strom: Aplikace a volby parametrů a,b

Podobné datové struktury
B-tree, B+ tree, B* tree

2-4-tree, 2-3-4-tree, atd.

Aplikace
Souborové systémy např. Ext4, NTFS, HFS+

Databáze

Volba parametrů a,b
Hodnotu b volı́me tak, aby se jeden vrchol vešel do bloku a a = ⌈b/2⌉

4KB stránka, 32-bitový klı́č a ukazatel⇒ (256,512)-strom

64B řádka keše⇒ (4,7)-strom
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(a,b)-strom: Počet štěpenı́ při operacı́ch INSERT

Věta (počet modifikovaných vrcholů při vytvořenı́ stromu operacı́ INSERT)
Amortizovaný počet štěpenı́ v libovolné posloupnosti operacı́ INSERT začı́najı́cı́ na
prázdném stromu je O(1). 1

Důkaz
Při každém štěpenı́ vrcholu vytvořı́me nový vnitřnı́ vrchol

Po vytvořenı́ má strom nejvýše n vnitřnı́ch vrcholů

Celkový počet štěpenı́ je nejvýše n a počet modifikacı́ vrcholů je O(n)
Amortizovaný počet modifikovaných vrcholů na jednu operaci INSERT je O(1)
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1 Při jedné vyvažovacı́ operaci (štěpenı́ vrcholu) je počet modifikovaných vrcholů
omezený konstantou (štěpený vrchol, otec a synové). Asymptoticky jsou počty
modifikovaných vrcholů a vyvažovacı́ch operacı́ stejné.
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(a,b)-strom: Počet štěpenı́ a slučovánı́

Věta (Huddleston, Mehlhorn, 1982)
Amortizovaný počet štěpenı́ a slučovánı́ v libovolné posloupnosti k operacı́ INSERT a
DELETE v (a, 2a)-stromu je O(1) a celkový počet je O(n + k).

Důkaz

Potenciál vrcholu u závisı́ na počtu jeho synů takto: 1

synů a-1 a a + 1 . . . 2a-1 2a 2a+1
Φ(u) 2 1 0 . . . 0 2 4

Potenciál stromu je součet potenciálů vnitřnı́ch vrcholů
Změny potenciálu při štěpenı́ vrcholu u s otcem p jsou:

u s potenciálem 4 rozdělı́me na dva vrcholy s potenciály 0 a 1
Potenciál vrcholu p se zvýšı́ nejvýše o 2
Potenciál se snı́žı́ alespoň o 1, což zaplatı́ štěpenı́

Změny potenciálu při slučovánı́ vrcholů u a u′ s otcem p jsou:
Φ(u) = 2, Φ(u′) = 1 a sloučený vrchol má potenciál 0
Potenciál vrcholu p se zvýšı́ nejvýše o 1
Potenciál se snı́žı́ alespoň o 2, což zaplatı́ slučovánı́

Přidánı́, smazánı́ a přesun vrcholu zvýšı́ potenciál nejvýše o 2, ale tyto operace
provádı́me nejvýše jednou 2

Jelikož 0 ≤ Φ ≤ 4n, celkové snı́ženı́ potenciálu při všech operacı́ch je O(n)
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1 Kořen může mı́t méně než a− 1 synů a nemáme pro něj definovaný potenciál.
Rozmyslete si, jak do důkazu doplnit práci s kořenem. Důležité je, že štěpenı́ či
slučovánı́ mimo kořen může být logaritmicky mnoho, takže je nutné je platit z
potenciálu, ale u kořene nastanou jen jednou.

2 Při přesunu vrcholu se změnı́ potenciál vrcholu, jeho otce a bratra. Po přesunu
operace DELETE končı́, takže se děje jen jednou.
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(a,b)-strom: Balancovánı́ shora dolů

Cı́l
Umožnit efektivnı́ paralelizaci operacı́ Find, Insert a Delete (předpoklad: b ≥ 2a).

Operace Insert
Preventivně rozdělit každý vrchol na cestě od kořene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholy.

Operace Delete
Preventivně sloučit každý vrchol na cestě od kořene k hledanému listu s a syny s
bratrem nebo přesunout synovce.
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(a,b)-strom: Balancovánı́ shora dolů: Přı́klad

Vložte prvek s klı́čem 6 do následujı́cı́ho (2,4)-stromu
10 20 35

3 5 8

1 4 7 9

13 15 18

11 14 17 19

30

22 32

42

40 50

Nejprve rozdělı́me kořen
20

10

3 5 8

1 4 7 9

13 15 18

11 14 17 19

35

30

22 32

42

40 50

Pak pokračujeme do levého syna, který také rozdělı́me
20

5 10

3

1 4

8

7 9

13 15 18

11 14 17 19

35

30

22 32

42

40 50

Vrchol s klı́čem 8 nenı́ třeba rozdělovat a nový klı́č můžeme vložit
20

5 10

3

1 4

7 8

6 7 9

13 15 18

11 14 17 19

35

30

22 32

42

40 50
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Červeno-černé stromy (Guibas, Sedgewick, 1978)

Definice
1 Binárnı́ vyhledávacı́ strom s prvky uloženými ve všech vrcholech
2 Každý vrchol je černý nebo červený
3 Všechny cesty od kořene do listů obsahujı́ stejný počet černých vrcholů
4 Otec červeného vrcholu musı́ být černý
5 Listy jsou černé 1

Přı́klad

50

20

10

NIL NIL

25

22

NIL NIL

28

NIL NIL

80

66

NIL NIL

97

NIL 99

NIL NIL
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1 Nepovinná podmı́nka, která jen zjednodušuje operace. V přı́kladu uvažujeme, že
listy jsou reprezentovány NIL/NULL ukazateli, a tedy imaginárnı́ vrcholy bez prvků.
Někdy se též vyžaduje, aby kořen byl černý, ale tato podmı́nka nenı́ nutná,
protože kořen můžeme vždy přebarvit na černo bez porušenı́ ostatnı́ch podmı́nek.
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Červeno-černé stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

Každému černému vrcholu odpovı́dá jeden vrchol (2,4)-stromu
Vrchol bez červených synů

2

1 3

2

1 3

Vrchol s jednı́m čevneným synem 1

10

5 20

15 25

10 20

5 15 25

Vrchol s dvěma červenými syny

3 5 8

1 4 7 9

5

3

1 4

8

7 9
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1 Převod mezi červeno-černými stromy a (2,4)-stromy nenı́ jednoznačný, protože
vrchol (2,4)-stromu se třemi syny a prvky x < y lze převést na černý vrchol
červeno-černého stromu s prvkem x a pravým červeným synem y nebo s prvkem
y a levým červeným synem x .
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Červeno-černé stromy: Důsledky ekvivalence s (2,4)-stromy

Vlastnosti
Výška červeno-černého stromu je nejvýše 2 + 2 log2 n

Časová složitost operacı́ Find, Insert a Delete je O(log n)

Pro vkládánı́ a mazánı́ vrcholů existuje varianta shora dolů i zdola nahoru

Amortizovaný počet změn stromu při balancovánı́ zdola nahoru je O(1)

Aplikace
Asociativnı́ pole např. std::map a std::set v C++, TreeMap v Javě

The Completely Fair Scheduler v jádru Linuxu

Datové struktury ve výpočetnı́ geometrii

Persistentnı́ datové struktury
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Pamět’ová hierarchie

Přı́klad velikostı́ a rychlostı́ různých typů pamětı́

velikost rychlost
L1 cache 32 KB 223 GB/s
L2 cache 256 KB 96 GB/s
L3 cache 8 MB 62 GB/s
RAM 32 GB 23 GB/s
SSD 112 GB 448 MB/s
HDD 2 TB 112 MB/s

Triviálnı́ program

# Inicializace pole 32-bitových čı́sel velikosti n
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 A[i] = i+d # Vezmeme každou d-tou pozici a vytvořı́me cyklus

3 A[i]=0, i=0
# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d
# Počet operacı́ je nezávislý na n a d

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 i = A[i] # Dokola procházı́me cyklus d-tých pozic

Jirka Fink Datové struktury I 17 / 24



Pamět’ová hierarchie: Triviálnı́ program
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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999)

Zjednodušený model paměti
Uvažujme pouze dvě úrovně paměti: pomalý disk a rychlá keš (cache)

Pamět’ je rozdělená na bloky (stránky) velikosti B 1

Velikost keše je M, takže keš má P = M
B bloků

Procesor může přistupovat pouze k datům uloženým v keši

Pamět’ je plně asociativnı́ 2

Data se mezi diskem a kešı́ přesouvajı́ po celých blocı́ch a cı́lem je určit počet
bloků načtených do keše

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zná hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (např. velikost vrcholu
B-stromu při ukládánı́ dat na disk).

Cache-oblivious algoritmus

Algoritmus musı́ efektivně fungovat bez znalostı́ hodnot M a B. Důsledky:

Nenı́ třeba nastavovat parametry programu, který je tak přenositelnějšı́

Algoritmus dobře funguje mezi libovolnými úrovněmi paměti (L1 – L2 – L3 – RAM)
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1 Pro zjednodušenı́ předpokládáme, že jeden prvek zabı́rá jednotkový prostor, takže
do jednoho bloku se vejde B prvků.

2 Předpokládáme, že každý blok z disku může být uložený na libovolné pozici v
keši. Tento předpoklad výrazně zjednodušuje analýzu, i když na reálných
počı́tačı́ch moc neplatı́, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity.

Jirka Fink Datové struktury I 19 / 24

https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity


Scanning

Přečtenı́ souvislého pole (výpočet maxima, součtu a podobně)

Prvek Blok Pamět’

n
B

Minimálnı́ možný počet přenesených bloků je ⌈n/B⌉
Skutečný počet přenesených bloků je nejvýše ⌈n/B⌉+ 1

Předpokládáme, že máme k dispozici O(1) registrů k uloženı́ iterátoru a maxima

Obrácenı́ pole
Potřebujeme si v keši držet dva bloky, jinak je analýza stejná jako u přečtenı́
souvislého pole

Skutečný počet přenesených bloků je nejvýše ⌈n/B⌉+1 za předpokladu, že P ≥ 2
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Reprezentace stromů

Binárnı́ vyvážený strom

Jeden vrchol je uložen v nejvýše 2 blocı́ch 1

Výška stromu je O(log n)

Na cestě z kořene do listu načteme O(log n) bloků

(a,b)-strom
Předpokládejme, že můžeme zvolit b = Θ(B)

Jeden vrchol je uložen v nejvýše 2 blocı́ch a má Θ(B) synů

Výška stromu je Θ(logB n)

Na cestě z kořene do listu načteme Θ(1 + logB n) bloků

Toto je cache-aware přı́stup

Reprezentace binárnı́ho stromu pomocı́ van Emde Boas
Cache-oblivious reprezentace

Na cestě z kořene do listu načteme Θ(1 + logB n) bloků

Podrobnosti na Datových strukturách II
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1 Předpokládáme, že prvky jsou dostatečně malé, aby se vrchol vešel do jednoho
bloku a druhý blok máme pro přı́pad, že nemůžeme alokovat pamět’ tak, aby
pamět’ pro vrcholy byla zarovnána se začátky bloků.
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Haldy

Binárnı́ halda v poli: Průchod od kořene k listu

Čtené prvky BlokZačátek haldy

Cesta má Θ(log n) vrcholů

Poslednı́ch Θ(logB) vrcholů ležı́ v nejvýše dvou blocı́ch

Ostatnı́ vrcholy jsou uloženy v po dvou různých blocı́ch

Θ(1 + log n − logB) = Θ(1 + log n
B ) přenesených bloků 1

B-regulárnı́ halda v poli: Průchod od kořene k listu

Opět předpokládáme, že do jednoho bloku se vejde B prvků

Cesta má Θ(1 + logB n) vrcholů

Na cestě z kořene do listu načteme Θ(1 + logB n) bloků
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1 Odečtenı́m členu logB asymptotickou složitost moc nezlepšı́me, a proto se v
literatuře obvykle neuvažuje. Cı́lem bylo nahlédnout, že náš odhad je doopravdy
asymptoticky těsný.
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Binárnı́ vyhledávánı́

Binárnı́ vyhledávánı́
Uvažujeme neúspěšné vyhledávánı́, protože úspěšné může skončit dřı́ve

Porovnáváme Θ(log n) prvků s hledaným prvkem

Poslednı́ch Θ(logB) prvků je uloženo v nejvýše dvou blocı́ch

Ostatnı́ prvky jsou uloženy v po dvou různých blocı́ch

Θ(1 + log n
B ) přenesených bloků
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Přı́štı́ týden

Pokračovánı́ v cache-oblivious algoritmech a datových strukturách.
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