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Vyhledavaci strom

@ Vnitfni vrcholy maji libovolny pocet synt (typicky alespon dva)

@ Vnitini vrchol s k syny ma k — 1 setfidénych klicl
@ V kazdém vnitfnim vrcholu je i-ty kli¢ vétsi nez vSechny klice v i-tém podstromu a
mensi nez vSechny kli€e v (i + 1)-nim podstromu pro v§echna i

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)

@ Pokud mame hodnoty jen v listech, pak i-ty kli¢ vrcholu mize byt roven nejvétSimu
kli¢i v i-tém podstromu
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Vyhledavaci strom

@ Vnitfni vrcholy maji libovolny pocet synt (typicky alespon dva)

@ Vnitfni vrchol s k syny ma k — 1 setfidénych klicl

@ V kazdém vnitfnim vrcholu je i-ty kli€ vétSi nez vSechny klice v i-tém podstromu a
mensi nez v8echny kli€e v (i + 1)-nim podstromu pro vSechna i

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)

@ Pokud mame hodnoty jen v listech, pak i-ty kli¢ vrcholu mize byt roven nejvétSimu
kli¢i v i-tém podstromu

Priklad: Hodnoty jsou ve vSech vrcholech

Jirka Fink Datové struktury | 2/24



(a,b)-strom (Bayer, McCreight, 1972)

a, b jsou cela ¢isla splhujicia>2a b >2a— 1
@ (a,b)-strom je vyhledavaci strom
@ Vsechny vnitfni vrcholy kromé kofene maiji alespon a synu a nejvyse b synu
@ Kofen ma nejvyse b synl
@ Vsechny listy jsou ve stejné vySce
Pro zjednodu$eni uvazujeme, Ze prvky jsou jen v listech
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a, b jsou cela ¢isla splhujicia>2a b >2a— 1
@ (a,b)-strom je vyhledavaci strom
@ Vsechny vnitfni vrcholy kromé kofene maiji alespon a synu a nejvyse b synu
@ Kofen ma nejvyse b synl
@ Vsechny listy jsou ve stejné vySce
Pro zjednoduSeni uvazujeme, ze prvky jsou jen v listech

Ptiklad: (2,4)-strom
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(a,b)-strom: Operace Insert

Vlozte prvek s klicem 4 do nasledujiciho (2,4)-stromu
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(a,b)-strom: Operace Insert

Vlozte prvek s klicem 4 do nasledujiciho (2,4)-stromu

V.
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(a,b)-strom: Operace Insert

1 Najit otce v, kterému novy prvek pati
2 Pfidat novy list do v
3 while deg(v) > bdo
# Najdeme otce U vrcholu V
if v je kofen then
\ Vytvofit novy kofen u s jedinym synem v
else
| u+otecv

N o o b

# Rozdélime vrchol V na Vv a V/

8 Vytvofit nového syna v’ otci u a umistit jej vpravo vedle v

9 Presunout | (b + 1)/2] nejpravéjSich synd vrcholu v do v/

0 Presunout |(b+ 1)/2] — 1 nejpravéjsich klict vrcholu v do v/
1 Presunout posledni kli¢ vrcholu v do u

|2 V—u
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(a,b)-strom: Operace Delete

Smazte prvek s klicem 4 z nasledujiciho (2,4)-stromu
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(a,b)-strom: Operace Delete

Smazte prvek s klicem 4 z nasledujiciho (2,4)-stromu
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(a,b)-strom: Operace Delete

1 Najit list / obsahujici prvek s danym klicem
2 v < otec/

3 Smazat /

4 while deg(v) < a & v neni kofen do

5 u < sousedni bratr v

6 if deg(u) > athen

7 \ Pfesunout spravného syna u pod v

8 else

9 Pfesunout v§echny syny u pod v

0 Smazat u

11 if v nema Zadného bratra then

12 | Smazat kofen (otec v) a nastavit v jako kofen
13 else

14 | v« otecv
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@ Chceme najit nejlepsi hodnoty a, b minimalizujici slozitost

@ Slozitost budeme pocitat v zavislosti na a, b a poétu prvkl n
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(a,b)-strom: Analyza

@ Chceme najit nejlepsi hodnoty a, b minimalizujici slozitost
@ Slozitost budeme pocitat v zavislosti na a, b a poétu prvkl n

@ (a,b)-strom vysky d ma alespori a~ ' a nejvyse b? list.
@ Vyska (a,b)-stromu splfiuje log, n < d < 1 + log, n.
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(a,b)-strom: Analyza

@ Chceme najit nejlepsi hodnoty a, b minimalizujici slozitost

@ Slozitost budeme pocitat v zavislosti na a, b a poétu prvkl n
@ (a,b)-strom vysky d méa alespon 2%~ a nejvyse b listd.
@ Vyska (a,b)-stromu splfiuje log, n < d < 1 + log, n.

.

Operace FIND
@ Nalezeni spravného syna ve vrcholu: O(log b)

@ Cela operace: O(log b - log, n) = O(Iog n'°gb) = O(log n) pokud b = poly(a)

log a

i
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(a,b)-strom: Analyza

@ Chceme najit nejlepsi hodnoty a, b minimalizujici slozitost
@ Slozitost budeme pocitat v zavislosti na a, b a poétu prvkl n

@ (a,b)-strom vysky d ma alespori a~ ' a nejvyse b? list.
@ Vyska (a,b)-stromu splfiuje log, n < d < 1 + log, n.

@ Nalezeni spravného syna ve vrcholu: O(log b)

@ Cela operace: O(log b - log, n) = O(Iog n'°gb) = O(log n) pokud b = poly(a)

log a

Operace INSERT a DELETE

@ Rozdéleni nebo slouéeni vrchold: O(b)

@ Cela operace: O(b - log, n) = O(Iog ni)

loga

@ Optimalni volbaa=2,b=3
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(a,b)-strom: Aplikace a volby parametrd a, b

Podobné datové struktury

@ B-tree, B+ tree, B* tree
@ 2-4-tree, 2-3-4-tree, atd.
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(a,b)-strom: Aplikace a volby parametrd a, b

Podobné datové struktury
@ B-tree, B+ tree, B* tree
@ 2-4-tree, 2-3-4-tree, atd.

Aplikace
@ Souborové systémy napf. Ext4, NTFS, HFS+
@ Databaze

Volba parametru a, b

Hodnotu b volime tak, aby se jeden vrchol veSel do bloku a a = [b/2]
@ 4KB stranka, 32-bitovy kli¢ a ukazatel = (256,512)-strom
@ 64B fadka keSe = (4,7)-strom
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(a,b)-strom: Pocet Stépeni pfi operacich INSERT

Véta (pocet modifikovanych vrcholl pfi vytvofeni stromu operaci INSERT)

Amortizovany pocet §tépeni v libovolné posloupnosti operaci INSERT zacinajici na
prazdném stromu je O(1).
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Véta (pocet modifikovanych vrcholl pfi vytvofeni stromu operaci INSERT)

Amortizovany pocet §tépeni v libovolné posloupnosti operaci INSERT zacinajici na
prazdném stromu je O(1).

@ P¥i kazdém Stépeni vrcholu vytvofime novy vnitfni vrchol

@ Po vytvofeni ma strom nejvySe n vnitfnich vrcholl
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(a,b)-strom: Pocet Stépeni pfi operacich INSERT

Véta (pocet modifikovanych vrcholl pfi vytvofeni stromu operaci INSERT)

Amortizovany pocet §tépeni v libovolné posloupnosti operaci INSERT zacinajici na
prazdném stromu je O(1).

@ P¥i kazdém Stépeni vrcholu vytvofime novy vnitfni vrchol

@ Po vytvofeni ma strom nejvySe n vnitfnich vrcholl
@ Celkovy pocet Stepeni je nejvySe n a pocet modifikaci vrcholt je O(n)
@ Amortizovany pocet modifikovanych vrchol na jednu operaci INSERT je O(1)
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(a,b)-strom: Pocet Stépeni a sluCovani

Véta (Huddleston, Mehlhorn, 1982)

Amortizovany pocet Stépeni a slucovani v libovolné posloupnosti k operaci INSERT a
DELETE v (a,2a)-stromu je O(1) a celkovy pocet je O(n + k).

@ Potencidl vrcholu u zavisi na poétu jeho synu takto:
syni [a1 a a+1 ... 2a1 2a 2a+l
®w | 2 1 0 ... 0 2 4

@ Potencial stromu je soucéet potenciall vnitfnich vrchold
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DELETE v (a,2a)-stromu je O(1) a celkovy pocet je O(n + k).

@ Potencidl vrcholu u zavisi na poétu jeho synu takto:
syni [a1 a a+1 ... 2a1 2a 2a+l
®w | 2 1 0 ... 0 2 4

@ Potencial stromu je soucéet potenciall vnitfnich vrchold
@ Zmeény potencialu pfi Stépeni vrcholu u s otcem p jsou:

@ u s potencialem 4 rozdélime na dva vrcholy s potencidly 0 a 1
@ Potencial vrcholu p se zvysi nejvyse o 2
e Potencial se snizi alespon o 1, coz zaplati Stépeni
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@ Potencial vrcholu p se zvysi nejvyse o 1
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(a,b)-strom: Pocet Stépeni a sluCovani

Véta (Huddleston, Mehlhorn, 1982)

Amortizovany pocet Stépeni a slucovani v libovolné posloupnosti k operaci INSERT a
DELETE v (a,2a)-stromu je O(1) a celkovy pocet je O(n + k).

@ Potencidl vrcholu u zavisi na poétu jeho synu takto:
syni [a1 a a+1 ... 2a1 2a 2a+l

ou) | 2 0 0 2 4
@ Potencial stromu je soucéet potenciall vnitfnich vrchold

@ Zmeény potencialu pfi Stépeni vrcholu u s otcem p jsou:
@ u s potencialem 4 rozdélime na dva vrcholy s potencidly 0 a 1
@ Potencial vrcholu p se zvysi nejvyse o 2
e Potencial se snizi alespon o 1, coz zaplati Stépeni
@ Zmény potencialu pfi sluéovani vrcholl u a u’ s otcem p jsou:
e d(u) =2, d(u') = 1 aslouceny vrchol méa potencial 0
@ Potencial vrcholu p se zvysi nejvyse o 1
o Potencidl se snizi alespon o 2, coz zaplati sluéovani
@ PYidani, smazani a pfesun vrcholu zvysi potencial nejvySe o 2, ale tyto operace
provadime nejvyse jednou

@ Jelikoz 0 < & < 4n, celkové snizeni potencialu pfi vSech operacich je O(n)
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(a,b)-strom: Balancovani shora dolu

Umoznit efektivni paralelizaci operaci Find, Insert a Delete (predpoklad: b > 2a).
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(a,b)-strom: Balancovani shora dolu

Umoznit efektivni paralelizaci operaci Find, Insert a Delete (predpoklad: b > 2a).

Operace Insert

Preventivné rozdélit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholy.

Jirka Fink Datové struktury | 12/24



(a,b)-strom: Balancovani shora dolu

Umoznit efektivni paralelizaci operaci Find, Insert a Delete (predpoklad: b > 2a).

Operace Insert

Preventivné rozdélit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholy.

Operace Delete

Preventivné sloucit kazdy vrchol na cesté od korene k hledanému listu s a syny s
bratrem nebo presunout synovce.
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(a,b)-strom: Balancovani shora dolt: Priklad

@ Vlozte prvek s kliem 6 do nasledujiciho (2,4)-stromu
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Cerveno-&erné stromy (Guibas, Sedgewick, 1978)

@ Binarni vyhledavaci strom s prvky ulozenymi ve v§ech vrcholech

© Kazdy vrchol je ¢erny nebo cerveny

© Vsechny cesty od korene do listti obsahuji stejny pocet ¢ernych vrcholl
@ Otec Eerveného vrcholu musi byt éerny

@ Listy jsou cerné

&

R s o
So Q@5 o 5@

XXX

\
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Cerveno-gerné stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

Kazdému ¢ernému vrcholu odpovida jeden vrchol (2,4)-stromu
@ Vrchol bez &ervenych synu
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Cerveno-gerné stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

Kazdému ¢ernému vrcholu odpovida jeden vrchol (2,4)-stromu
@ Vrchol bez &ervenych synu

@ Vrchol s jednim ¢evnenym synem

o/mx
d
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Cerveno-gerné stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

Kazdému ¢ernému vrcholu odpovida jeden vrchol (2,4)-stromu
@ Vrchol bez &ervenych synu

@ Vrchol s jednim ¢evnenym synem
10|20
7
(5 [15]

@ Vrchol s dvéma Eervenymi syny

0 000
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Cerveno-gerné stromy: Dusledky ekvivalence s (2,4)-stromy

@ Vyska ¢erveno-cerného stromu je nejvyse 2 + 2log, n

o Casova slozitost operaci Find, Insert a Delete je O(log n)

@ Pro vkladani a mazani vrcholl existuje varianta shora dolll i zdola nahoru
@ Amortizovany po€et zmén stromu pfi balancovani zdola nahoru je O(1)
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Cerveno-gerné stromy: Dusledky ekvivalence s (2,4)-stromy

@ Vyska Cerveno-Cerného stromu je nejvySe 2 + 2log, n

o Casova slozitost operaci Find, Insert a Delete je O(log n)

@ Pro vkladani a mazani vrcholl existuje varianta shora dolll i zdola nahoru
@ Amortizovany po€et zmén stromu pfi balancovani zdola nahoru je O(1)

Aplikace
@ Asociativni pole napf. std::map a std::set v C++, TreeMap v Jave

@ The Completely Fair Scheduler v jadru Linuxu
@ Datové struktury ve vypocetni geometrii
@ Persistentni datoveé struktury
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Pamétova hierarchie

Priklad velikosti a rychlosti rdznych typl paméti

velikost rychlost
L1 cache 32 KB | 223 GB/s
L2 cache | 256 KB 96 GB/s
L3 cache 8 MB 62 GB/s

RAM 32GB | 23 GB/s
SSD 112 GB | 448 MB/s
HDD 2TB | 112 MB/s
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Pamétova hierarchie

Ptiklad velikosti a rychlosti rd

velikost rychlost
L1 cache 32 KB | 223 GB/s
L2 cache | 256 KB 96 GB/s
L3 cache 8 MB 62 GB/s

RAM 32 GB 23 GB/s
SSD 112 GB | 448 MB/s
HDD 2TB | 112 MB/s

Trivialni program

# Inicializace pole 32-bitovych ¢isel velikosti n

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do

2 LA[i]=i+d# Vezmeme kaZdou d-tou pozici a vytvo¥ime cyklus

3 AJi]=0, i=0
# M&¥ime dobu prubé&hu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
# Polet operaci je nezdvisly na n a d

a for (j=0; j< 2%; j++) do

5 L i=A[i] # Dokola prochdzime cyklus d-tych pozic
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Pamétova hierarchie: Trivialni program

Cas [s]

0 : ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
log, n
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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999)

Zjednoduseny model pameti

@ Uvazujme pouze dvé Urovné paméti: pomaly disk a rychla kes (cache)
@ Pamét je rozdélena na bloky (stranky) velikosti B

o Velikost kese je M, takze ke§ ma P = ¥ ploku

@ Procesor mUze pfistupovat pouze k datlm uloZzenym v kesi

@ Pamét je pIné asociativni

@ Data se mezi diskem a kesi presouvaji po celych blocich a cilem je urcit pocet
bloku nactenych do kese
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Zjednoduseny model pameti
@ Uvazujme pouze dvé Urovné pameéti: pomaly disk a rychla kes (cache)
@ Pamét je rozdélena na bloky (stranky) velikosti B
o Velikost kese je M, takze ke§ ma P = ¥ ploku
@ Procesor mUze pfistupovat pouze k datlm uloZzenym v kesi
@ Pamét je pIné asociativni

@ Data se mezi diskem a kesi presouvaji po celych blocich a cilem je urcit pocet
bloku nactenych do kese

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zna hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (napt. velikost vrcholu
B-stromu pfi ukladani dat na disk).
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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999)

Zjednoduseny model pameti

@ Uvazujme pouze dvé Urovné pameéti: pomaly disk a rychla kes (cache)
@ Pamét je rozdélena na bloky (stranky) velikosti B

o Velikost kese je M, takze ke§ ma P = ¥ ploku

@ Procesor mUze pfistupovat pouze k datlm uloZzenym v kesi

@ Pamét je pIné asociativni

@ Data se mezi diskem a kesi presouvaji po celych blocich a cilem je urcit pocet
bloku nactenych do kese

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zna hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (napt. velikost vrcholu
B-stromu pfi ukladani dat na disk).

Cache-oblivious algoritmus

Algoritmus musi efektivné fungovat bez znalosti hodnot M a B. Dusledky:

@ Neni tfeba nastavovat parametry programu, ktery je tak prenositelnéjsi

@ Algoritmus dobre funguje mezi libovolnymi drovnémi paméti (L1 — L2 — L3 — RAM)
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Precteni souvislého pole (vypocet maxima, souctu a podobné)

Prvek Blok Pamét
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Precteni souvislého pole (vypocet maxima, souctu a podobné)

Prvek Blok Pamét

@ Minimalni mozny pocet pfenesenych bloku je [n/B]
@ Skuteény pocet pfenesenych blokl je nejvyse [n/B] + 1

@ Predpokladame, ze mame k dispozici O(1) registrl k ulozeni iteratoru a maxima

v
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Precteni souvislého pole (vypocet maxima, souctu a podobné)

Blok Pamét

@ Minimalni mozny pocet prenesenych bloku je [n/B]
@ SkuteCny pocet prenesenych bloku je nejvyse [n/B] + 1
@ Predpokladame, ze mame k dispozici O(1) registri k ulozeni iteratoru a maxima

Obraceni pole

@ Potfebujeme si v kesi drzet dva bloky, jinak je analyza stejna jako u precteni
souvislého pole

@ Skuteény pocet prenesenych bloku je nejvyse [n/B] + 1 za predpokladu, ze P > 2
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Reprezentace strom

Binarni vyvazeny strom

@ Jeden vrchol je uloZen v nejvyse 2 blocich
@ Vyska stromu je O(log n)
@ Na cesté z kofene do listu nacteme O(log n) blokd
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Reprezentace stromu
Binarni vyvazeny strom

@ Jeden vrchol je uloZen v nejvyse 2 blocich

@ Vyska stromu je O(log n)

@ Na cesté z kofene do listu nacteme O(log n) blokd )
(@pbsvom |

@ Predpokladejme, ze mizeme zvolit b = ©(B)

@ Jeden vrchol je uloZen v nejvysSe 2 blocich a ma ©(B) synu

@ Vyska stromu je ©(logg n)

@ Na cesté z kofene do listu nacteme ©(1 + logg n) blokd

@ Toto je cache-aware pristup
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Reprezentace stromu
Binarni vyvazeny strom

@ Jeden vrchol je uloZen v nejvyse 2 blocich

@ Vyska stromu je O(log n)

@ Na cesté z kofene do listu nacteme O(log n) blokd )
(@pstom

@ Predpokladejme, ze mizeme zvolit b = ©(B)

@ Jeden vrchol je uloZen v nejvyse 2 blocich a ma ©(B) synl

@ Vyska stromu je ©(logg n)

@ Na cesté z kofene do listu nacteme ©(1 + logg n) blokd

@ Toto je cache-aware pristup

Reprezentace binarniho stromu pomoci van Emde Boas
@ Cache-oblivious reprezentace

@ Na cesté z kofene do listu nacteme ©(1 + logg n) bloku

@ Podrobnosti na Datovych strukturach Il
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Zatétek haldy Ctené prvky Blok

i
I |
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Zatétek haldy Ctené prvky Blok

i
I

@ Cesta ma O(log n) vrcholl

@ Poslednich ©(log B) vrchold lezi v nejvySe dvou blocich
@ Ostatni vrcholy jsou ulozeny v po dvou rdznych blocich
@ O(1+logn —log B) = ©(1 + log §) pfenesenych blokii
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@ Cesta ma O(log n) vrcholl

@ Poslednich ©(log B) vrcholll lezi v nejvySe dvou blocich
@ Ostatni vrcholy jsou ulozeny v po dvou rdznych blocich
@ O(1+logn —log B) = ©(1 + log §) pfenesenych blokii

B-regularni halda v poli: Priichod od kofene k listu

@ Opét predpokladame, ze do jednoho bloku se vejde B prvki
@ Cesta ma ©(1 + logg n) vrcholl
@ Na cesté z kofene do listu nacteme ©(1 + logg n) blokd
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Binarni vyhledavani

Binarni vyhledavani

@ Uvazujeme neulspésné vyhledavani, protoze UspéSné muze skoncit dfive
@ Porovnavame ©(log n) prvkd s hledanym prvkem

@ Poslednich ©(log B) prvki je ulozeno v nejvyse dvou blocich

@ Ostatni prvky jsou uloZzeny v po dvou rdznych blocich

@ O(1+ log ) pfenesenych bloki
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Pokracovani v cache-oblivious algoritmech a datovych strukturach.
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