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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999)

Zjednoduseny model pameti

@ Uvazujme pouze dvé Urovné pameéti: pomaly disk a rychlou kes (cache)
@ Pamét je rozdélena na bloky (stranky) velikosti B ®

o Velikost kese je M, takze ke$ ma P = ¥ ploku

@ Procesor mUze pfistupovat pouze k datim uloZzenym v kesi

@ Pamét je pIné asociativni @

@ Data se mezi diskem a kesi presouvaji po celych blocich a cilem je urcit pocet
bloku nactenych do keSe

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zna hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (napt. velikost vrcholu
B-stromu pfi ukladani dat na disk).

Cache-oblivious algoritmus

Algoritmus musi efektivné fungovat bez znalosti hodnot M a B. Dusledky:
@ Neni tfeba nastavovat parametry programu, a ten je tak prenositelnéjsi

@ Algoritmus dobre funguje mezi libovolnymi drovnémi paméti (L1 — L2 — L3 — RAM)
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@ Pro zjednodus$eni predpokladame, Ze jeden prvek zabira jednu pamétovou
jednotku, takze do jednoho bloku se vejde B prvkd.

© Predpokladame, ze kazdy blok z disku mlze byt uloZzeny na libovolné pozici v
kesSi. Tento predpoklad vyrazné zjednoduSuje analyzu, i kdyz na realnych

pocitagich moc neplati, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity.
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Precteni souvislého pole (vypocet maxima, souctu a podobné)

Blok Pamét

@ Minimalni mozny pocet prenesenych bloku je [n/B]
@ SkuteCny pocet prenesenych bloku je nejvyse [n/B] + 1
@ Predpokladame, ze mame k dispozici O(1) registri k ulozeni iteratoru a maxima

Obraceni pole

@ Potfebujeme si v kesi drzet dva bloky, jinak je analyza stejna jako u precteni
souvislého pole

@ Skuteény pocet prenesenych bloku je nejvyse [n/B] + 1 za predpokladu, ze P > 2
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Reprezentace stromu
Binarni vyvazeny strom

@ Jeden vrchol je ulozen v nejvy$e 2 blocich ©

@ Vyska stromu je O(log n)

@ Na cesté z kofene do listu nacteme O(log n) blokd
@ Predpokladejme, ze mizeme zvolit b = ©(B)

@ Jeden vrchol je uloZen v nejvyse 2 blocich a ma ©(B) synl

@ Vyska stromu je ©(logg n)
@ Na cesté z kofene do listu nacteme ©(1 + logg n) blokl
@ Toto je cache-aware pristup

\

Reprezentace binarniho stromu pomoci van Emde Boas
@ Cache-oblivious reprezentace
@ Na cesté z kofene do listu nacteme ©(1 + logg n) blokd
@ Podrobnosti na Datovych strukturach Il

N
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@ Predpokladame, ze prvky jsou dostatecné malé, aby se vrchol vesel do jednoho
bloku a druhy blok mame pro pfipad, ze nemizeme alokovat pamét tak, aby
pamét pro vrcholy byla zarovnana se zagatky blok.
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@ Cesta ma O(log n) vrcholl

@ Poslednich ©(log B) vrcholll lezi v nejvySe dvou blocich

@ Ostatni vrcholy jsou ulozeny v po dvou rdznych blocich

@ O(1 + logn—log B) = ©(1 + log 3) pfenesenych bloki O

B-regularni halda v poli: Priichod od kofene k listu

@ Opét predpokladame, ze do jednoho bloku se vejde B prvki
@ Cesta ma ©(1 + logg n) vrcholl
@ Na cesté z kofene do listu nacteme ©(1 + logg n) blokd
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@ Odectenim &lenu log B asymptotickou sloZitost moc nezlep$ime, a proto se v
literatufe obvykle neuvazuje. Cilem bylo nahlédnout, Ze na$ odhad je doopravdy
asymptoticky té€sny.
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Binarni vyhledavani

Binarni vyhledavani

@ Uvazujeme neulspésné vyhledavani, protoze UspéSné muze skoncit dfive
@ Porovnavame ©(log n) prvkd s hledanym prvkem

@ Poslednich ©(log B) prvki je ulozeno v nejvyse dvou blocich

@ Ostatni prvky jsou uloZzeny v po dvou rdznych blocich

@ O(1+ log ) pfenesenych bloki
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@ Siliti poli velikosti ny a nz potiebuje £ (ns + nz) + O(1) prenost
© Uvazujme (binarni) strom rekurzivniho volani

© Na jedné hladiné stromu potfebujeme O(n/B + 1) pfenosti ©
@ Pocet hladin stromu je O(log n)

© Celkovy pocet prenost je O((n/B + 1) log n)

k-cestny mergesort

@ Siliti poli velikosti ny, ..., nk potiebuje Z(ny + - - - + nk) + O(1) prenost

© Ke slévani potfebujeme k vstupnich blokl a jeden vystupni blok, proto volime
k+1<P

© UvaZujme k-arni strom rekurzivniho volani

© Na jedné hladiné stromu potfebujeme O(n/B + 1) pfenosl
@ Pocet hladin stromu je O(log, n)

Q Celkovy pocet prenost je O((n/B + 1) log, n)

@ Volbou k = P — 1 dostavdme O((n/B + 1) logp n) pfenost ®
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@ Na jedné hladiné stromu je kazdy blok pfecten nejvyse dvakrat. Na nejnizsich
hladinach, kde jeden blok patfi do vice nez dvou rekurzivnich volani, celé
podstromy téchto rekurzi pfistupuji k nejvyse ctyfem blokim. Tuto skute€nost dale
vyuzijeme na dal$im snimku.

@ Tento algoritmus je cache-aware a tento pocet prenosti je teoreticky optimalni i v
cache-oblivious modelu. Funnelsort je cache-oblivious algoritmus se stejnym
poctem prenosu a ¢asovou slozitosti O(nlog n).
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Pfipad n < M/2

Celé pole se vejde do kese, takze prenasime 2n/B + O(1) blokda. @

Délka spojovanych poli Vyska stromu rekurze
ni ]
n/2( I ]
nj4 | I I I ] log,(n/2)
log, n
ZO_ T T T T T T T T T T T T T T T ]
J: log, z

Ptipad n > M/2

@ Necht zje maximalni velikost pole, kieré Ize v ke$i setfidit @

Q Platiz< ¥ <2z

Q Sliti jedne arovné vyzaduje 24 + 22 + O(1) = O(3) prenost. ®
©Q Pocet prenesenych blokli je O(5) (1 +log, 2) = O(glog 7). @
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@ Polovina kese je pouzita na vstupni pole a druhd polovina na slité pole.

© Pro jednoduchost predpokladame, Ze velikosti poli v jedné urovni rekurze jsou
stejné. z odpovida velikosti pole na té Urovni rekurze, kde dvé pole velikosti z/2
Ize slit do jednoho pole velikosti z.

© Sliti vSech poli v jedné Urovni do polovi¢niho poctu poli dvojnasobné délky
vyzaduje precteni vSech prvkl. Navic je treba uvazovat nezarovnani poli a blok(,
takZe hrani¢ni bloky mohou patfit do dvou poli.

© Funnelsort pfenese O( 4 logp 3) bloku.
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Transpozice matic: Trivialni pFistup

Strategie nahrazovani stranek v kesi
OPT: Optimalnf off-line algoritmus predpokladajici znalost vSech pfistup do paméti
FIFO: Z keSe smazeme stranku, ktera v kesi zUstava ze v§ech stranek nejdéle
LRU: Z keSe smazeme stranku, ktera nebyla ze vSech stranek v kesi nejdéle pouzita

Trivialni algoritmus pro transpozici matice A velikosti k x k

1 forji <« 1to kdo
2 forj«< i+1to kdo
3 L SW&p(A/j, A/',')

Ptedpoklady

Uvazujeme pouze ptipad, kdy
@ B < k: Do jednoho bloku keSe se nevejde cely fadek matice
@ P < k: Do keSe se nevejde cely sloupec matice
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Transpozice matic: Trivialni pFistup

11]12]13] 14] 15 21| 22| 23] 24| 25] 31] 32| 33| 34| 35| 41| 42| 43] 44| 45| 51 [ 52| 53 54 55
o

LRU a FIFO strategie

Pfi ¢teni matice po sloupcich si kes pamatuje poslednich P fadkd, takze pfi éteni prvku
As 2 prvek As 1 jiz v kesi neni. Poget prenesenych blokd je Q(k?).

v

OPT strategie

@ Transpozice prvniho Fadku/sloupce vyzaduje alespor k — 1 pfenostl. ©

© Nejvyse P prvkil z druhého sloupce zustane v kesi.

© Proto transpozice druhého radku/sloupce vyzaduje alespon k — P — 2 prenosl.
@ Transpozice i-tého fadku/sloupce vyzaduje alespor max {0, k — P — i} prenosd.
@ Celkovy poget prenosu je alespon S5 F(k — P — i) = Q ((k — P)?).
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@ Kazdy prvek sloupce lezi v jiném bloku. Na zaéatku transpozice je ke$ prazdna,
takze je tfeba nacist vSechny bloky obsahujici prvek prvniho sloupce.
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Transpozice matic: Cache-aware pristup

Cache-aware algoritmus pro transpozici matice A velikosti k x k

# Rozdélime danou matici na submatice velikosti Z X Z
for (i=0;i < k; i+ = z)do
for j=1i;j < k;j+ =2z)do
# Transponujeme submatici za&¢inajici na pozici (/,f)
for (ii = i;ii < min(k, i+ z); i + +) do
for (jj = max(j,ii + 1); j < min(k,j + 2); jj + +) do
| Swap(Aij, Aj.i)

@ Zvolime z = B a predpokladame, ze 4B < P

@ K transpozici jedné submatice potfebujeme O(z) prenost

@ Poget submatic je O((k/z)?)

@ K transpozici potfebujeme O (k?/B) ptenosu, coz je optimalni
@ P¥i spravné zvolené hodnoté z byva tento postup nejrychlejsi
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@ Submatice na hlavni diagonéle se transponuije, dvojice submatic mimo hlavni
diagonalu se soucasné transponuje a prohazuje. Proto vnitini dva cykly prochazeji
pouze horni trojuhelnik submatice.
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Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

Rekurzivné rozdélime matici na submatice
Air A2 T Al AL )
A = A =
( Azt Az ) ( A, Al

@ Matice A1 a Az se transponuji podle stejného schématu
@ Matice A2 a Axr se prohazuji
@ Transpozice a prohozeni matic A a Ax1 se provadi najednou
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Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

1

2
3
4
5
6
7
8

9
0
11
2
13
14
15
16
17

Procedure transpose_on_diagonal (A)
if Matice A je mala then
\ Transponujeme matici A trivialnim postupem

else
Ai1, A2, Aoy, Aze < soufadnice submatic
transpose_on_diagonal (A1)
transpose_on_.diagonal (Aoz)
transpose_and_swap (A12, A21)

Procedure t ranspose_and_swap (A, B)
if Matice A a B jsou malé then
| Prohodime a transponujeme matice A a B trividlnim postupem

else
Aiq s A12, Aoq s A22, B4 s B12, Bo1 s Boo soufadnice submatic
transpose_and_swap (A11, Bi1
transpose_and_swap (Aiz, B2
transpose_and_swap (Az1, B2
transpose_and_swap (Ag2, Boo

)
)
)
)
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@ VSimnéme si, Ze matice A a B musi lezet na pozicich symetrickych podle hlavni
diagonaly plvodni matice, a proto ve skute¢nosti funkci t ranspose_and_swap ()
staéi predavat pozici matice A.

@ Ve funkci transpose_on_diagonal musi byt matice A Ctvercova a leZet na
hlavni diagonale.

@ Proto funkci transpose_on_diagonal staéi pfedat dva argumenty i a m, aby
transponovala matici velikosti m x m zacinajici na pozici (i, f).

@ Funkci transpose_and_swap staci pfedat Gtyfi argumenty i, j, m, n, aby
transponovala a prohodila matici velikosti m x n za&inajici na pozici (i, ) s matici
velikosti n x m zacinajici na pozici (J, /).

Jirka Fink Datové struktury | 13/21



Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

Analyza poétu prenesenych bloku

@ Predpoklad ,Tall cache“: M > 4B2, tj. po&et blok( je alespori 4B @
@ Necht z je nejvétsi velikost submatice, jejiz jeden fadek se vejde do jednoho bloku

©Q Plati:z<B<2z

© Jedna submatice z x z je uloZzena v nejvyse 2z < 2B blocich
© Dvé submatice z x z se vejdou do kese ®

Q@ Transpozice matice typu z x z vyzaduje nejvyse 4z prenosu
@ Mame (k/z)? submatic velikosti z x z

© Celkovy pocet prenesenych bloku je nejvyse ‘;—2 -4z < % = O(%)

© Tento postup je optimalni az na multiplikativni faktor ®
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@ Stacilo by predpokladat, Ze pocet bloku je alespon Q(B). Mame-li alespor 4B
blok(, pak je postup algebraicky jednodussi.

© Pokud zacatek fadku neni zarovnan na zacatek bloku, je jeden fadek submatice
ulozen ve dvou blocich.

© Funkce transpose_and_swap () pracuje se dvéma submaticemi.

(
© Cela matice je ulozena v alespon % blocich paméti.
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Véta (Sleator, Tarjan, 1985)

@ Necht s1, ..., sk je posloupnost p¥istupt do paméti ©
@ Necht Popr a PLry jsou poéty bloki v kesi pro strategie OPT a LRU ®
@ Necht Fopr a FLru jsou poéty pienesenych bloki ®
@ Piru > Popt
Pak Firy < 54 Fopr + Popt

PiLru—PopT

Dusledek

Pokud LRU muze uloZit dvojnasobny pocet blokl v kesi oproti OPT, pak ma LRU
nejvyse dvojnasobny pocet pienesenych bloki oproti OPT (plus Popt). @

Zdvojnasobeni velikosti keSe vétSinou nema vliv na asymptoticky pocet

prenesenych bloku

@ Scanning: O(n/B+1)

@ Mergesort: O (4 log 7 + 1)

@ Funnelsort: O (5 logp § + 1)

e Transpozice matice: O(n?/B+1)
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@ s; znaci blok paméti, se kterym program pracuje, a proto musi byt nacten do kese.
Posloupnost sq, . .., sk je poradi blok(l paméti, ve kterém algoritmus pracuje s daty.
P¥i opakovaném pristupu do stejného bloku se blok v posloupnosti opakuje.

© Predstavme si, Ze strategii OPT pustime na poditaci s Popt bloky v kesi a strategii
LRU na po¢itadi s Piry bloky v kesi.

© Srovnavame pocet prenesenych bloku strategie OPT na pocitaci s Popt bloky a
strategie LRU na pocitaCi s P ry bloky.

@ Formalné: Jestlize P.ry = 2Popr, pak Firu < 2Fopt + Popr.
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Dukaz (Firy < p—%— Fopt + Popr)

Piry—Popt
© Pokud LRU mé f < Piry pfenesenych blokd v podposloupnosti s, pak OPT
prenese alespon f — Popt blok( v podposloupnosti s
o Pokud LRU nacte v podposloupnosti f riznych blokul, pak podposloupnost obsahuje
alespon f rGznych blokl
o Pokud LRU nacte v podposloupnosti jeden blok dvakrat, pak podposloupnost obsahuje
alespon P ry > f ruznych blokd
o OPT ma pred zpracovanim podposloupnosti nejvyse Popt blokt z podposloupnosti v
kesi a zbylych alespon f — Popt musi nacist
© Rozdélime posloupnost si, . .., sy na podposloupnosti tak, ze LRU prenese Piry

blokll v kazdé podposloupnosti (kromé posledni)

©Q Jestlize Fipr a F/ry jsou pocty prenesenych bloku pfi zpracovani libovolné
podposloupnosti kromé posledni, pak F/r, < ﬁ%w

o OPT prenese alespon P ry — Popt blokd v kazdé podposloupnosti

P
Flry LRU
© ey Fép S PLru—Popt

Q V posledni podposloupnostl plati Flry < 5— Ry — Flor + Popr

PiLry—PopT

Piry
o Plati FOPT > FLRU — Popral < Piro—Fort
Plry 1/
o Tedy Flry < Fgpr + Popt < moihor Fopr + Popt
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Doba transpozice matic na realném pocitaci

Trivial
Recursion
Recursion terminated at 4 x 4

144

12

10 1

Cas na prohozeni dvou prvku [ns]

Velikost matice
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Srovnani rychlosti ¢teni z paméti a zapisu do pameti

Cteni z paméti

# Inicializace pole n 32bitovych ¢isel
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 LA[i]=i+d# Vezmeme kaZdou d-tou pozici a vytvorime cyklus
3 A[i=0]=0
# M&time dobu prub&hu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
a for (j=0; j< 2%8; j++) do
5 | i=A[i]l# Dokola prochdzime cyklus d-tych pozic

Zapis do pameti

# M&¥ime dobu prubé&hu cyklu v zadvislosti na parametrech n a d
1 for (j=0; j< 2%8; j++) do
2 LA[(j*d)%n]:j# Dokola zapisujeme na d-té pozice
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Srovnani rychlosti ¢teni z paméti a zapisu do pameti

34 .
max=18s max=3.4s —— Cten, d=1024
—— Cteni, d=32
257 ~ Zapis, d=1024
Zapis, d=32
2+ —— Cteni, d=1
— —— Zapis, d=1
@
2 1.5 ¢
H®]
1 |
05 |
0

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
log, N
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Par trik( na zavér

Ktera varianta je rychlejsi a o kolik?

# Pouzijeme modulo:
1 for (j=0; j< 2%8; j++) do
2 | Al(*d) %n]=]
# Pouzijeme bitovou konjunkci:
3 mask=n—14 Predpoklddame, Ze N je mocnina dvojky
4 for (j=0; j< 2%; j++) do
5 L A[(j*d) & mask] = |

Jak dlouho pobézi vypocet, vynechame-li posledni radek?

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 | Al]=i+d
3 A[i=0]=0
# M&¥ime dobu prubéhu cyklu v zavislosti na parametrech n a d
a for (j=0; j< 2%8; j++) do
5 L i= A[i]
6 printf("%d\n”, i);
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Pristi tyden

HeSovani: Jak funguje heSovani rliznych objektl a jak fesit kolize.
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