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Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999)

Zjednodušený model paměti
Uvažujme pouze dvě úrovně paměti: pomalý disk a rychlou keš (cache)

Pamět’ je rozdělena na bloky (stránky) velikosti B 1

Velikost keše je M, takže keš má P = M
B bloků

Procesor může přistupovat pouze k datům uloženým v keši

Pamět’ je plně asociativnı́ 2

Data se mezi diskem a kešı́ přesouvajı́ po celých blocı́ch a cı́lem je určit počet
bloků načtených do keše

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zná hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (např. velikost vrcholu
B-stromu při ukládánı́ dat na disk).

Cache-oblivious algoritmus

Algoritmus musı́ efektivně fungovat bez znalostı́ hodnot M a B. Důsledky:

Nenı́ třeba nastavovat parametry programu, a ten je tak přenositelnějšı́

Algoritmus dobře funguje mezi libovolnými úrovněmi paměti (L1 – L2 – L3 – RAM)
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1 Pro zjednodušenı́ předpokládáme, že jeden prvek zabı́rá jednu pamět’ovou
jednotku, takže do jednoho bloku se vejde B prvků.

2 Předpokládáme, že každý blok z disku může být uložený na libovolné pozici v
keši. Tento předpoklad výrazně zjednodušuje analýzu, i když na reálných
počı́tačı́ch moc neplatı́, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity.
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Scanning

Přečtenı́ souvislého pole (výpočet maxima, součtu a podobně)

Prvek Blok Pamět’

n
B

Minimálnı́ možný počet přenesených bloků je ⌈n/B⌉
Skutečný počet přenesených bloků je nejvýše ⌈n/B⌉+ 1

Předpokládáme, že máme k dispozici O(1) registrů k uloženı́ iterátoru a maxima

Obrácenı́ pole
Potřebujeme si v keši držet dva bloky, jinak je analýza stejná jako u přečtenı́
souvislého pole

Skutečný počet přenesených bloků je nejvýše ⌈n/B⌉+1 za předpokladu, že P ≥ 2
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Reprezentace stromů

Binárnı́ vyvážený strom

Jeden vrchol je uložen v nejvýše 2 blocı́ch 1

Výška stromu je O(log n)

Na cestě z kořene do listu načteme O(log n) bloků

(a,b)-strom
Předpokládejme, že můžeme zvolit b = Θ(B)

Jeden vrchol je uložen v nejvýše 2 blocı́ch a má Θ(B) synů

Výška stromu je Θ(logB n)

Na cestě z kořene do listu načteme Θ(1 + logB n) bloků

Toto je cache-aware přı́stup

Reprezentace binárnı́ho stromu pomocı́ van Emde Boas
Cache-oblivious reprezentace

Na cestě z kořene do listu načteme Θ(1 + logB n) bloků

Podrobnosti na Datových strukturách II
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1 Předpokládáme, že prvky jsou dostatečně malé, aby se vrchol vešel do jednoho
bloku a druhý blok máme pro přı́pad, že nemůžeme alokovat pamět’ tak, aby
pamět’ pro vrcholy byla zarovnána se začátky bloků.
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Haldy

Binárnı́ halda v poli: Průchod od kořene k listu

Čtené prvky BlokZačátek haldy

Cesta má Θ(log n) vrcholů

Poslednı́ch Θ(logB) vrcholů ležı́ v nejvýše dvou blocı́ch

Ostatnı́ vrcholy jsou uloženy v po dvou různých blocı́ch

Θ(1 + log n − logB) = Θ(1 + log n
B ) přenesených bloků 1

B-regulárnı́ halda v poli: Průchod od kořene k listu

Opět předpokládáme, že do jednoho bloku se vejde B prvků

Cesta má Θ(1 + logB n) vrcholů

Na cestě z kořene do listu načteme Θ(1 + logB n) bloků
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1 Odečtenı́m členu logB asymptotickou složitost moc nezlepšı́me, a proto se v
literatuře obvykle neuvažuje. Cı́lem bylo nahlédnout, že náš odhad je doopravdy
asymptoticky těsný.
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Binárnı́ vyhledávánı́

Binárnı́ vyhledávánı́
Uvažujeme neúspěšné vyhledávánı́, protože úspěšné může skončit dřı́ve

Porovnáváme Θ(log n) prvků s hledaným prvkem

Poslednı́ch Θ(logB) prvků je uloženo v nejvýše dvou blocı́ch

Ostatnı́ prvky jsou uloženy v po dvou různých blocı́ch

Θ(1 + log n
B ) přenesených bloků
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Mergesort

Mergesort
1 Slitı́ polı́ velikostı́ n1 a n2 potřebuje 2

B (n1 + n2) +O(1) přenosů
2 Uvažujme (binárnı́) strom rekurzivnı́ho volánı́
3 Na jedné hladině stromu potřebujeme O(n/B + 1) přenosů 1

4 Počet hladin stromu je O(log n)
5 Celkový počet přenosů je O((n/B + 1) log n)

k -cestný mergesort
1 Slitı́ polı́ velikostı́ n1, . . . , nk potřebuje 2

B (n1 + · · ·+ nk ) +O(1) přenosů
2 Ke slévánı́ potřebujeme k vstupnı́ch bloků a jeden výstupnı́ blok, proto volı́me

k + 1 ≤ P
3 Uvažujme k -árnı́ strom rekurzivnı́ho volánı́
4 Na jedné hladině stromu potřebujeme O(n/B + 1) přenosů
5 Počet hladin stromu je O(logk n)
6 Celkový počet přenosů je O((n/B + 1) logk n)
7 Volbou k = P − 1 dostáváme O((n/B + 1) logP n) přenosů 2
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1 Na jedné hladině stromu je každý blok přečten nejvýše dvakrát. Na nejnižšı́ch
hladinách, kde jeden blok patřı́ do vı́ce než dvou rekurzivnı́ch volánı́, celé
podstromy těchto rekurzı́ přistupujı́ k nejvýše čtyřem blokům. Tuto skutečnost dále
využijeme na dalšı́m snı́mku.

2 Tento algoritmus je cache-aware a tento počet přenosů je teoreticky optimálnı́ i v
cache-oblivious modelu. Funnelsort je cache-oblivious algoritmus se stejným
počtem přenosů a časovou složitostı́ O(n log n).
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Mergesort

Přı́pad n ≤ M/2

Celé pole se vejde do keše, takže přenášı́me 2n/B +O(1) bloků. 1

Schéma

n
n/2
n/4

...
z

...
1

Délka spojovaných polı́

log2 n

log2(n/z)

log2 z

Výška stromu rekurze

Přı́pad n > M/2
1 Necht’ z je maximálnı́ velikost pole, které lze v keši setřı́dit 2

2 Platı́ z ≤ M
2 < 2z

3 Slitı́ jedné úrovně vyžaduje 2 n
B + 2 n

z +O(1) = O
( n

B

)
přenosů. 3

4 Počet přenesených bloků je O
( n

B

) (
1 + log2

n
z

)
= O

( n
B log n

M

)
. 4
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1 Polovina keše je použita na vstupnı́ pole a druhá polovina na slité pole.
2 Pro jednoduchost předpokládáme, že velikosti polı́ v jedné úrovni rekurze jsou

stejné. z odpovı́dá velikosti pole na té úrovni rekurze, kde dvě pole velikosti z/2
lze slı́t do jednoho pole velikosti z.

3 Slitı́ všech polı́ v jedné úrovni do polovičnı́ho počtu polı́ dvojnásobné délky
vyžaduje přečtenı́ všech prvků. Navı́c je třeba uvažovat nezarovnánı́ polı́ a bloků,
takže hraničnı́ bloky mohou patřit do dvou polı́.

4 Funnelsort přenese O
( n

B logP
n
B

)
bloků.
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Transpozice matic: Triviálnı́ přı́stup

Strategie nahrazovánı́ stránek v keši

OPT: Optimálnı́ off-line algoritmus předpokládajı́cı́ znalost všech přı́stupů do paměti

FIFO: Z keše smažeme stránku, která v keši zůstává ze všech stránek nejdéle

LRU: Z keše smažeme stránku, která nebyla ze všech stránek v keši nejdéle použita

Triviálnı́ algoritmus pro transpozici matice A velikosti k × k

1 for i ← 1 to k do
2 for j ← i + 1 to k do
3 Swap(Aij , Aji )

Předpoklady
Uvažujeme pouze přı́pad, kdy

B < k : Do jednoho bloku keše se nevejde celý řádek matice

P < k : Do keše se nevejde celý sloupec matice
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Transpozice matic: Triviálnı́ přı́stup

Přı́klad: Reprezentace matice 5 × 5 v paměti

11 12 13 14 15 21 22 23 24 25 31 32 33 34 35 41 42 43 44 45 51 52 53 54 55

LRU a FIFO strategie

Při čtenı́ matice po sloupcı́ch si keš pamatuje poslednı́ch P řádků, takže při čtenı́ prvku
A3,2 prvek A3,1 již v keši nenı́. Počet přenesených bloků je Ω(k2).

OPT strategie
1 Transpozice prvnı́ho řádku/sloupce vyžaduje alespoň k − 1 přenosů. 1

2 Nejvýše P prvků z druhého sloupce zůstane v keši.
3 Proto transpozice druhého řádku/sloupce vyžaduje alespoň k − P − 2 přenosů.
4 Transpozice i-tého řádku/sloupce vyžaduje alespoň max {0, k − P − i} přenosů.
5 Celkový počet přenosů je alespoň

∑k−P
i=1 (k − P − i) = Ω

(
(k − P)2).
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1 Každý prvek sloupce ležı́ v jiném bloku. Na začátku transpozice je keš prázdná,
takže je třeba načı́st všechny bloky obsahujı́cı́ prvek prvnı́ho sloupce.
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Transpozice matic: Cache-aware přı́stup

Cache-aware algoritmus pro transpozici matice A velikosti k × k

# Rozdělı́me danou matici na submatice velikosti z × z
1 for (i = 0; i < k ; i+ = z) do
2 for (j = i ; j < k ; j+ = z) do

# Transponujeme submatici začı́najı́cı́ na pozici (i , j)
3 for (ii = i ; ii < min(k , i + z); ii ++) do
4 for (jj = max(j , ii + 1); jj < min(k , j + z); jj ++) do
5 Swap(Aii,jj , Ajj,ii )

1

Analýza
Zvolı́me z = B a předpokládáme, že 4B ≤ P

K transpozici jedné submatice potřebujeme O(z) přenosů

Počet submatic je O
(
(k/z)2)

K transpozici potřebujeme O
(
k2/B

)
přenosů, což je optimálnı́

Při správně zvolené hodnotě z bývá tento postup nejrychlejšı́
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1 Submatice na hlavnı́ diagonále se transponuje, dvojice submatic mimo hlavnı́
diagonálu se současně transponuje a prohazuje. Proto vnitřnı́ dva cykly procházejı́
pouze hornı́ trojúhelnı́k submatice.
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Transpozice matic: Rekurzivnı́ transpozice

Idea
Rekurzivně rozdělı́me matici na submatice

A =

(
A11 A12

A21 A22

)
AT =

(
AT

11 AT
21

AT
12 AT

22

)

Matice A11 a A22 se transponujı́ podle stejného schématu

Matice A12 a A21 se prohazujı́

Transpozice a prohozenı́ matic A12 a A21 se provádı́ najednou
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Transpozice matic: Rekurzivnı́ transpozice

1 Procedure transpose on diagonal(A)
2 if Matice A je malá then
3 Transponujeme matici A triviálnı́m postupem
4 else
5 A11,A12,A21,A22 ← souřadnice submatic
6 transpose on diagonal(A11)
7 transpose on diagonal(A22)
8 transpose and swap(A12,A21)

9 Procedure transpose and swap(A,B)
10 if Matice A a B jsou malé then
11 Prohodı́me a transponujeme matice A a B triviálnı́m postupem
12 else
13 A11,A12,A21,A22,B11,B12,B21,B22 ← souřadnice submatic
14 transpose and swap(A11,B11)
15 transpose and swap(A12,B21)
16 transpose and swap(A21,B12)
17 transpose and swap(A22,B22)
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Všimněme si, že matice A a B musı́ ležet na pozicı́ch symetrických podle hlavnı́
diagonály původnı́ matice, a proto ve skutečnosti funkci transpose and swap()
stačı́ předávat pozici matice A.

Ve funkci transpose on diagonal musı́ být matice A čtvercová a ležet na
hlavnı́ diagonále.

Proto funkci transpose on diagonal stačı́ předat dva argumenty i a m, aby
transponovala matici velikosti m ×m začı́najı́cı́ na pozici (i , i).

Funkci transpose and swap stačı́ předat čtyři argumenty i , j ,m, n, aby
transponovala a prohodila matici velikosti m × n začı́najı́cı́ na pozici (i , j) s maticı́
velikosti n ×m začı́najı́cı́ na pozici (j , i).
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Transpozice matic: Rekurzivnı́ transpozice

Analýza počtu přenesených bloků
1 Předpoklad ”Tall cache“: M ≥ 4B2, tj. počet bloků je alespoň 4B 1

2 Necht’ z je největšı́ velikost submatice, jejı́ž jeden řádek se vejde do jednoho bloku
2

3 Platı́: z ≤ B ≤ 2z
4 Jedna submatice z × z je uložena v nejvýše 2z ≤ 2B blocı́ch
5 Dvě submatice z × z se vejdou do keše 3

6 Transpozice matice typu z × z vyžaduje nejvýše 4z přenosů
7 Máme (k/z)2 submatic velikosti z × z

8 Celkový počet přenesených bloků je nejvýše k2

z2 · 4z ≤ 8k2

B = O
(

k2

B

)
9 Tento postup je optimálnı́ až na multiplikativnı́ faktor 4
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1 Stačilo by předpokládat, že počet bloků je alespoň Ω(B). Máme-li alespoň 4B
bloků, pak je postup algebraicky jednoduššı́.

2 Pokud začátek řádku nenı́ zarovnán na začátek bloku, je jeden řádek submatice
uložen ve dvou blocı́ch.

3 Funkce transpose and swap() pracuje se dvěma submaticemi.
4 Celá matice je uložena v alespoň k2

B blocı́ch paměti.

Jirka Fink Datové struktury I 14 / 21



Cache-oblivious analýza: Srovnánı́ OPT a LRU strategiı́

Věta (Sleator, Tarjan, 1985)

Necht’ s1, . . . , sk je posloupnost přı́stupů do paměti 1

Necht’ POPT a PLRU jsou počty bloků v keši pro strategie OPT a LRU 2

Necht’ FOPT a FLRU jsou počty přenesených bloků 3

PLRU > POPT

Pak FLRU ≤ PLRU
PLRU−POPT

FOPT + POPT

Důsledek
Pokud LRU může uložit dvojnásobný počet bloků v keši oproti OPT, pak má LRU
nejvýše dvojnásobný počet přenesených bloků oproti OPT (plus POPT). 4

Zdvojnásobenı́ velikosti keše většinou nemá vliv na asymptotický počet
přenesených bloků

Scanning: O(n/B + 1)

Mergesort: O
( n

B log n
M + 1

)
Funnelsort: O

( n
B logP

n
B + 1

)
Transpozice matice: O

(
n2/B + 1

)
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1 si značı́ blok paměti, se kterým program pracuje, a proto musı́ být načten do keše.
Posloupnost s1, . . . , sk je pořadı́ bloků paměti, ve kterém algoritmus pracuje s daty.
Při opakovaném přı́stupu do stejného bloku se blok v posloupnosti opakuje.

2 Představme si, že strategii OPT pustı́me na počı́tači s POPT bloky v keši a strategii
LRU na počı́tači s PLRU bloky v keši.

3 Srovnáváme počet přenesených bloků strategie OPT na počı́tači s POPT bloky a
strategie LRU na počı́tači s PLRU bloky.

4 Formálně: Jestliže PLRU = 2POPT, pak FLRU ≤ 2FOPT + POPT.
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Cache-oblivious analýza: Srovnánı́ OPT a LRU strategiı́

Důkaz (FLRU ≤ PLRU

PLRU−POPT
FOPT + POPT)

1 Pokud LRU má f ≤ PLRU přenesených bloků v podposloupnosti s, pak OPT
přenese alespoň f − POPT bloků v podposloupnosti s

Pokud LRU načte v podposloupnosti f různých bloků, pak podposloupnost obsahuje
alespoň f různých bloků
Pokud LRU načte v podposloupnosti jeden blok dvakrát, pak podposloupnost obsahuje
alespoň PLRU ≥ f různých bloků
OPT má před zpracovánı́m podposloupnosti nejvýše POPT bloků z podposloupnosti v
keši a zbylých alespoň f − POPT musı́ načı́st

2 Rozdělı́me posloupnost s1, . . . , sk na podposloupnosti tak, že LRU přenese PLRU

bloků v každé podposloupnosti (kromě poslednı́)
3 Jestliže F ′

OPT a F ′
LRU jsou počty přenesených bloků při zpracovánı́ libovolné

podposloupnosti kromě poslednı́, pak F ′
LRU ≤ PLRU

PLRU−POPT
F ′
OPT

OPT přenese alespoň PLRU − POPT bloků v každé podposloupnosti

Tedy F ′
LRU

F ′
OPT

≤ PLRU
PLRU−POPT

4 V poslednı́ podposloupnosti platı́ F ′′
LRU ≤ PLRU

PLRU−POPT
F ′′
OPT + POPT

Platı́ F ′′
OPT ≥ F ′′

LRU − POPT a 1 ≤ PLRU
PLRU−POPT

Tedy F ′′
LRU ≤ F ′′

OPT + POPT ≤ PLRU
PLRU−POPT

F ′′
OPT + POPT

Jirka Fink Datové struktury I 16 / 21



Doba transpozice matic na reálném počı́tači

25 26 27 28 29 210 211 212 213 214 215 216

2

4

6

8

10

12

14

Velikost matice

Č
as

na
pr

oh
oz

en
ı́d

vo
u

pr
vk

ů
[n

s]

Trivial
Recursion

Recursion terminated at 4× 4
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Srovnánı́ rychlosti čtenı́ z paměti a zápisu do paměti

Čtenı́ z paměti

# Inicializace pole n 32bitových čı́sel
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 A[i] = i+d # Vezmeme každou d-tou pozici a vytvořı́me cyklus

3 A[i=0]=0
# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 i = A[i] # Dokola procházı́me cyklus d-tých pozic

Zápis do paměti

# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d
1 for (j=0; j< 228; j++) do
2 A[(j*d) % n] = j # Dokola zapisujeme na d-té pozice
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Srovnánı́ rychlosti čtenı́ z paměti a zápisu do paměti

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
max=18s max=3.4s

log2 n

Č
as

[s
]

Čtenı́, d=1024
Čtenı́, d=32

Zápis, d=1024
Zápis, d=32
Čtenı́, d=1
Zápis, d=1
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Pár triků na závěr

Která varianta je rychlejšı́ a o kolik?

# Použijeme modulo:

1 for (j=0; j< 228; j++) do
2 A[(j*d) % n] = j

# Použijeme bitovou konjunkci:
3 mask = n − 1 # Předpokládáme, že n je mocnina dvojky

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 A[(j*d) & mask] = j

Jak dlouho poběžı́ výpočet, vynecháme-li poslednı́ řádek?

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 A[i] = i+d

3 A[i=0]=0
# Měřı́me dobu průběhu cyklu v závislosti na parametrech n a d

4 for (j=0; j< 228; j++) do
5 i = A[i]

6 printf(”%d\n”, i);
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Přı́štı́ týden

Hešovánı́: Jak funguje hešovánı́ různých objektů a jak řešit kolize.
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