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Zapocty 2012/13: pre dialkove, kombinovane, ... stu-
dium a studentov z *mojich* cviceni: vypracujte: 1, 9,
39, 52, 56, 84

Sklad: 37

Domaéci cviceni 2013:

15.10. Aho-Corasickova (U1:1), na cvicenich zad4no b),
dodate¢né vypracujte d);

22.10. Alg. t¥i Indd (U2:17 vSe);

29.10. nezadané, pro pristé: (U2a:18) Rozeberte slozi-
tost Dinicova algoritmu, pokud jsou vSechny kapacity
jednickové.

5.11. na potencidly: (U3:23) Ukazte (pomoci potencié-
1), ze k krat opakované pri¢itani jednicky k poéateéni
nule mé slozitost O(k), misto pfimocaie dokazatelné-
ho odhadu O(klog k). Resp. pro n-ciferné ¢éislo dokazte
O(n+k).

(Varianta: (19) Slozitost Goldbergova alg. na jednicko-
vé siti.)

12.11. (U4:36) Odhadnéte (hloubku a) velikost sité pro
nasobeni dvou n-cifernych ¢isel, kde v klasickém naso-
beni s¢itite vzdy trojici (mezi)vstupt na dva vystupy
(vlastné pfendsejici vystup a carry).

19.11. nezadané (U4a:28) Sit pro po¢itdni maxima, od-
had hloubky.

26.11. (U5:65) Obsah nekonvexniho mnohothelnika
3.12. (U6:39), FTT a IFT (23 0 1)

10.12. -

17.12. (U7:53) pfevod HAM — SAT

7.1.2014

”?Kombinované” studium piiklady véetné nezadanych
(bez (19)), a navic: Hranova souvislost (U99:9), ...

1 Vyhladavanie vzorkov

1 Konstrukcia ZAPOCET 2012/13 f); 11/12 ¢)
stroja AC pre vzorky

a) zakaz,ak,kaz,kakao

b) zerox,miz,mizer,komiz DC

c) tvar, var, varta, tatra, vatra

d) brak, rak, ambra, barak, akra
e) brok, rok, baroko, rokoko (oko, okr, bok)
f) baroko, rokoko, oko, okr, brok

2 O Optimalizaci zpétné funkce
Pokud zpétna funkce vede ze stavu t do stavu s, ze kte-
rého nelze pokracovat doprednou funkci, mohli by jsme
stav s vynechat a pokracovat primo na f(s).
a) popiste co nejobecnéjsi podminku pro takovou opti-
malizaci, pri zachovdni korektnosti vzhleddvaciho stroje.
b) jakd je éasovd ndrocnost zjistovdni této informace pii
konstrukci stroje?
¢) Pri konstrukei se také pouZiva f(). Popiste a rozeber-
te situaci, kdy po optimalizaci neposkytuje f() dost dat
pro spravnou a rychlou konstrukci (zakaz,kaz,ak,kakao
- stav 11 "kak” optimalizuji a pri dalsi konstrukci mdam
ve stavu 12 problém).

Optimalizaci f() je moiné zaéit po ukonceni kon-
strukce f(), protoZe f vyuZivd prechodi ”ze” stavu.

3 Vyhledavaci Mooreuv stroj (z knihy)

a)

4 Upravy Rabin-Karp Upravte algoritmus pro si-
tuact, kdyz

a) mdte nékolik vzorki stejné délky,

b) mdte néekolik vzorki rizné délky,

¢) pocitate pro vzorek nékolik charakteristik (signatur)
pro ruzné (prvocisla) q

5 Slozitost Rabin-Karp Pokud zvolite ¢ > a',
a) kolik bude falesnych hitu?
b) (Past:) jakd bude sloZitost algoritmu?

2 Toky v sitich

6 Trasovani grafu Je dan graf s kapacitami hran
G = ({z,a,b,¢,d,s},{< 2,a,16 >,< z,¢,13 > <
a,b,12 >, < a,c,10 >, < a,d,5 >,< b9 > <
b,5,20 >, < c,a,4 >, < c¢,d, 14 >, < d,b,7T >, <



d,s,4 >}. Najdéte vrstvené sité generované Dinicovym
algoritmem a maximdlni toky v nich.

Pozn.: naplnéni hrany < a,d > v pront fazi pro delsi
cesty a snizovdni toku ma hrané.

7 Vic zdroju a spotiebic¢u Transformujte problém
nalezeni mazimalniho toku v siti s vice zdroji (a spotie-
bici) na standardni problém s jednim zdrojem a jednim
spotrebicem.

8 Parovani v bipartitnim grafu. MnoZina hran
M C E(G) tvofi parovani v grafu G, pokud se Zddné
dvé hrany z M neprotinaji. Maximdlni pdarovdni je pd-
rovdani s mazimalnim poctem hran. Navrhnéte efektivni
algoritmus, ktery urc¢i mazimdlni pdrovand v bipartitnim
grafu.

Ndvod: Prevedte vlohu na problém urcéeni mazimdini-
ho toku v jisté siti. Pro dikaz korektnosti prevodu pou-
Zijte vétu o celociselnosti.

9 Hranova souvislost (ZAPOCET) neorientované-
ho grafu G je minimdlni pocet hran, po jejichZ odstra-
néni G prestane byt souvisly. Ukazte, jak lze pro dané k
ovéfit, Ze graf je (hranové) k-souvisly pomoct algoritmu
na toky v sitich (pouZitim nejvySe n siti, kazdd s O(n)
vrcholy a O(m) hranami).

Varianta: vrcholovd souvislost.

10 Inkrementalni update toku Je ddna sit s ce-
lociselngmi kapacitami a zndmym mazimdlnim tokem.
Ukazte, jak lze po zméné kapacity jedn€ hrany o +1,
resp. —1, v éase O(n + m) zjistit novy mazimdlni tok.
Lze tento zpisob aplikovat pri zméné jedné hrany o
libovolnou hodnotu?
Pojem: inkrementdlni algoritmus.

11 Slozitost alg. Edmonds-Karp (Hledd nejkratsi
nenasycenou cestu.) Zdivodnete odhad O(nm?).

12 Graf s vrcholovymi kapacitami Je ddn graf
s kapacitami hran a vrcholi. Kapacita vrcholu urcuje
maximalni mozny tok na vsech vstupnich hrandch.

Transformujte tento problém na standardni problém
s ohodnocenymi hranams.

13 Max. tok min. ceny Nech kazdé orientova-
né hrané h sité S=(G,c,z,s) je pritazena jeji cena
w(h). Cenou toku t v siti S nazveme funkci w(t) =
> hes w(h).t(h). Definujme ceny wy hran rezidudini sité
Sy piisludné siti S a toku t takto: Pokud (z,y) € E(G)
a c(z,y) > t(x,y) polozime wi(x,y) = w(z,z), je-
li (y,z) € E(G) a t(y,x) > 0 polozime wi(x,y) =
—w(x, z). DokaZte, Ze cenu toku lze pFi zachovdni jeho
velikosti sniZit pravé tehdy, kdyZ v rezidudlni siti exis-
tuje cyklus zdporné ceny.

14 Algoritmus, viz

a) PouZijte fesent piedchoziho problému k ndvrhu algo-
ritmu pro urcent toho toku mazximdlni velikosti, ktery
md minimdlni cenu.

b) Popiste algoritmus pro nalezent zdporného cyklu. Ja-
ka je jeho casovd sloZitost?

¢) Varianta: Algoritmus pro nalezeni mazimdlniho pd-
rovdni minimdlni ceny.

15 Dopravni problém Mdme m dodavateli, i-ty
nabizi mnozZstvi a; zboZi, a n spotrebiteli, j-ty poZaduje
bj zboZi. Doprava jednotkového mnoZstvi zboZi od i-tého
dodavatele k j-tému spotrebiteli stoji cdstku c;j. Celkovd
nabidka kryje poptdivku.

Hleddme takovy zpusob prepravy zbozi od dodavate-
li ke spotiebitelim, aby vsechny omezeni (dodavateli a
spotrebiteli) byly splnény a celkové ndklady na dopravu
byly minimalni. Navrhnéte efektivni algoritmus Tesici
dopravni problém.

Varianta: nabidka nekryje poptdvku.

16 Uzatvaranie vrcholov v Dinicovom algorit-
me. Vysvétlete, proc¢ je celkovy cas procisténi sité ve
vrstvené siti (tj. droviiovém grafu) O(m + n).

Popiste implementacni detaily.

Popiste, jak se list hladové (eager) procistént sité od
liného (lazy). Zdivodnéte, Ze maji stejnou asymptotic-
kou sloZitost.

17 Alg. t¥i Inda. Blokujici tok (ne nutné mazimal-
ni) ve vrstvené siti lze nalézt v dase O(n.n). Myslenka
je vZdy zpracovat vrchol s nejmensi rezervou. Vstupni a
vystupni rezervy si pamatujeme samostatné. Vysvétlete
detaily odhadu.

Ndvod: Nasycené prevedeni hran (a ndsledné procis-
téni) a nenasycené prevedeni se pocitd samostatné.
a) UkaZte, Ze vrchol V s nejmensi rezervou najdete v
O(n), véetné ceny update pFi dobré reprezentaci.
b) Ukazte, Ze propagace toku z V do Z a S zabere cas
O(n). (Pozor na impl. detaily)
¢) Celkovy ¢as nalezeni toku véetné procistént je O(n?).

18 Dinic s jednotkovymi hranami. Rozeberte slo-
zitost Dinicova algoritmu, pokud jsou vSechny kapacity
jednickove.

Pozor: rezervy muzou byt aZ dvojky.

19 Goldberg s jednotkovymi hranami. Rozeber-
te slozitost Goldbergova algoritmu, pokud jsou véechny
kapacity jednickové.

20 Heuristika vybéru hrany. Hm. Pokud si mizu
vybrat hranu, kterou zvolim? Jaky vliv bude mit heuristi-
ka v obecné siti, ve vrstven€ siti, v alg. t71 Indi? Jakou



heuristiku zvolim, pokud chci co nejvétsi blokugici tok
(ve vrstvené siti)?

Popiste spravedlivou (fair) strategii vgbéru hrany
a/nebo cesty.

21 Heuristika medzery - Goldberg. V preflow-
push algoritmu miZeme uplatnit heuristiku mezery (gap
heuristic): pokud pro néjakou vysku k neexistuje vr-
chol u s height(u) = k, pak pro kaZdé u # s
které md height(u) > k lze nastavit height(u) =
max(height(u), height(s) +1), tj. zvysit vsechny vrcho-
ly s vyskou nad k aspomn nad s. Korektnost plyne z toho,
Ze mnoziny vrcholi nad a pod k tvori minimdlni rez.

22 Potencial nenasycenych hran Ve kterjch pri-
padech zvyseni a snizeni potencidlu pro nenasycené hra-
ny nedosahuje krajnich hodnot a jakd heuristika z toho
plyne?

23 Potencidly DC2013 a):

a) Ukazte (pomoci potencidli), Ze k krdt opakované pri-
Gitdnd jednicky k poédteéni nule md sloZitost O(k), mis-
to primocare dokazatelného odhadu O(klogk). Resp.
pro n-ciferné ¢&islo dokazte O(n + k).

b) potencidl stromecki v binomidini haldé

¢) potencidl pro pocitdni zpétnyjch piechodi v interpre-
taci Aho-Corasickové

d) poéitani nenasycenych prevedeni v Goldbergové alg.
e) ¢istént sit€ v Dinicové alg. (obuykle se tomu poten-
cidl nerikd)
f) prehasovani

z) Vztah k amortizované sloZitosti, tj. sloZitosti posloup-
nosti operaci v nejhor$im ptipadé. Potencidal datové
struktury, potencidl pro pocitani sloZitosti algoritmu.
Lind a pilnd tprava datovych struktur. Liné (ddvkové)
postaveni bindrni haldy v O(n) vs. pilné (pribézné) po-
staveni v O(nlogn).

24 Minimalni pokryti cestami

3 Hradlové siete

25 7 rekurentnijch vztahov pre hibku d a velkost s zlu-
dovacej a triediacej siete odvodte explicitné vztahy (in-
dukciou,).

d(M,,) =logm+1

d(Sm) = %(log m)(logm + 1)
s(M,,) = mlogm + 1)

8(Sm) =

%(logm)(logm —1)+m-—1

26 Konkrétne velkosti triediacej siete ZAPO-
CET 10/11 Pre triediacu siet a zludovaciu siet kon-
Struovand metodou z predndsky (zaloZeni na idee mer-
gesortu) spocéitajte pre jednotlivé hodnoty $irky 2™, m =
0...7, konkrétne hodnoty pre hibku a velkost sieti.

27 Datovo nezavislé algoritmy Ktoré z nasle-
dugicich algoritmov pouzivaju vyhradne porovndvanie a
transpozicie prvkov pola (ich vgpocdet nezdvisi na kon-
krétnych hodnotdch vstupov) : mergesort, quicksort, he-
apsort, insertsort, triedene vyberanim, shellsort, jedno-
stranne bublinkové, obojstranné bublinkové, bublinkové
s optimalizdciou.

pozn.: model SIMD, single instruction - multiple da-
ta; pocitdni na grafickych kartdch

28 Sit pro po¢itani maxima DC2018

a) Navrhnéte sit pro pocitani maxima z n éisel. Urcete
jeji hloubku a velikost.

b) Dokazte, Ze pokud maji hradla konstantni $iku, pak
hloubka sité je aspori O(logn). (Dolni odhad)

29 Zuzenie siete Pre m > 1 konStruujeme zuZeni
siet takto. Vezmeme minimdine k také, Ze m < 2k o po-
lozme m' = 2F. Dokdzte, Ze zizend sief T={{(j,p1,p2) €
Sm/;p1,p2 < m} je triediaca siet.

30 Pridanie hradla Vyvrdtte hypotézu, Ze po lubo-
volnom pridani 1 hradla do triediacej siete S,, ostane
siet triediaca. (Staci S4?)

31 Odhady Dokdzte, Ze lubovolnd triediaca siet Sirky
m md

a) hibku aspori logm.

b) pocet kompardtorov aspori Q(mlogm).

32 Pocitanie hlbky siete Siet sirky n zloZend z c
kompardtorov je dand ako zoznam dvojic ¢isel v rozsahu
1 aZ n. Ak dve vstupné dvojice obsahuju rovnaké cislo,
poradie odpovedajicich kompardtorov je urcen€ pora-
dim dvojic vo vstupnom zozname. Pre tuto reprezen-
tdciu popiste (sekvencny) algoritmus pre urcenie hibky
siete pracugici v ¢ase O(n + c).

33 Dokaz di < Ci4+2. Hm.

34 Sw. interpretace popisu sité Napsat interpret
trojic transpoziéni sité. Sit je v poli K (utFidéném ne-
bo neutiidéném podle hladin). Hodnoty jsou v poli A,
tridime na misté.

35 Skladanie funkcii v carry—look-ahead Popis-
te tabulkou velkosti 3 x 3 s hodnotami {g,p,z} sklada-
nie dvoch funkcii oznacenych g (generuj, f(x)=1 ), p
(prenos, f(z)=x ) a z (zhod/kill, f(x)=0)) v algoritme
carry—look-ahead.



36 Nasobeni cisel siti DC2013 Odhadnéte hloubku
a velikost sité€ pro mnasobeni dvou n-cifernych cisel, kde
v klasickém ndsobent scitdte vidy trojici (mezi)vstupt
na dva vystupy (vlastné prendsejici vystup a carry).

37 Bitonické t¥idéni ZAPOCET 2013 c¢) * Hm.
protismérné porovndvdni;

a) Dokazte sprdvnost pomoci redukce na t7idéni 0 a 1.
b) Spoctéte pocet hradel a hloubku sité pro 2% do sivky
64.

¢) Napiste rekurzivni vzorce pro vypocet hloubky d(n) a
velikosti s(n) (pro n = 2¥) pro bitonické slucovdni (se-
trédi bitonickou posloupnost) a bitonickou tridicku (se-
tridi lib. poslounost pomoct bitonického tiidéni)

38 Nasobenie dlhych cisel Nasobenie metodou roz-
del a panuj v case O(n'°83) je alg. Karatsuba, Ofman
(1962) wvedeny v sylabe.
Varianty: Formulujte algoritmy pomocou rekurzivne-
ho delenia. Su dve varianty:
a) koeficienty sa delia na hornu a dolnu polovicu
b) koeficienty sa delia na neparne a parne koeficienty.
Vynasobte dve komplerna cisla pomocou troch real-
nych nasobeni.
Vynasobte dva linearne polynomy axr + b a cx + d
pomocou troch nasobeni.

4 FFT

39 Pocitanie ZAPOCET 2012/13 j3) 12); 2011/12
1), 12)

a) Pocitajte DFT pre vstupny vektor (0,1,2,3). Sprdv-
nost overte spocitanim inverznej DF'T.

(na prednaske: (1 0 3 2) )

b) Pocitajte DFT pre vstupny vektor (3,2,1,0,3,0,1,2).
(Kosinovd transformdcia).

¢)  Pocitajte  DFT  pre  symbolicky  vektor
(a,b,c,d,a,d,c,b). Vyjde: (2(a + ¢ + b + d),v/2(b —
d),2(a — ¢),—v2(b — d),2(a + ¢ — b — d),—v2(b —
d)a 2((1 - C)a \/i(b - d))

d) Upravte minuly vysledok pre symbolicky wvektor
(a,b,c,d,a’,d,c,b). PouZite toto zobecnenie aj pre
spocitanie IFT. (Ako sa prejavi to, Ze poéitame s ingm
korenom, na poradi hodnot vo vyslednom vektore?)

e) Pocitajte iterativnu DFT pre wvstupny wvektor
(0,2,3,—-1,4,5,7,9).

f) Poéitajte DFT a IDFT pre
(2, 1, —2, —1) v Z17.

12) Pocéitajte DFT pre vstupny vektor (0,1,2,3) v Zi7.
Pouzite 28 = 4* = 1(mod17). Aky koren sa pouZije
pre IFT? (* Obecne: w = 2t je primitivny n-ty koren
pre modul m = 2"/ 4+ 1. Pretoze: w™/2 = —1modm.

vstupny vektor

Pozn.: Potrebujeme O(n) bitov)

*q) Iny pristup (p.82-5), (lepsi modul, O(logn) bitov).
Pocitajte DFT pre vektor (0,5,3,7,7,2,1,6) v Z17. (
:=(( Pozn.: g =3 je generdtor v Z17)

*h) Vhodné moduly si tvaru p = k2! + 1, ak p je
prvocislo (alebo jeho mocnina). Ktord odmocnina
jednicky je ¢islo 2 pre dané 1?

i) Ndsobenie polynomov pomocou FFT: Vyndsobte
3z —1 ax+2 pomocou FFT.

j) Ndsobeni pomoci FFT: Vyndsobte 14 x 23 pomoci
FFT, v desitkové soustavée. Navod: ¢isla reprezentujte
pomoci polynomi, v poziéni soustavé (zde desitkové).
Koeficienty polynomu uréuji prevadénou sekvenci (roz-
myslete si pofadi). Pomoci FFT prevedete koeficienty
polynomy na bodovou reprezentaci, vyndsobite hodnoty
v bodech a pomoci Inverzni FFT prevedete zpdtky na
polynom P. Do néj ndsledné dosadite zdklad soustavy
(zde 10) a dostanete hodnotu soudinu.

j2) Nasobenie pomocou FFT: Vyndsobte 35 x 28
pomocou FFT, v desiatkovej sustave. Skontrolujte,
¢i vysledny polynom je sprdavny a ¢i celkovy vysledok
je sprdvny - pomocou klasického mndsobenia poly-
nomov, resp. d¢isel. (Pozn. Musime vhodne zvolit
vektory koeficientov: FFT(35) = (8,5 + 3i,2,5 — 3i),
FFT(28) = (10,8 4 2i,6,8 — 2i) ). Overte, Ze vysledny
polynom je konvolicia vstupnych.

j8) Ndsobenie pomocou FFT: Vyndsobte 23 x 141
pomocou FFT nad C, v desiatkovej sustave.

k) Ndsobenie (prevzaté): For instance: 1234 * 5678
(@3 +2x22 +3xx+4)(5a® + 622 + T2+ 8) (v = 10)
525 +162° + 34+ 2* + 6023 4+ 61 %22 +52xx + 8
which is 7006628 at x = 10.

) Bindrne ndsobenie: 1110 x 1011, ¢. 14 x 11. Po-
mocou FFT v Zy7. (Vhodny koreri viz m.) Aky rozsah
potrebujeme?

12) Kolik a jaké koteny lze pouZit?

m) Bindrne ndsobenie: 1110 x 1110, ¢j. 14 x 14. Aky
rozsah potrebujeme?

n) FFT o IFT: n1) (3 -1 -1 -1), n2) (-1 8 -1 -1) n3)
(-2 4-20)

v Z17 je 28 = 1 mod 17 (protoze 2* = 16 = —1 mod 17).
FT(< 1419 >) = FT(< 11105 >) = FT(01110000) =
(8,14,16,6,16,11,16,3); FT(< 196 >) = FT(00123210)
= (9,9,1,2,1,2,1,9). (Po IFT vyjde 8-ndsobek konvo-
luce, tj. (0,0,8,16,7,16,8,0)). Pro koien 2 ve FFT
pouzijeme v IFT koten 271 = 9 mod 17

40 Kartézska suma Su dané dve mnoZiny A a B
n ¢isel v rozsahu 1 aZ 10n. Kartézska suma A a B je
definovand takto: C = {x + y;x € A&y € B}. Hodnoty
v C st v rozsahu 0 aZ 20n. Chceme urcit prvky C a
ich ndsobnost v multimnoZine. Rieste problém v case



O(nlogn).

41 Inv. DFT Napiste pseudokdd pre inverzni DFT,
ktory pocita efektivne v case O(nlogn).

42 * Lagrangeova formula pre n-bodovu interpo-
laciu je
(e —a)
A(z) = yk—#k :
,;) [T er (@ — ;)

Dokazte, ze A(z) je polynom najviac stupna n, ktory
splna A(xy) = yi pre vsetky k = 0.n — 1. (Pr. 32.1-
4/783:) Koeficienty A(x) sa daju spocitat v case ©(n?).

43 DFT-3 *
Zobecnite FFT na pripad, ked n je mocninou 3. Popiste
rekurentnid rovnicu pre éasovi zloZitost (a vyrieste ju).

44 Nakreslite butterfly obvod pre Sirku 8 a 16.

45 Jednobodové vstupy Ako prebiecha DFTrans-
formdcia pre vektor s jednym nenulovym clenom? Od-
povedd pocet transformovanych vektorov (daného dru-
hu) éislu n, tj. poctu jednoprvkovych vektorov?

(Aky je vztah transformovangch k Vandermondovej ma-
tici?)

46 Obrazky, 2 x 2 Bdza v 2D, poditanie koeficien-
tov, "vyznam” koeficientov.

Aky vplyv na obrazok maji po IDFT-2D tieto kompresie
: Ponechanie len prvého, vypustenie posledného, zaokr-
dhlenie koeficientov (kvantizdcia).

DFT2D pre matice ((7,6),(6,1)) a ((6,4),(4,—2)).
Hodnoty v maticiach po kompresii a zaokrihleni a
IDFT2D.

47 Nasobenie velkych ¢isel Konkrétny priklad.

48 * Iné transformacie a funkcie RozSirujice. ...
Haar, wavelet, Hartley

5 PaNP

49 Prevody

PodmnoZzina <,, Rozdelenie

PodmnoZzina >, Rozdelenie, bolo na predndske

Klika na nezavislu a naopak, ...

Nezdavisld mnozina <,, Vrcholové pokrytie

Nezdvisld mnoZina >, Vrcholové pokrytie

-2 Vrcholové pokrytie <, Vektorovd podmnozina (ba-
toh)

-? Vektorovd podmnoZina <, (&iselnd) podmnoZina

50 3-SAT a) Ktery z prevodd je trividlni?

b) Dokazte: CNF <, 3-CNF.

¢) Dokazte: 3-CNF <, CNF.

d) Pro¢ chceme co nejomezenejsi zaddni?

b2) Proc¢ analogicky pievod nefunguje na 2-CNF.

51 Polynomidlni algoritmy a) Pro 2-CNF navrh-
néte polynomidlni algoritmus

b) Pro spinitelnost formule v Disjunktivni NF (DNF)
navrhneéte polynomidlni algoritmus.

¢) Co miZete Tict o prevodu DNF na CNF, ve svétle
édsti b)? (napt. pomoct vyuZiti distributivity)

d) Pro barveni grafu 2 barvami navrhnéte polynomidlni
algoritmus. (Jakd je jind ekvivalentni formulace?)

e) Navrhnéte polynomidlni algoritmus pro hleddni kliky
dané pevné velikosti k. Cim se tato formulace lisi od
Problému Kliky?
f) Dokdzete pro néktery/-é NPU problém najit podtiidu
zadant, které jsou resitelné polynomidlné?

52 Soucet podmnoziny dynamickym programo-
vanim ZAPOCET b,c) Popiste (pseudopolynomidlni)
algoritmus pro resent
a) problému batohu
b) souctu podmnoziny (viz moje slajdy)

c) Vysvétlete, pro¢ tyto algoritmy nelze povaZovat za
polynomidlny.

53 Hamiltonovska kruznice ZAPOCET 08/09
Dokazte: HAM <,, CNFSAT. (Motivace: programovdnt
v CNF.)

Pozn. Kodovanie hrdn vs. kodovanie poradia vrcholov.
A wvyjadrenie (dostatoéngch) omedzeni. (Stacia 2 zo 4:
1z asponi 1 a 1z najviac jeden, alebo dudlne)

idea: kodovanie kruznice: premenna x,; — ak vrchol v
je i-ty na ham. kruznici.

kodovanie omedzeni (v CNF!): vrchol v je na nejakej
pozicii (tj. na Ham. kruznici) prave raz (tj. aspon raz
a najviac raz), na pozicii i je prave jeden vrchol (dtto),
vrcholy u a v na poziciach v a i+ 1 smu byt sucasne, ak
je medzi w a v hrana. (trikove)

Odhadnite pocet omedzeni (a ich dlzku), resp. celkovy
pocet premennych. (Je polynomialny?)

b) Prevod hamiltonovské cesty na CNFSAT. (analogic-
ky)

54 Hamiltonovska cesta, 36.2-6 Hamiltonovska
cesta v grafu je cesta, kterd prochazi kazdy vrchol pravé
jednou.

a) Ukazte, Ze probléem HAM-PATH = {(G,u,v) : exis-
tuje hamiltonovskd cesta z u do v v grafu G} patii do
NPU.

b) Ukazte, e pro HAM-PATH2 = {G : existuje hamilto-
novskd cesta v grafu G} (tj. nemdm predepsany zacdtek



a konec cesty) plati HAM-PATH2 <, HAM.
¢) Ukazte HAM <, HAM-PATHZ.

55 Hamiltonovska cesta heuristicky ZAPOCET
2011/12 a), b) Hamiltonovska cesta v grafu je cesta,
kterd prochdzi kazdy vrchol prdvé jednou.

a) Navrhnéte heuristicky alg. hledani ham. cesty.: Idea:
kruznici budugji jako cestu ze ”Z”, kdyz nemuzu prodlou-
zit konec cesty, otocim nejakou koncovou cast, abych
mohl prodlouzit. Pokud nemuzu, koncim neuspechem (i
kdyz kruznice muze existovat). Popiste formdlné pod-
minku na otoceni a prodlouZeni cesty.

a2) Alg. pro Hamiltonovskou kruznici misto H. cesty.
b) navrhnout (nezavislé) zlepSeni algoritmu pomoct
heuristik. Zduvodnete, proc by navrzene heuristiky meli
zlepsit chovani alg. (aspomi 3 heuristiky). Uvédomte si,
Ze cilem meni najit co nejdelsi cestu, ale co nejcastéji
nagjit Ham. cestu.

b2) odhadnéte sloZitost alg. s heuristikou. Je polymoni-
alni?

¢) rozeberte, jak se vase heuristiky budou chovat pro
urcité tridy grafu, napr. husté, ridke, rovinné, reguldr-
ni ... (tj. zda poskytuji zlepSeni pouze pro urcity druh
grafi)

d) navrhnéte heuristiku motivovanou nebo navrienou
pro urcity druh grafu

56 NezavislA mnoZina na CNF  ZAPOCET
2012/13 a)

a) Dokazte: NM <,, CNFSAT.

Idea: v Tesent instance NZ (G, k) vrcholy odislujeme (od
1 do k), zavedeme proménné pro “vrchol v; md &islo j”
a vynutime podminky na “rekonstrukci” nezdvislé mno-
Ziny.

(b) Spatny nepolymonidlni postup

¢) Dokazte: KLIKA <, CNFSAT. (analogicky)

57 Tautologie, co-NP Formule vjrokove logiky je
tautologie, pokud je pravdivd prFi vSech ohodnocenich
proménngch. TAUTOLOGIE je jazyk téch formuli se
spojkami negact, disjunkci a konjunkci, které jsou tau-
tologie. Ukazte, Ze probléem TAUTOLOGIFE € co-NP.

58 SAT: Ziskani reSeni, svédka 36.4-6 Predpokld-

dejme, Ze dostaneme cernou skrinku s polynomidlnim
algoritmem pro rozhodovdni splnitelnosti. Popiste, jak
pouZit tento algoritmus pro nalezeni splnugjictho ohod-
noceni (tj. svédka) v polynomidlnim case.

59 Prevod 3-SAT na HAM Hm. Widget: prdve
jedna ze dvou hran (vztah prom/meg.prom a vyskytdi).
Widget2: nejuys dvé ze tii hran (popis faktori).

60 Rozdéleni podle pruméru Optimalizacni ilo-
ha: rozdelte mnoZinu na 2 casti tak, aby jejich aritme-
ticky prumer byl co nejbliz.

Rozhodovaci problém: rozdeélte mnozinu na 2 casti, aby
jejich prumeér byl stejny. UkaZte, Ze tento problém P je
NPU.

Idea: redukce z rozdélent podmnoZiny - rozdeleni na stej-
né velk€ a pocetné dsti - rozdéleni na necelociselny pri-
mér z 2p prvki, p prvocislo.

61 RiesSenie NPU tloh Hm. PouZitie v kryptografii.

62 Pseudopolynomialne alg. DoleZitost reprezen-
tdcie a merania velkosti vstupnych ddt. Podmnozina a

alg. (dyn prog.)

63 Existencia NPU tlohy
(TS, vstup, ¢asUndrne) a linedrna simuldcia.
Dokaz prvej NPU 4ilohy. Idea prevodu vijpoctu.

6 Konv. obal

64 Prechod podla uhlov Algoritmus, linearita vyj-
poctu po usporiadani, preco potrebujeme usporiadanie.

65 Obsah ne/konvexniho mnohouhelnika () Za-
pocet2013 ¢)

a) Viypolet obsahu konvexniho mnohothelnika. Body
prichdzeji setridéné podle soutadnice x.

b) Stejné. Body prichdzeji podle potadi na konv. obalu,
tj. hranici.

¢) Vigpocet obsahu nekonvexniho mnohothelnika. Body
prichdzeji setridéné podle souradnice x.

d) Vigpocet obsahu nekonvexniho mnohothelnika. Body
prichdzeji podle poradi na hranici.

Ndvod: Nekonvezni édsti se odditaji (podobné principu
inkluze a exkluze).

66 Konvexni obal v €ase O(nh) Navrhnout algo-
rimus pro vypocet konvexniho obalu (z neusporddanych
bodi) v case O(nh), kde h je pocet bodi leZicich na
konvexnim obalu.

Pozn.: Obecnd poloha bodii.

Pouzit Paretovu hranici. SloZitost pridavdni, spravy?
Po skombinovdni alg. sloZitosti O(nlogh).

67 Horni most. Hm.

68 K predn. 2013

Priseciky usecek, nejen v obecné poloze.

Viypoéet obsahu (a obvodu) sjednoceni osovych obdélni-
ki. (Zametdni roviny intervalovymi stromy.)

69



7 Krypto

70 Euklidov alg. Vypocet. z=13, y=8, dosvedcugice
konstanty. MoZnost priebeznej kontroly.

Pocitanie modulo n.

Dokaz spravnosti a invariantu. !Hm.

71 Euklidov alg. Na cvicenia: Rozobrat dokaz
asymptotickej zlozitosti Euklidovho algoritmu.

72 RSA ZAPOCET a) Priklad. Spocitejte r, d,
ciphertext.

a) Napr. p =11, ¢ = 13, e = 7, m = 4 (bitovo jedno-
duché). Trasugte alg. "rychleho” umocriovania

b) Kolko je moznych e pre dane p,q?

73 Ciastoéna informéacia ZAPOCET
Predpokladajte, e v RSA sa prvocisla p a q liSia od
V1 najviac o 1 bit, tj. st skoro rovnako velké. Kolko
moznosti rozkladu n hrubou silou by ste museli skontro-
lovat?

(Metoda pro rychlé feseni pri malém rozdilu p a q
(kvadratické zbytky), transformace pfendsobenim na po-
dobné hodnoty)

74 Poziadavky na komunikaciu Vydéet: doporu-
cené listy, dorucenka, meporusenost, chyby média ...,
CA.

Techniky obrany.

!Dokazovanie sprdavnosti protokolov :-) . (Casté chyby
s odstavkou)

75 Krypto pomocou Suc¢tu podmnoziny Hm.
76 Principy MD5 a DES Hm.

77 Principy Sifrovania blokov Hm. Bude na Zd-
kladoch OS (+-)

8 Aproximacné alg.

78 Vrcholové pokrytie Popiste graf, pre ktory alg.
priblizného vrcholového pokrytia vZdy ndjde len subop-
timalne riesenie.

(niekolko moznosti)

Popiste vyhody heuristiky opakovaného spustania a
omedzenie "taZkych” variant.

(Takgto graf je "tazka” instancia problému pre pri-
blizné€ riesenie, pretoze nikdy neziskame optimdlne rie-
Senie.)

79 Vyber vrcholov vysokych stupniov Heuristika
vyberd vZdy a opakovane vrchol najvicsieho stupria a
vyluci vsetky s nim indcidentné hrany. Ukdzte priklad
grafu, kde tdto heuristika nemd pomerovi chybu 2. Hm

80 Pokryvanie stromu Navrhnite hladovy algo-
ritmus pre ndjdenie optimdlneho vrcholového pokrytia
stromu v linedrnom case.

(UZ bolo.)

81 Prevoditelnost a.a. Hm. Vztah vrch. pokrytia

ku klike.

82 Heur.alg
- ruzne omezeni pro prakticke reseni NPC problemu —
barevnost: heuristicky minimalizujeme — heuristiky ...
— analogicky: vrcholove pokryti - alg. s pevnou chybou —
batoh: aproxz. — hamK/C: s co nejvetsi pravdepodobnosti
chceme najit HamK/C - odpoved je ano/ne (nezajima
nas nejvetsi kruznice/nejdelsi cesta) — greedy/hladove
rozhodnuti jako heuristika - staticke, dynamicke, ... -
TSP (opt): asi rozsirujuca cast

83 Transformacia na TSP s trojuh.ner. UkdZte,
ako v polynomidlnom case transformovat instanciu pro-
blému obchodného cestujiceho na novi instanciu, ktorej
cenovd funkcia splria trojuholnikovi nerovnost, pricom
sa zachovaji optimdlne cykly.

Vysvetlite, preco tdto polynomidlna transformdcia nie
je v rozpore s mneecistenciou polynomidlneho aproxi-
mativneho algoritmu per obecny TSP, za predpokladu
P/=NP.

84 TSP: Heuristika najblizSieho bodu ZAPO-
CET a)

Na zaciatku vytvorime cyklus z jednoho lub. bodu. V
jednotlivijch krokoch postupne hladdme vrchol u, ktory
nie je v cykle a je najblizsie k cyklu, k nejakému vrcholu
v. Rozsirime cyklus pridanim u za v a opakujeme, kym
v cykle nie su vsetky vrcholy.

a) Ukdzte, Ze tdto heuristika vracia cyklus, ktory je naj-
viac dvakrdt dlhsi neZ optimdlna cesta (pri platnosti tro-
Juholnikovej nerovnosti).

b) Navrhnite zlepSenie k popisanej heuristike.

85 TSP s minimalizaciou najkratsSej hrany. Za
predpokladu trojuholnikovej merovnosti ndjst algorit-
mus, ktory vracia najviac trojndsobok minimdlnej cesty.

Navod: prechod. min. kostrou. Protipriklad pre ”len”
dvojnadsobok.

86 KriZenie v rovine Ukdste, Ze optimdlna cesta s
bodmi v rovine a euklidovskou metrikou sa nekrizi.

Navrhnite dalsie lokdlne optimalizdcie. (jednoseg-
mentové, dvojsegmentové)

87 Vyskrtavacie heuristiky Navrhnite in€ heuris-
tiky pre vyskrtdvanie vrcholov z uplnej cesty. Dokdzte,



Ze vsetky zarucuji pomerovi chybu 2. (viac moznosti:
2,n)

Vysvetlite pouZitie preusporiadania vrcholov. (Viter-
biho alg., dyn. prg.)

88 Pokrytie mnoZzin je NP Hm. Ukdzte, Ze problém
pokrytia mnozin je NP uplny prevodom z vrcholového
pokrytia.

... pokrytie mmnoZin

89 Aprox. schéma Navrhnite modifikiciu aproz.
alg., ktory bude pocitat odhad najmensej hodnoty, kto-
rd je suctom podmnoziny daného zoznamu a nepodtecie
dané t.

9 Dynamicke programovanie

90 Maximalna cesta v DAG

a) Formulujte hladanie mazimalnej cesty v acyklickom
grafe (DAG) ako ulohu DP.

b) Popiste jednotlivé varianty algoritmu DP. U ktorgch
potrebujete topologické usporiadanie grafu?

¢) Ak hladdte maz. cestu do daného vrcholu, ktori va-
riantu alg. DP pouZijete?

d) Je mozZné pouzit algoritmus pre hladanie maz. cesty
z daného vrcholu?

91 Klasické ulohy Odhadnite ¢asovi a pamdtovi
zloZitost.

a) Trianguldcia mnohouholnika

b) Optimalne ndsobenie matic

¢) stavba optimalneho vyhladavacieho stromu

d) menej klasické: Viterbiho alg. - viz

e) Kontrola (linedrneho) dokazu (vgrokovej) formule.
(uloha na existenciu/spravnost, rekonstrukcia grafu.)
Optimalizacia, vybranie poddokazu lemy.

92 Existencne ulohy (napr. analyza prislusnosti
slova do bezkontextovej gramatiky)

a) Formulujte ulohu dynamického programovania pre
situdciu, ked zistujeme existenciu (bez ohodnotenia)
nejakej struktury na zaklade dovoleneho kombinovania
mensich struktur.

b) Modelovy priklad: Zistite, ¢ existuje sposob, ako
skladanim ziskat dany obrazok. Pravouhly ciernobiely
obrazok mozete skombinovat z dvoch mensich (s od-
povedajucimi rozmermi) vodorovnym alebo zvislym zlo-
zenim. Elementarne obrazky su velkosti asponi 2 a su
jednofarebne. b2) Elementarne obrazky su bud biele lu-
bovolngch rozmerov alebo cierne velkosti 2z1 (velkosti
kostky domina) v lubovolnej orientacii. b3) Obidve cas-
ti obsahuju pocet ciernych poli lisiacich sa najviac o 1.

¢) Pre pokrodilych: formulujte ”subsumpciu” obrazkov
(odstratiovanie bielych okrajov a pod.).

d) (Popiste rozdiel medzi algoritmami, ak elementarne
obrazky su dane vyctom bez udania polohy a vyctom s
udanou polohou. Oboje na bielom pozadsi.)

93 Viterbiho alg. Hm.

Hladanie najpravdepodobnejsej cesty pre dany retazec
("vetu”) v grafe s hranami oznacenymi slovami (tj. re-
tazcami) a ohodnotengmi pravdepodobnostami. Hladd-
me maz. cestu (najpravdepodobnejsiu), ktord pri pre-
chddzani hrdn a zretazovani ich oznaceni dd poZada-
vany (dopredu dany) retazec. Pravdepodobnosti sa pri
prechode ndsobia.

Obecnejsia formulécia dovoluje vypustanie a pridévanie
pismen.



