11. CVICENI Z OPTIMALIZACE

Komplementarita

Pivodni program:

V dudlu bude:

maximum

minimum

max clx

min bly

m podminek
n proménnych

m proménnych
n podminek

1-t4 podminka ma < | y; > 0
1-t4 podminka ma > | y;, <0
i-t4 podminka ma = | y; € R
z; >0 j-t& podminka ma >
z; <0 J-t4 podminka ma <
z; €R j-t4 podminka ma =

D(Volnost): Méjme soustavu linearnich nerovnic (S) a v ni j-tou nerovnost
;121 + [PES) + a;3T3 + ...+ Ajindy S bj.

Méjme také néjaky vektor z'.

- P PP 2 (s) n / o, « c
Pak wvolnost (slack) j-té nerovnosti vici feSeni 2’ je s.” = b; — > I, ajx;. Vsimnéme si, Ze pro

J
§S) > 0. Pokud by nerovnost byla >, definujeme volnost jako sés) =
> ajixh — b;, aby opét platilo S;S)
T(Komplementarita): Mé&jme linearni program (P) a jeho duél (D) v néasledujici formé:

pripustna feseni vzdy plati s

> 0 pro pfipustna feseni.

max ¢z, Az < b,z > 0, (P)
min b’y, ATy > ¢,y > 0. (D)

Méjme také dvojici pfipustnych feSeni primalu a duédlu (z*,y*). Pak plati nasledujici véta: Dvojice
(z*,y*) je dvojici optimélnich feSeni pravé tehdy, kdyz plati:

‘v’ie{l,...,n:x;‘-sED):O, (1)
‘v’je{l,...,m}:sgp)-y;:O. (2)

PRIKLAD PRVNI Franta uhodl feseni z = (6,2,0) nasledujiciho LP:

maxxi + 2xy — 3
201 + 10+ 13 < 14
4oy + 229 + 3x3 < 28
211 + 519 + 513 < 30

T1,x9,r3 >0

Rozhodnéte za pomoci komplementarity, zda Franta uhodl optimélni feSeni.



PRIKLAD DRUHY Optimalni feSeni dualni tlohy k nésledujici tloze je (0;7;5,5;0). Spoctéte
pomoci komplementarity optimalni feseni priméaru.

max4x; — 2xo + Tx3
5IL‘1 + Ty — 2ZL‘3 S 12

—I1—$2+$3§—1

2$1 + X9 S 4
T +ax3 < 4
T1y...,T3 >0
PRIKLAD TRETI Pro LP a jeho duél z ptredchoziho ptikladu naleznéte dvojici nenulovych
vektori = a y takovou, Ze plati
‘v’iE{l,...,n}:xi-sgD):O, (1)

P)

VjE{l,...,m}:sg ~y; = 0. (2)

ale x a y nejsou dvojici optimalnich feSeni.
Tip: Najdéte rozdil mezi zaddnim této tlohy a zadanim komplementarity.

PRIKLAD CTVRTY Na obrazku je bipartitni graf, ktery ma u hran napsané ceny a u vrcholi
feSeni dudlniho programu k perfektnimu parovani miniméalni ceny. Dokazte, Ze toto Feseni je optimélni.
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Déle se zkuste zamyslet, jaké rizné moznosti mate pro dokdzéni, Zze dané feSeni je optiméalni.

PRIKLAD PATY (Pro fajnsmekry) Dokazte aproximaéni verzi komplementarity: Necht (x,y)
jsou piipustnd feSeni primaru a dualu (LP jsou ve stejném tvaru jako u klasické véty o komplemen-
tarité), ktera spliuji:

VZG{L,H}SIZ’Z>O V Ci/a§2aijyj§ci
J

Vje{l,...,m}:yj>0 V bJSZaZ]xZSﬁbJ

Potom plati ¢’z < afclz*, kde x* je optimaln{ Fesen{ primaru (jinak Feceno, = je af-aproximaci
optima).

Hint: Odhadnéte cTx pomoci nerovnic z predpokladii.



