
11. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Komplementarita

P·vodní program: V duálu bude:

maximum minimum
max cTx min bTy
m podmínek m prom¥nných
n prom¥nných n podmínek
i-tá podmínka má ≤ yi ≥ 0
i-tá podmínka má ≥ yi ≤ 0
i-tá podmínka má = yi ∈ R
xj ≥ 0 j-tá podmínka má ≥
xj ≤ 0 j-tá podmínka má ≤
xj ∈ R j-tá podmínka má =

D(Volnost): M¥jme soustavu lineárních nerovnic (S) a v ní j-tou nerovnost

aj1x1 + aj2x2 + aj3x3 + . . .+ ajnxn ≤ bj.

M¥jme také n¥jaký vektor x′.

Pak volnost (slack) j-té nerovnosti v·£i °e²ení x′ je s
(S)
j = bj −

∑n
i=1 ajix

′
i. V²imn¥me si, ºe pro

p°ípustná °e²ení vºdy platí s
(S)
j ≥ 0. Pokud by nerovnost byla ≥, de�nujeme volnost jako s

(S)
j =∑n

i=1 ajix
′
i − bj, aby op¥t platilo s

(S)
j ≥ 0 pro p°ípustná °esení.

T(Komplementarita): M¥jme lineární program (P) a jeho duál (D) v následující form¥:

max cTx,Ax ≤ b, x ≥ 0, (P)

min bTy, ATy ≥ c, y ≥ 0. (D)

M¥jme také dvojici p°ípustných °e²ení primálu a duálu (x∗, y∗). Pak platí následující v¥ta: Dvojice
(x∗, y∗) je dvojicí optimálních °e²ení práv¥ tehdy, kdyº platí:

∀i ∈ {1, . . . , n} : x∗i · s
(D)
i = 0, (1)

∀j ∈ {1, . . . ,m} : s(P )
j · y∗j = 0. (2)

P°íklad první Franta uhodl °e²ení x = (6, 2, 0) následujícího LP:

maxx1 + 2x2 − x3
2x1 + x2 + x3 ≤ 14

4x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 28

2x1 + 5x2 + 5x3 ≤ 30

x1, x2, x3 ≥ 0

Rozhodn¥te za pomoci komplementarity, zda Franta uhodl optimální °e²ení.



P°íklad druhý Optimální °e²ení duální úlohy k následující úloze je (0; 7; 5, 5; 0). Spo£t¥te
pomocí komplementarity optimální °e²ení primáru.

max 4x1 − 2x2 + 7x3

5x1 + x2 − 2x3 ≤ 12

−x1 − x2 + x3 ≤ −1
2x1 + x2 ≤ 4

x1 + x3 ≤ 4

x1, . . . , x3 ≥ 0

P°íklad t°etí Pro LP a jeho duál z p°edchozího p°íkladu nalezn¥te dvojici nenulových
vektor· x a y takovou, ºe platí

∀i ∈ {1, . . . , n} : xi · s(D)
i = 0, (1)

∀j ∈ {1, . . . ,m} : s(P )
j · yj = 0. (2)

ale x a y nejsou dvojicí optimálních °e²ení.

Tip: Najd¥te rozdíl mezi zadáním této úlohy a zadáním komplementarity.

P°íklad £tvrtý Na obrázku je bipartitní graf, který má u hran napsané ceny a u vrchol·
°e²ení duálního programu k perfektnímu párování minimální ceny. Dokaºte, ºe toto °e²ení je optimální.
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Dále se zkuste zamyslet, jaké r·zné moºnosti máte pro dokázání, ºe dané °e²ení je optimální.

P°íklad pátý (Pro fajn²mekry) Dokaºte aproxima£ní verzi komplementarity: Nech´ (x, y)
jsou p°ípustná °e²ení primáru a duálu (LP jsou ve stejném tvaru jako u klasické v¥ty o komplemen-
tarit¥), která spl¬ují:

∀i ∈ {1, . . . , n} : xi > 0 ∨ ci/α ≤
∑
j

aijyj ≤ ci

∀j ∈ {1, . . . ,m} : yj > 0 ∨ bj ≤
∑
i

aijxi ≤ βbj

Potom platí cTx ≤ αβcTx∗, kde x∗ je optimální °e²ení primáru (jinak °e£eno, x je αβ-aproximací
optima).

Hint: Odhadn¥te cTx pomocí nerovnic z p°edpoklad·.


