
14. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Máte hlad? Dejte si matroid!

D: Matroid je dvojice (S, I), kde S je libovolná kone£ná mnoºina, I ⊆ 2S spl¬ující:

(1) ∅ ∈ I
(2) J ′ ⊆ J ∈ I ⇒ J ′ ∈ I
(3) Pro kaºdé A ⊆ S platí, ºe pokud X, Y ⊆ A;X, Y ∈ I jsou ob¥ maximální v inkluzi, pak
|X| = |Y |.

Prvk·m I se °íká nezávislé mnoºiny, v inluzi maximálním prvk·m I se °íká I.

Rank mnoºiny A ⊂ S r(A) je velikost maximální mnoºiny J ⊆ A; J ∈ I.

T(O vým¥n¥):

Mnoºina B ⊆ 2S je systém v²ech bází n¥jakého matroidu na S, práv¥ kdyº B 6= ∅ a

∀B1, B2 ∈ B : ∀a ∈ (B1 \B2) ∃b ∈ (B2 \B1) tº. B1 \ {a} ∪ {b} ∈ B.

Jinak °e£eno, pokud vym¥ním jeden prvek báze za prvek jiné báze, op¥t dostanu bázi.

D(Hladový algoritmus):

VSTUP: Systém (S, I), I ⊆ 2S, váhy prvk· c : S → R
VÝSTUP: A ∈ I takové, ºe má c(A) nejv¥t²í moºné.

1. A = ∅
2. Dokud existuje e ∈ S tº. ce > a A ∪ {e} ∈ I:
3. Vyber z takových e to s nejv¥t²ím ce
4. A = A ∪ {e}

T: Je-li (S, I) matroid, hladový algoritmus vydá optimální °e²ení pro libovolné váhy prvk·.

P°íklad první Rozhodn¥te (a dokaºte), zda jsou následující struktury (S, I) matroidy:

1. I = {J ⊆ S : |J | ≤ k}
2. S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk, kde Si jsou po dvou disjunktní; I = {J ⊆ S : ∀i |Si ∩ J | ≤ 1}
3. Totéº co 2., jen jedni£ku nahradíme obecným ki (tj. |Si ∩ J | ≤ ki)
4. S = V pro graf G = (V,E), I obsahuje v²echny nezávislé mnoºiny v G (v tom grafovém smyslu,

tj. mnoºiny vrchol· takové, ºe mezi nimi nevede ºádná hrana)
5. S = E pro graf G = (V,E), I obsahuje v²echny acyklické podmnoºiny hran
6. S je kone£ná podmnoºina vektor· z n¥jakého vektorového prostoru, I obsahuje v²echny lineárn¥

nezávislé mnoºiny
7. S = E pro graf G = (V,E), I obsahuje v²echna párování v G

Pro matroidy potom zjit¥te, jak vypadají jejich báze a co je rank.

P°íklad druhý Nech´ (S, I) je matroid, dokaºte, ºe potom i (S, Ik) je matroid pro libovolné
k ∈ N, kde Ik = {J ∈ I : |J | ≤ k}.

P°íklad t°etí Dokaºte, ºe v de�ci matroidu m·ºeme nahradit axiom (3) za následující
axiom:
(3') Pro kaºdé X, Y ∈ I, spl¬ující |Y | > |X| existuje e ∈ (Y \ X), takové, ºe X ∪ {e} ∈ I Jinak
°e£eno, dokaºte, ºe (1), (2), (3) ⇔ (1), (2), (3').

Hlavní chod na druhé stran¥!



P°íklad £tvrtý Dokaºte je²t¥ jinou ekvivalentní de�nici matroidu � axiom (3) m·ºeme
nahradit axiomem:
(3�) Pro livobolné váhy c : S → R vydá hladový algoritmus správné °e²ení.

Hint: Implikaci ⇒ dokazujte sporem (resp. obm¥nou). Pro za£átek p°edpokládejte, ºe A = S a ºe X
a Y jsou disjunktní. Chcete rozbít hladový algoritmus, pot°ebujete tedy ²ikovn¥ zvolit váhy tak, aby
si algoritmus vybral tu men²í z mnoºin, ale ta m¥la malou váhu.


