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Matematicky pojem nadhodnosti je vzdy relativni !

Algoritmickd ndhodnost - ndhodnost relativni vzhledem k ur¢ité
t¥idé algoritmi a vzhledem k jejich uréitému specifickému pouZiti

Filozoficky pojem nahodnosti je problém ontologicky
(rGzné varianty BoZi existence)



Historicky:

von Mises (1916) - jako pokus o zdklad teorie pravdépodobnosti

Hlavni pFistupy

1. stochasti¢nost (frekven&ni stabilita)
2. chaoti¢nost (Kolmogorovska sloZitost)

3. typi¢nost (teorie miry, martingaly)

Razné varianty v kazdém ptistupu (kalibrace dle jejich sily).



1. Stochasti¢nost

Stochasti¢nost posloupnosti nul a jedni¢ek (stochasti¢nost
mnoZiny) znamena vlastnost frekvenZni stability nejenom pro tuto
posloupnost, ale také pro vdechny jeji podposloupnosti ziskané
pomoci "admissible place selection rules”

P¥iklad: 010101010.....
(sudd &ast jsou samé nuly, lichd €ast samé jednitky)

Tento pfistup k ndhodnosti je technicky komplikovany



2. Chaoti¢nost
Hlavni idea: nestlaitelnost (incompressibility)
"ndhodny” ("random”) znamend "incompressible

Dvé hlavni varianty Kolmogorovské sloZitosti:
» plain Kolmogorov complexity (C)

» prefix-free Kolmogorov complexity (K)



Plain Kolmogorov complexity
(Solomonoff 1960, Kolmogorov 1963-1965, Chaitin 1966)

C(x) = min{ly| : y je popisem (kédem) x}  (x,y € 2<¥)
C = Cr zavisi na kédovaci (popisovaci) funkci f
Pro univerzalni Turinglv stroj U :

Cy je aditivn& optimalni pro v8echny ¢asteéné rekurzivni funkce f
(tzn. efektivné& vy&islitelné funkce f)



Prefix-free Kolmogorov complexity

(Chaitin, Levin)

Vazné namitky k " plain” Kolmogorovské sloZitosti

napted lze prelist Fetizek (string) y, zjistit jeho délku (tzn. |y|) a
potom prelist znovu a zjistit jeho obsah (y)

to dohromady déva |y| + logly| bitd

feSeni: prefix-free kédovani (bezprefixova metoda popisi, kédd)

zadny kéd neni zatatkem jiného kédu
self-delimiting kédovani



K(x) = min{|y| : y je popisem (kédem) x}  (x,y € 2<%)
K = Ky zavisi na prefix-free kddovaci funkci f

(bezprefixové kédovaci metodé& f)

Existuje univerzalni prefix-free Turingiv stroj U (univerzalni pro
prefix-free Turingovy stroje, prefix-free asten& rekurzivni funkce)

Ky je aditivné optimalni pro vSechny prefix-free &aste¢né rekurzivni
funkce (tzn. efektivn& vyd&islitelné funkce, které jsou prefix-free)

Theorem
K(x) < |x| + 2log(|x]) + O(1) = |x|+ 2log(|x|) + const.



Pozndmka
Pro oba typy Kolmogorovské sloZitosti,
plain C i prefix-free K jsou rlizné varianty:

» omezeni vypoltové sily - rizné "resource bounded” varianty
(nap¥iklad omezeni &asu vypottu)

> zv&t3eni vypoltové sily - algoritmy (Turingovy stroje) s ordkuly
(kédovaci metoda s ndpovédou ordkula)

Ndhodnost v polynomidlni, aritmetické, hyperaritmetické hierarchii
atd.
P¥iklady: Mi-ndhodnost, A}, ¥3-ndhodnost

Opét: kalibrace nahodnosti podle sily pouZzitych prostfedki



Kolmogorovska sloZitost je definovdna na koneénych Yetizcich
(kone¢nych posloupnostech nul a jednitek) !

Otdazka: jak pouzit na nekone¢né posloupnosti 0 a 1
tzn. na mnoziny 7

Intuitivni pokus: mnoZina A (nekone¢nd posloupnost 0 a 1)
je ndhodna jestlize kazdy zacatek A délky n

(oznatovan: A [ n)

nelze popsat kédem kratsi délky nez n (minus konstanta)
tzn. nestlagitelnost popisii (kéd(i) zat4tkli A (tzn. A [ n).



Spravna idea, ale ma drobnou vadu !!

PotiZe s " plain” Kolmogorovskou sloZitosti:
obsah y plus informace o jeho délce davaji |y| + log|y| bitl

Theorem (Martin-Lof)

Neexistuje 3dnd mnoZina A pro kterou C(A [ n) > n + const.
pro vSechna n.



Reseni je snadné: bezprefixové kédovani !
(bez trikd s obsahem a navic jest& délkou Yetizku)

Definice
MnoZina A je (Chaitin) ndhodnd jestlize K(A [ n) > n+ const.
pro vSechna n.

Poznamka

Tato definice vymezuje velmi robustni pojem.
Robustnost je mimo jiné vidét z mnoha ekvivalentnich
charakterizaci (napf. pomoci teorie miry) - viz ddle.



3. Typi¢nost
P¥istup, ktery pouZivd pojem mira (je " measure-theoretic”)
(Solovay, Schnorr, ..., Demuth, ...)

Fakt: znalost jednoho bitu dané mnoZiny (posloupnosti) znamena,
Ze umime nalézt t¥idu miry 1/2 ve které tato mnoZina lezi.
Znalost n bitl vede na t¥idu miry 27"

Idea: nepatfit do zadné t¥idy efektivné miry nula

(to avoid all effectively null classes)

("null"znamena mit Lebesgueovu miru nula)

R{zné drovné pojmu "efektivné” miry nula, coZ opét vede ke
kalibraci ndhodnosti.



Definice

T¥ida mnoZin (posloupnosti 0 a 1) A C 2%

je ML-null, (ML=Martin-Lof), tzn. ma ML-miru nula,
jestlize existuje efektivné vydislitelnd posloupnost efektivné
otevienych t¥id B, (nazyvanych ML-test) takova, Ze

> 1(Bp) < 27", pro v8echna n
» AC, B

MnoZina A je ML-ndhodnd (nebo také 1-ndhodnd)
jestlize {A} neni ML-null.



Theorem (Martin-Lof)

Existuje univerzalni (maximalni) ML-test {U,}.

To znamend, Ze (), U, je maximaini (nejvétsi) t¥ida ML-miry nula
a ddle, Ze mnoZina A je 1-nahodnd pravé kdyZ A ¢ (,, Un.

Ekvivalence obou p¥istupl (nestlagitelnost a non mira nula).

Theorem (Schnorr)

MnoZina A je 1-ndhodnd (tzn. ML-ndhodna) pravé kdyz A je
Chaitin-nahodna.

Pozndmka
To ukazuje robustnost pojmu 1-ndhodnosti.

A¢ (N, U, prav&kdyz K(A I n)> n+ const. (pro viechna n)
(kde {Un} je univerzalni ML-test).



Alternativni p¥istup k teorii miry je zaloZen na pojmu martingalu.
(Ville, 1939).

Pozndamka
Neformalné: Martingal odpovida strategii sazek v kasinu.

Problém: Jak zbohatnout? Jak libovolné zvétsit kapital?
Lze zbohatnout proti ndhodné posloupnosti ?



Definice
Martingal je funkce F : 2<% — Q* U {0} (nebo R* U {0}),
kterd spliiuje pro kazdé o € 2<“ tzv. primérujici podminku

F(c0) + F(o1)

Flo) =22

Martingal F :
usp&je na mnoZin& A jestlize limsup,_,., F(A [ n) = +o0
uspéje na A C 2% jestlize usp&je na kazdé mnozing A € A.

S[F] (the success set) je t¥ida mnoZin, na kterych martingal F
uspéje.



Z3akladni véta (alternativni p¥istup k teorii miry):

Theorem (Ville, 1939)

T¥ida A C 2% je null (tzn. A ma Lebesgueovu miru nula) pravé
kdyZ existuje martingal, ktery uspé&je na A.

Kalibrace martingall dle jejich sily (opét) vede na kalibraci pojmu
nahodnosti.

Martingaly jsou také velmi duleZité p¥i studiu slabsich (jemngjsich)
variant 1-ndhodnosti: mira a Hausdorffova dimense v (slabych)
t¥idach sloZitosti, nap¥. v polynomialni hierarchii (J. Lutz).



Definice
Pro t¥idu A martingald: mnoZina (posloupnost 0 a 1) A je
A-nahodna, jestlize Zadny A-martingal neuspéje na A.

Intuitivné: pomoci A strategie nelze proti A zbohatnout.

P¥iklady:

efektivné vy&islitelné (computable) martingaly, rekurzivng spo&etné
martingaly, relativizované martingaly s ordkuly (s ndpovédou),
resource-bounded martingaly (polynomidlni ¢as, ...), .....

Tvrzeni
1-ndhodnost je ekvivalentni ndhodnosti relativné vzhledem ke t¥idé
v8ech rekurzivné spoletnych martingali

(opét: robustnost pojmu ndhodnosti)



POKROCILEJSI CAST
VCETNE NOVYCH VYSLEDKU



Definice [Chaitin: Q-number]

Qu=Y 27 = p(dom(V))
U(o)d

pro univerzalni prefix-free Turinglv stroj U.

Q-number je tzv. halting probablity, tzn. pravdépodobnost, s jakou
se univerzalni prefix-free Turingiv stroj U zastavi na ndhodném
vstupu.

Theorem (Chaitin)

Qu Jje 1-ndhodna (pro libovolny univerzdini prefix-free Turingiv
stroj U).

Problém: a halting probability ~vs. the halting probability
(analogicky jako: a halting problem vs.  the halting problem)



Je dobfe zndmo, Ze v8echny halting problémy jsou stejné aZ na
rekurzivni izomorfii. Zde jsou v8echny halting pravdépodobnosti
stejné pfi tzv. Solovay-pFeveditelnosti (analyticky pojem, bez
detaild).

Theorem (Chaitin, Calude, Hertling, Khoussainov, Wang,
Ku&era - Slaman)

VSechny Q jsou "stejné” (Solovay-ipiné) a jsou to pravé vsechna
zleva-rekurzivné spocetnd (left-c.e.) 1-ndhodna realnd &isla (pro
vsechny univerzalni prefix-free Turingovy stroje U ).



Zajimavy problém: kédovani informace do chaosu (do n&jaké
ndhodné mnoziny) 7

Lze néco do 1-ndhodnych mnoZin kédovat? Pokud ano, co presné
a do jakych 1-ndhodnych mnozin?

Theorem (Kuéera-Gécs)

KaZdd mnoZina je T-pFeveditelnd na (zakddovatelnd do,
vy¢islitelnd s pomoci) néjaké 1-ndhodné mnoZiny.

Kédovaci metoda do 1-ndhodnych mnoZin je zaloZena na slabsi
formé " Godelova fenoménu nedplnosti”.
Godelova metoda je efektivizaci paradoxu lhare!



Slavna forma " Godelova self-referenéniho principu”:

v aritmetice:  ja jsem nedokazatelna formule
v ndhodnosti:  ja nemam malou miru.

Vada: toto kédovani poskytuje 1-ndhodné mnoziny, které jsou
sloZit&jsi nez halting problém (jsou "nad nim”). To neni ta prava
nahodnost, za kterou se povazuji ty mnoziny, které nejsou nad
halting problémem ( T-nedplné).

Specidlni dileZity p¥ipad: které rekurzivné spoetné mnoZiny jsou
kédovatelné do T-netiplnych 1-ndhodnych mnoZin?

Slavny dlouho otev¥eny problém
Letos se po mnoha letech podaf¥ilo vyfesit - viz dale.
(Bienvenu, Day, Greenberg, KuZera, Miller, Nies, Turetsky)



Algoritmicka slabost
Existuje nékolik pojmi algoritmické (vypocetni) slabosti ve vztahu
k 1-ndhodnosti.

Definice
MnoZzina A je
1. "low"” pro 1-ndhodnost tzn., jestlize kaZda 1-ndhodnd mnoZzina
je také 1-ndhodna relativné vzhledem k A
2. K-trividlni jestlize pro viechna n, K(A | n) < K(0") + const.
3. "low" pro K jestlize pro viechny o € 2<%,
K(o) < KA(o) + const.

4. "basis" pro 1-ndhodnost, jestlize A <7 Z pro néjakou mnoZinu
Z takovou, Ze Z je 1-ndhodn3 relativné k A.



Pozndmka

C-trividlnost: C(A [ n) < C(0") + const.

Chaitin dokazal, Ze v8echny C-trividlni mnoZiny jsou rekurzivni
(algoritmicky rozhodnutelné)

P¥ekvapivé toto neplati pro K-trividlnost.
Existuji nerekurzivni K-trividlni mnoziny !

Solovay: komplikovana konstrukce

Pozdéji, nékolik kratkych a elegantnich konstrukci dokonce
rekurzivn& spoletnych (nerekurzivnich) mnoZin, které jsou
K-trividlni, low pro 1-ndhodnost, low pro K, basis pro 1-ndhodnost

Vsechny dle stejného triku: do what is cheap



Podobnost téchto konstrukci neni nahodnal

Theorem (Nies, Hirschfeldt, Stephan)
VSechny &tyfi tiidy (K = L = M = B) jsou stejné.

Cty¥i riizné charakterizace stejné t¥idy !

Nicméng, tyto charakterizace maji rizné& silny informaéni obsah.
(Tyto charakterizace nejsou efektivn& ekvivalentnil)



Theorem (Hirschfeldt, Nies, Stephan)

Jediné rekurzivné spocetné mnoZiny, které jsou zakédovatelné do
T -neupinych 1-ndhodnych mnoZin jsou K-trivialni!

Slavny dlouho otevfeny problém:
Jsou viechny K-trividlni mnoZiny zakédovatelné do (vycislitelné
relativng s pomoci) n&jaké T-neliplné 1-ndhodné mnoziny ?



ReSeni: ANO, ale v obecném p¥ipadé jenom do velmi mala z nich!

Theorem (Bienvenu, Day, Greenberg, Ku&era, Miller, Nies,
Turetsky)

K-trivialni mnoZiny jsou pravé ty mnoZiny, které jsou
zakddovatelné do (vy&islitelné relativné s pomoci) né&jaké
T-netplné 1-nahodné mnoZiny.

Poznamka
V obecném pfipadé pouze do takovych, které nejsou Oberwolfach

ndhodné (nov& vznikly pojem).

Pod&kovani : Research in pairs in Oberwolfach (2012).



MLR %7 0



ReZeni nespotiva v nalezenf triku.
Rada dil¢ich vysledki mnoha lidi dohromady vedla k vysledku
prekvapiv& silnému a matematicky hezkému (s urcitou symetrii).

Theorem

» KaZdd K-trividini mnoZina je zakédovatelna do (vycislitelna
relativné s pomoci) libovolné 1-ndhodné mnoZiny, kterd neni
OW-ndhodn4,

> lépe to obecné nejde (non-OW nelze zeslabit)

> existuji T-nedplné 1-ndhodné mnoZiny, které nejsou
OW-ndhodné.



Reseni pouziva rlzné efektivni analogy zndmych vét, napt.
» diferencovatelnost funkci, motto: hezké funkce jsou

diferencovatelné " skoro viude”,

kalibrace efektivnosti efektivné vy&islitelnych funkci a kalibrace
pojmu "skoro vsude”

> Lebesqueovu vétu o hustoté

mé¥itelné mnoZiny maji - skoro vSude - ve svych bodech
hustotu 1



> Ptehledovy ¢ldnek:
Downey, Hirschfeldt, Nies, Stephan : Calibrating randomness
Bull. Symb. Logic. 12 no 3 (2006) 411-491

» Dv& nové vyborné kniky (monografie):

» Downey, Hirschfeldt : Algorithmic randomness and complexity
SPRINGER 2010

» A. Nies: Computability and randomness
OXFORD UNIVERSITY PRESS 2008



DEKUJI ZA POZORNOST



