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Za domácı́ úkol máte přı́klady 2 a 3. Důkladně si přečtěte zadánı́! Můžete použı́vat vyvážené
vyhledávacı́ stromy a využı́vat skutečnosti, že umı́ přidávat i mazat prvky a přitom si zachovávat
logaritmickou výšku.

Definice 1 (Binárnı́ strom). Strom nazveme binárnı́, pokud je zakořeněný a každý vrchol má nejvýše dva
syny, u nichž rozlišujeme, který je levý a který pravý. Vrcholy rozdělı́me podle vzdálenosti od kořene do
hladin: v nulté hladině ležı́ kořen, v prvnı́ jeho synové atd.

Pro vrchol v binárnı́ho stromu T značı́me:
• k(v) je klı́č uložený ve vrcholu v.
• T (v) je podstrom obsahujı́cı́ vrchol v a všechny jeho potomky.
• l(v) a r(v) jsou levý a pravý synové vrcholu v.
• L(v) a R(v) jsou podstromy pravého a levého vrcholu v.
• h(v) je hloubka stromu T (v), čili maximum z délek cest z v do listů.

Definice 2 (Binárnı́ vyhledávacı́ strom). Binárnı́ vyhledávacı́ strom je binárnı́ strom, jehož každému vrcholu
v přiřadı́me unikátnı́ klı́č k(v) z univerza. Přitom musı́ pro každý vrchol v platit:
• Kdykoliv a ∈ L(v), pak k(a) < k(v).
• Kdykoliv a ∈ R(v), pak k(a) > k(v).

Definice 3. Binárnı́ vyhledávacı́ strom nazveme hloubkově vyvážený, pokud pro každý jeho vrchol v platı́
|h(l(v))− h(r(v))| ≤ 1.

Jinými slovy, hloubka levého a pravého podstromu se vždy lišı́ nejvýše o jedna. Stromům s hloub-
kovým vyváženı́m se řı́ká AVL stromy, nebot’ je vymysleli v roce 1962 ruštı́ matematici Georgij Maximovič
Aděl’son-Vel’skij a Jevgenij Michailovič Landis.

Definice 4. Obecný vyhledávacı́ strom je zakořeněný strom s určeným pořadı́m synů každého vrcholu.
Vrcholy dělı́me na vnitřnı́ a vnějšı́, přičemž platı́:
• Vnitřnı́ (internı́) vrcholy obsahujı́ libovolný nenulový počet klı́čů. Pokud ve vrcholu ležı́ klı́če x1 <
. . . < xk, pak má k + 1 synů, které označı́me s0, . . . , sk. Klı́če sloužı́ jako oddělovače hodnot v
podstromech, čili platı́: T (s0) < x1 < T(s1) < x2 < · · · < xk < T (sk), kde T (si) značı́ množinu
všech klı́čů z daného podstromu.
• Vnějšı́ (externı́) vrcholy neobsahujı́ žádná data a nemajı́ žádné potomky. Jsou to tedy listy stromu. Na

obrázku je značı́me jako malé čtverečky, v programu je můžeme reprezentovat nulovými ukazateli
(NULL v jazyku C, nil v Pascalu).

Definice 5. (a, b)-strom pro parametry a ≥ 2, b ≥ 2a − 1 je obecný vyhledávacı́ strom, pro který navı́c
platı́:
• Kořen má 2 až b synů, ostatnı́ vnitřnı́ vrcholy a až b synů.
• Všechny vnějšı́ vrcholy jsou ve stejné hloubce.

Definice 6. LLRB (červeno-černé, left-leaning red-black) strom je binárnı́ vyhledávacı́ strom s vnějšı́mi
vrcholy, jehož hrany jsou obarveny červeně a černě. Přitom platı́ následujı́cı́ axiomy:

1. Neexistujı́ dvě červené hrany bezprostředně nad sebou.
2. Jestliže z vrcholu vede dolů jediná červená hrana, pak vede doleva.
3. Hrany do listů jsou vždy obarveny černě. (To se hodı́, jelikož listy jsou pouze virtuálnı́, takže do nich

neumı́me barvu hrany uložit.)
4. Na všech cestách z kořene do listu ležı́ stejný počet černých hran.
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Přı́klad 1. Mějme posloupnost matic A1, . . . , An, kterou si chceme uložit tak, abychom rychle uměli od-
povı́dat následujı́cı́ dotazy: Pro dané indexy i a j urči součin matic Ai · · ·Aj . Součin matic pomalá operace,
takže chceme ukládat pomocné informace takové, že k vyhodnocenı́ dotazu potřebujeme co nejmenšı́ počet
součinů matic. Mohli bychom si pamatovat součin matic Ai · · ·Aj pro všechny indexy i ≤ j, ale takových
dvojic je

(
n+1
2

)
a tolik paměti nemáme. Kolik paměti potřebujete, abyste dokázali dotaz vyhodnotit jen

na jeden součin dvou matic? Kolik součinů potřebujete, pokud smı́te použı́t jen O(n) paměti? Můžete
předpokládat, že jednu matici lze uložit vO(1) paměti. Nezapomeňte, že násobenı́ matic je sice asociativnı́,
ale nenı́ komutativnı́ ani nelze matice dělit.

Přı́klad 2. Na vstupu postupně přicházejı́ čı́sla. Kdykoliv přijde dalšı́, vypište medián z poslednı́ch k čı́sel.
Jelikož velikost vstupu je obrovská, zajı́má nás pamět’ová a časová složitost v k.

Přı́klad 3. Inverze v permutaci p čı́sel 1, 2, . . . , n je dvojice indexů (i, j) taková, že 1 ≤ i < j ≤ n a
pi > pj . Najděte co nejrychlejšı́ algoritmus, který pro danou permutaci určı́ počet inverzı́.
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