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Binarni vyhledavaci strom (BVS)

@ Binarni strom (kazdy vrchol obsahuje nejvySe dva syny)

@ KIli¢ v kazdém vnitfnim vrcholu je vétsi nez vSechny kliCe v levém podstromu a
mensi nez vSechny kli€e v pravém podstromu

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)

@ Pamét: O(n)
o Casova slozitost operace Find je linearni ve vysce stromu
@ Vyska stromu muze byt az n — 1
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Vahové vyvazené stromy: BB[a]-strom

BB[«]-strom (Nievergelt, Reingold, 1973)
@ Binarni vyhledavaci strom ©
@ Pocet vrcholll v podstromu vrcholu u oznaéme s, ®
@ Pro kazdy vrchol u plati, Ze podstromy obou synt u musi mit nejvysSe as, vrcholll

® Zfejmé musi platit } <o <1 ®

Vyska BB[a]-stromu

@ Podstromy vSech vnukii kofene maji nejvy$e o®n vrcholi
@ Podstromy vSech vrchol(i v i-té vrstvé maji nejvy$e o'n vrcholl
@ a/n>1jenproi<logi(n)

@ Vyska BB[«]-stromu je ©(log n)

Operace BUILD: Vytvoreni BB[a]-stromu ze setfidéného pole
@ Prostredni prvek dame do kofene
@ Rekurzivné vytvofime oba podstromy
o Casova slozitost je O(n)
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@ V prednasce budeme predpokladat, Ze prvky jsou uloZeny ve vSech vrcholech, i
kdyz existuje varianta BB[«]-strom( majici prvky jen v listech.

© Do s, zapocitdvame i vrchol u.

© V literatufe muzeme najit rizné varianty této podminky. Podstatné je, aby oba
podstromy kazdého vrcholu méli ,zhruba" stejny pocet vrchold.

Q Proa= % Ize BB[«]-strom sestrojit, ale operace INSERT a DELETE by byly ¢asové
naro¢né. Pro a = 1 by vySka BB[«]-strom mohla byt linearni.
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BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE

Operace INSERT (DELETE je analogicky)
@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza) © ®

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, vrchold, pak dalsi
poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u (cviceni)

@ Rebuild podstromu vrcholu u trva O(sy)

@ Amortizovany ¢as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1) ®

@ P¥i jedné operaci INSERT/DELETE se prvek pfida/smaze v ©(log n) podstromech
@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci INSERT nebo DELETE je O(log n)
@ Jaky je celkovy ¢as k operaci? @
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@ P¥i hledani listu pro novy vrchol stagi na cesté od kofene k listu kontrolovat, zda se
pfidanim vrcholu do podstromu syna neporusi vyvazovaci podminka. Pokud se v
néjakém vrcholu podminka porusi, tak se hledani ukoncCi a cely podstrom véetné
nového prvku znovu vybuduije.

@ Existuji pravidla pro rotovani BB[«a]-stromd, ale ta se ndm dnes nehodi.

© Operace BUILD podstromu vrcholu u trvd O(s,) a mezi dvéma operacemi BUILD
podstromu u je Q(s,) operaci INSERT nebo DELETE do podstromu u. VSimnéte si
analogie a dynamickym polem.

Q Intuitivné bychom mohli Fict, Ze v nejhorsim pfipadé BB[a]-strom nejprve
vyvazime v éase O(n) a poté provadime jednotlivé operace, a proto celkovy ¢as je
O(n + klog n), ale neni to pravda. Pro¢?
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BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Potencialni metoda
@ V této analyze uvazujeme jen Cas na postaveni podstromu, zbytek trva O(log n)
@ Potencial vrcholu u definovan

0 pokud [Syw) — Sr(w)| <1
|S/(u) = S,(u)| jinak,

kde /(u) a r(u) jsou levy a pravy synové u.

Potencial BB[a]-stromu ¢ je soucet potenciald vrcholu

Pfi vloZeni/smazani prvku se potencidl ®(u) jednoho vrcholu zvysi nejvyse 0 2 ©
Pokud nenastane Rebuild, pak se potencial stromu zvysi nejvyse o O(log(n)) ®
Pokud nastane Rebuild vrcholu u, pak ®(u) > asy — (1 — a)su > (2a — 1)sy

Po rekonstrukci maji vechny vrcholy v podstromu u nulovy potencial ®

®© 6 6 6 o ¢

P¥i rekonstrukci poklesne potencial ® alespon o Q(sy), coz zaplati Cas na
rekonstrukci

Dale plati 0 < ® < hn = O(nlog n), kde h je vyska stromu @
Celkovy Cas na k operaci INSERT nebo DELETE je O((k + n)log n)
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@ Potencial se zméni praveé o 2, jestli rozdil velikosti podstrom(i se zméni z 1 na 2
nebo opacné. Jinak se potencial zméni pravé o 1.

© Potencial se muZze zménit pouze vrchollim na cesté z kofene do
nového/smazaného vrcholu a téch je O(log n).

© Pravé zde potrebujeme, aby potencial vrcholu byl nulovy, i kdyz se velikosti
podstromu jeho syn( lisi o jedna.

© Soucet potencialli vSech vrcholll v jedné libovolné vrstvé je nejvyse n, protoze
kazdy vrchol patfi do nejvyse jednoho podstromu vrcholu z dané vrstvy. Tudiz
potencial stromu & je vzdy nejvySe nh. TéZ Ize nahlédnout, Ze kazdy vrchol je
zapocitan v nejvySe h potencialech vrchold.

Jirka Fink Datové struktury |

5/18



Staticky optimalni strom

Pro danou posloupnost operaci FIND najit binarni vyhledavaci strom minimalizujici
celkovou dobu vyhledavani.

Mame prvky Xi, ..., X, s vahami wy, ..., w,. Cena stromu je >, w;h;, kde h; je
hloubka prvku x;. Staticky optimalni strom je binarni vyhledavaci strom s minimalni
cenou.

Konstrukce (cviceni)
@ O(n®) — trivialné dynamickym programovanim

@ O(n?) - vylepsené dynamické programovani (Knuth, 1971)

Jak postupovat, kdyz nezname vahy predem?

@ Pomoci rotaci bude udrzovat ¢asto vyhledavané prvky blizko kofene
@ Operaci SPLAY rotujeme” zadany prvek aZz do korene

@ Operace FIND vzdy vola SPLAY na hledany prvek
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Splay strom (Sleator, Tarjan, 1985): Operace SPLAY prvku x

@ Zig rotace: Otec p prvku x je kofen
(®) — (x)
() (p)
AN /8, [e\

@ Zig-zig rotace: x a p jsou oba pravymi nebo oba levymi syny

© @ — ®
@) @)

© A A @
AW e\ o

@ Zig-zag rotace: x je pravy syn a p je levy syn nebo opacné

ORI

® A ONENO
AR AN
e\ o\
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Uvazujeme buttom-up verzi, tj. prvek x nejprve najdeme a poté jej postupné rotujeme
nahoru, coZz znamena, ze x vzdy znaéi stejny vrchol postupné se presouvajici ke
kofeni a ostatni vrcholy stromu jsou sousedé odpovidajici dané rotaci.

Existuje téZ top-down verze, ktera vzdy rotuje vnuka kofrene, jehoZ podstrom obsahuje
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Splay strom: Operace SPLAY prvku x

@ Zig-zag rotace jsou pouze dvé jednoduché rotace prvku x s aktualnim otcem

© @ — & @ — ®

® A R A § )

AR O\ B e\ /)
/e\ o\ AW

@ Zig-zig rotace jsou taky dve rotace,

© @ — ®m @ — @
O ONNO A o®

R A AN NN B =
AL e\ /o,

@ ale dveé rotace prvku x s aktualnim otcem by vedli ke Spatnému vysledku

® — @® — ®

@A ® A A @
® A A ® ® A
AW /e\ o\ /e\ o\

Jirka Fink Datové struktury | 8/18



Splay strom: Amortizovana analyza

Pro a, b, c € R splnujici a+ b < ¢ plati log,(a) + log,(b) < 2log,(c) — 2.

@ Plati 4ab = (a+ b)? — (a— b)?
@ Znerovnosti (a—b)2>0 a a+b<c plyne 4ab< c?
@ Zlogaritmovanim dostavame log,(4) + log,(a) + log,(b) < log,(c?)

Necht velikost s(x) je poGet vrcholl v podstromu x (vEetné x)

Potencial vrcholu x je ®(x) = log,(s(x))
Potencial ¢ stromu je soucet potencialt vSech vrchold
s’ a ¢’ jsou velikosti a potencialy po jedné rotaci

e 6 6 6 ¢

Predkladame, Ze jednoduchou rotaci zvladneme v jednotkovém Case
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Lemma mizeme téz dokazat pomoci Jensenovy nerovnosti, ktera tvrdi:

Jestlize f je konvexni funkce, Xxi, ..., X, jsou Cisla z definiéniho oboru fa wy, ...

jsou kladné vahy, pak plati nerovnost

[ Zhiwixi\ _ XLy wif(x)
27:1 wi ) Z?:1 Wi

JelikoZ funkce log je rostouci a konkavni, dostavame

82 2 060) < jog (272 <tog(e) -1

z ¢ehoz plyne znéni lemmatu.
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Splay strom: Zig rotace
Q — (x)
e
/A o\ &\

=
b@

° &'(x) = &(p)
o ¢'(p) < ¥'(x)
@ ¢'(u) = ®(u) pro vSechny ostatni vrcholy u

00 — =" (d'(u) - d(u))

= @'(p) — B(p) + ¢’ (x) — B(x)
< @'(x) — &(x)
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Splay strom: Zig-zag rotace

©n @ — ®
® N ONENO

AR AN
/e /e

Q ¢'(x) = o(g)
Q o(x) < o(p)
Q ¢'(p) + ¢'(g) < 2¢'(x) -2

o s'(p) +5'(9) < s'(x)
e Zlemmatu plyne log,(s'(p)) + loga(8'(g)) < 2logy(s'(x)) — 2

Q ¢ — & =d'(g) — (g) + ¢'(p) — P(p) + ¥'(x) — O(x) < 2(P'(x) — ¥(x)) — 2
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Splay strom: Zig-zig rotace
(9) — (x)

ORI A @
Ol A @
AN e\ /o,
sz ]

o ¢'(x) = o(g)

e d(x) < d(p)

@ d'(p) < d'(x)

°® s(x)+5'(9) < s'(x)

° O(x) + d'(g) < 20'(x) -2

0 o' — & =d'(g) - d(g) + ¥'(p) — P(p) + P'(X) — ©(x) < 3(P'(x) — (X)) — 2
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Splay strom: Analyza

@ Amortizovany ¢as jedné zigzig nebo zigzag rotace:
T+ —d<243(d(x) — d(x)) — 2 =3(d'(x) — d(x)) @
@ Amortizovany ¢as jedné zig rotace:
T+ —d <1+ (x)— d(x) <1+ 3(P'(x) — d(x))
@ Necht ¢; je potenciél po i-tém kroku a T; je skuteény ¢as i-tého kroku ®
@ Amortizovany ¢as (pocet jednoduchych rotaci) jedné operace SPLAY:

DT+ di—0 ) <14+ Y 3(®i(x) — b1(x))

i-ta rotace i-ta rotace @
<1+ 3(Pronec(X) — Po(x))
<1+ 3log, n = O(log n)
@ Amortizovany Cas jedné operace SPLAY je O(log n)

Skutecny ¢as k operaci SPLAY
@ Potencial vzdy spliiuje 0 < ® < nlog, n
@ Rozdil mezi kone€nym a pocateénim potencialem je nejvyse nlog, n
@ Celkovy Cas k operaci SPLAY je O((n+ k) log n)
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@ Casy na nalezeni prvku a jeho SPLAY jsou stejné, a proto analyzujeme pocet
rotaci pfi operaci SPLAY. NeUspésna operace FIND dojde aZ k vrcholu majici
NULL v ukazateli, na kterém se vyhledavani zastavi. Na tento posledni vrchol je
nutné zavolat SPLAY, aby opakovana nelispésna vyhledavani méla amortizovanou
logaritmickou slozitost.

© T znadi skutecny cas rotace, coz je pocet jednoduchych rotaci k provedeni rotace
zig, zigzig nebo zigzag.

© Jednim krokem rozumime provedeni jedné zig, zigzag nebo zigzig rotace.

© Zig rotaci pouzijeme nejvyse jednou a proto zapocitame ,+1“. Rozdily
d’(x) — (x) se teleskopicky odectou a zUstane ndm rozdil potencialll vrcholu x
na konci a na za¢atku operace SPLAY. Na pocatku je potencial vrcholu x
nezaporny a na konci je x kofenem, a proto jeho potenciél je log,(n).
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Splay strom: Operace INSERT a DELETE

@ Vlozit/smazat dany vrchol stejné jako v BVS
@ SPLAY nejhlub$iho navstiveného vrcholu @

Amortizovana slozitost
@ Nalezeni potfebnych vrchold méa stejnou slozitost jako SPLAY: O(log n)

@ Vlastni smazani vrcholu trva O(1) a potencial stromu klesne

@ Pridanim listu se potencial vrcholl uy, . . ., uy Na cesté do kofene zvysi o
7L, log(s(u) + 1) — log(s(u;)) < log(n) @
@ Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE je O(log n)
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@ Pokud nezavolame tento splay, tak celkova sloZitost vkladani/mazani posloupnosti
1,...,nje ©(r?).

@ Jestlize vy je novy list a uj je koren, pak s(u;) + 1 < s(uiy1) a tedy
ZL log(s(u;) + 1) — log(s(u;)) Ize teleskopicky shora odhadnout
log(s(un)) — log(s(ut)) = log n.

Jirka Fink Datové struktury | 14/18



Vlastnosti splay stromu

Necht xi, . .., Xk je posloupnost vyhledavani prvkii z mnoZiny X a necht z je podet
rznych prvkd vyhledanych pred pfedchozim vyhledani prvku x;. Celkova slozitost
vyhledani prvkd xi, ..., Xk je O(nlogn+ k + >, log(1 + z)).

Véta (vyhledavani podmnoziny prvku)

Jestlize provedeme k vyhledani prvkd z podmnoziny velikosti m, pak celkova slozitost
je O(nlogn+ k + klog m)

Véta (vyhledavani prvkd v rostoucim poradi)

Jestlize posloupnost vyhledavani S obsahuje prvky v rostoucim poradi, tak celkovy ¢as
na vyhledavani S ve splay stromu je O(n). ®
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@ nje opét pocet prvkl ve stromu a pocatecni splay strom miize mit prvky
rozmisténé libovolné.

Jirka Fink Datové struktury | 15/18



Srovnani staticky optimalnich strom0 a splay stromu

@ Existuje posloupnost vyhledani, na které je splay strom asymptoticky rychlejsi nez
staticky optimalni strom zkonstruovany pro tuto posloupnost?

@ Existuje posloupnost vyhledani, na které je staticky optimalni strom asymptoticky
rychlejSi nez Splay strom?

Véta (staticka optimalita)

Necht xi, . .., Xk je posloupnost vyhledavani prvkii z mnoziny X, kde kazdy prvek X je
vyhledan aspon jednou. Necht T je staticky strom na X a sloZitost vyhledani prvka v
posloupnosti je f. Pak slozitost vyhledani ve splay stromu je O(f).

Dynamicka optimalita

@ Jsou dvojité rotace ve splay stromu nejlepSi mozné?

@ Existuje dynamicky binarni vyhledavaci strom, ktery byl asymptoticky lepsi nez
splay strom?

@ MuiZeme byt lepSi nez splay strom, kdybychom posloupnost vyhledavani znali
dopredu?
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Splay stromy: Vyhody a aplikace

Vyhody a nevyhody Splay strom0

+ Nepotiebuje pamét na speciélni pfiznaky @

+ Efektivné vyuZzivaji procesorové cache (Temporal locality)
- Rotace zpomaluji vyhledavani

- Vyhledavani nelze jednoduse paralelizovat

- Vys8ka stromu muaze byt i linearni @

Aplikace

@ Cache, virtualni pamét, sité, file system, komprese dat, ...

@ Windows, gcc compiler and GNU C++ library, sed string editor, Fore Systems
network routers, Unix malloc, Linux loadable kernel modules, . ..
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@ Cerveno-8erné stromy potiebuji v kazdém vrcholu jeden bit na barvu, AVL stromy
jeden bit na rozdil vySek podstromu synd.

@ Kdyz vyhledame vsechny prvky v rostoucim poradi, pak strom zdegeneruje na
cestu. Proto splay strom neni vhodny v real-time systémech.
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ti tyden

@ (a,b)-stromy
@ Souvislost (2,4)-strom0 a ¢erveno-Cernych stroml
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