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Vyhledavaci strom

@ Vnitfni vrcholy maji libovolny pocet synt (typicky alespon dva)

@ Vnitfni vrchol s k syny ma k — 1 setfidénych klicl

@ V kazdém vnitfnim vrcholu je i-ty kli€ vétSi nez vSechny klice v i-tém podstromu a
mensi nez vSechny kli€e v (i + 1) podstromu pro vSechny klice i

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)

@ Pokud mame hodnoty jen v listech, pak i-ty kli¢ vrcholu mize byt roven nejvétSimu
kli¢i v i-tém podstromu

Priklad: Hodnoty jsou ve vSech vrcholech
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(a,b)-strom (Bayer, McCreight, 1972)

a, b jsou cela ¢isla splhujicia>2a b >2a— 1
@ (a,b)-strom je vyhledavaci strom
@ Vsechny vnitfni vrcholy kromé kofene maiji alespon a synu a nejvyse b synu
@ Kofen ma nejvyse b synl
@ Vsechny listy jsou ve stejné vySce
Pro zjednoduseni uvaZzujeme, ze prvky jsou jen v listech®

Ptiklad: (2,4)-strom
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@ V domacim Ukolu jsou prvky i ve vnitinich vrcholech, tak si rozmyslete, jak se
zméni operace Insert a Delete.
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(a,b)-strom: Operace Insert

Vlozte prvek s klicem 4 do nasledujiciho (2,4)-stromu

V.
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(a,b)-strom: Operace Insert

1 Najit otce v, kterému novy prvek pati
2 Pfidat novy list do v
3 while deg(v) > bdo
# Najdeme otce U vrcholu V
if v je kofen then
\ Vytvofit novy kofen u s jedinym synem v
else
| u+otecv

N o o b

# Rozdélime vrchol V na Vv a V/

8 Vytvofit nového syna v’ otci u a umistit jej vpravo vedle v

9 Pfesunout nejpravéjsich | (b + 1)/2] synl vrcholu v do v/

0 Presunout nejpravéjsich [ (b + 1)/2] — 1 klict vrcholu v do v/
1 Presunout posledni kli¢ vrcholu v do u

|2 V—u
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Musime jesté dokazat, ze po provedeni vSech operaci doopravdy dostaneme

(a,b)-strom. Ovéfime, Ze rozdélené vrcholy maji alespon a synl (ostatni pozadavky
jsou trivialni). Rozdélovany vrchol méa na poc¢atku pravé b + 1 synl a pocet synu po
rozdéleni je |25 | a [2']. Protoze b > 2a — 1, poGet syni po rozdéleni je alespor

28] > |25 = a] - a
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(a,b)-strom: Operace Delete

Smazte prvek s klicem 4 z nasledujiciho (2,4)-stromu
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(a,b)-strom: Operace Delete

1 Najit list | obsahujici prvek s danym klicem
2 v < otec |

3 Smazat |

4 while deg(v) < a & v neni kofen do

5 u < sousedni bratr v

6 if deg(u) > athen

7 \ Pfesunout spravného syna u pod v ®

8 else

9 Ptresunout véechny syny u pod v ®

0 Smazat u

11 if v nema Zadného bratra then

12 | Smazat kofen (otec v) a nastavit v jako kofen
13 else

14 | v« otecv
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@ P¥i pfesunu je nutné upravit klice ve vrcholech u, v a jejich otci.

© Vrchol u mél a, vrchol v mél a — 1 synd. Po jejich sjednoceni mame vrchol s
2a—1 < bsyny.
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(a,b)-strom: Analyza

@ Chceme najit nejlepsi hodnoty a, b minimalizujici slozitost
@ Slozitost budeme pocitat v zavislosti na a, b a poétu prvka n

@ (a,b)-strom vysky d ma alespon a®~ ' a nejvyse b listd.

@ Vyska (a,b)-stromu splnuje log, n < d < 1 + log, n.

@ Nalezeni spravného syna ve vrcholu: O(log b) ©

@ Cela operace: O(log b - log, n) = o(log n'°gb) = O(log n) pokud b = poly(a)

log a

Operace INSERT a DELETE
@ Rozdéleni nebo slouéeni vrchold: O(b)

@ Cela operace: O(b - log, n) = O(Iog n2 )

loga

@ Optimalnivolbaa=2,b=3
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@ Teoreticky k dosazeni nejlepsi sloZitosti pouzijeme binarni paleni, ale pokud
hodnota b je mala, tak v praxi je lepsi linearné projit vSechny klice.
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(a,b)-strom: Aplikace a volby parametrd a, b

Podobné datové struktury
@ B-tree, B+ tree, B* tree
@ 2-4-tree, 2-3-4-tree, atd.

Aplikace
@ File systems napf. Ext4, NTFS, HFS+
@ Databaze

Volba parametru a, b

Hodnotu b volime tak, aby se jeden vrchol veSel do bloku a a = [b/2]
@ 4KB stranka, 32-bitovy kli¢ a ukazatel = (256,511)-strom
@ 64B fadka keSe = (4,7)-strom
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(a,b)-strom: Pocet Stépeni pfi operacich INSERT

Véta (pocet modifikovanych vrcholl pfi vytvofeni stromu operaci INSERT)

Amortizovany pocet §tépeni v libovolné posloupnosti operaci INSERT zacinajici na
prazdném stromu je O(1). ©

@ P¥i kazdém Stépeni vrcholu vytvofime novy vnitfni vrchol

@ Po vytvofeni ma strom nejvySe n vnitfnich vrcholl
@ Celkovy pocet Stepeni je nejvySe n a pocet modifikaci vrcholt je O(n)
@ Amortizovany pocet modifikovanych vrchol na jednu operaci INSERT je O(1)
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@ P¥i jedné vyvaZzovaci operaci (Stépeni vrcholu) je pocet modifikovanych vrcholt
omezeny konstantou ($tépeny vrchol, otec a synové). Asymptoticky jsou pocty
modifikovanych vrcholl a vyvaZovacich operaci stejné.
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(a,b)-strom: Pocet Stépeni a sluCovani

Véta (Huddleston, Mehlhorn, 1982)

Amortizovany pocet Stépeni a slucovani v libovolné posloupnosti k operaci INSERT a
DELETE v (a,2a)-stromu je O(1) a celkovy pocet je O(n + k).

@ Potencial vrcholu u zavisi na poétu jeho synu takto: @
synd [a-1 a a+1 ... 2a1 2a 2a+
wy| 2 1T 0 ... 0 2 4

@ Potencial stromu je soucet potencialt vrcholl
@ Zmény potencialu pfi Stépeni vrcholu u s otcem p jsou:
@ u s potencialem 4 rozdélime na dva vrcholy s potencialy 0 a 1
e Potencial vrcholu p se zvysi nejvyse o 2
o Potenciél se snizi alespon o 1, coz zaplati Stépeni
@ Zmeény potencialu pfi slucovani vrcholl u a v’ s otcem p jsou:
e d(u) =2, d(u') = 1 aslouceny vrchol ma potencial 0
@ Potencial vrcholu p se zvysi nejvyse o 1
o Potencidl se snizi alespof o 2, coz zaplati sluéovani

@ Pridani, smazani a presun vrcholu zvysSi potencial nejvysSe o 2, ale tyto operace
provadime nejvyse jednou

@ Jelikoz 0 < & < 4n, celkové snizeni potencialu pfi vSech operacich je O(n)

Jirka Fink Datové struktury | 11/20



@ Kofen mlze mit méné nez a — 1 synl a nemame pro néj definovany potencidl.
Rozmyslete si, jak do diikazu doplnit praci s korenem. DulezZité je, ze Stépeni Ci
slu¢ovani mimo kofen muze byt logaritmicky mnoho, takze je nutné je platit z
potencialu, ale u kofene nastanou jen jednou.
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(a,b)-strom: Balancovani shora dolu

Umoznit efektni paralelizaci operaci Find, Insert a Delete (predpoklad: b > 2a).

Operace Insert

Preventivné rozdélit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholu.

Operace Delete

Preventivné sloucit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s a syny s
bratrem nebo pfesunout synovce.
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(a,b)-strom: Balancovani shora dolt: Priklad

@ Vlozte prvek s kliem 6 do nasledujiciho (2,4)-stromu
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Cerveno-&erné stromy (Guibas, Sedgewick, 1978)

@ Binarni vyhledavaci strom s prvky ulozenymi ve v§ech vrcholech

© Kazdy vrchol je ¢erny nebo cerveny

© Vsechny cesty od korene do listti obsahuji stejny pocet ¢ernych vrcholl
@ Otec Eerveného vrcholu musi byt éerny

© Listy jsou ¢erné ©

&

R s o
So Q@5 o 5@

XXX

\
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@ Nepovinna podminka, kterd jen zjednodusuje operace. V pfikladu uvazujeme, ze
listy jsou reprezentovany NIL/NULL ukazateli, a tedy imaginarni vrcholy bez prvkd.
Nékdy se téz vyZzaduje, aby kofen byl ¢erny, ale tato podminka neni nutna,
protoZze kofen mlzeme vzdy prebarvit na erno bez poruseni ostatnich podminek.
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Cerveno-gerné stromy: Ekvivalence s (2,4)-stromy

Kazdému ¢ernému vrcholu odpovida jeden vrchol (2,4)-stromu
@ Vrchol bez &ervenych synu

@ Vrchol s jednim ¢evnenym synem O
10|20
7
(5 [15]

@ Vrchol s dvéma Eervenymi syny

0 000
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@ Prevod mezi Cerveno-Cernymi stromy a (2,4)-stromy neni jednoznaény, protoze
vrchol (2,4)-stromu se tfemi syny a prvky x < y lze prevést na €erny vrchol
Cerveno-Cerného stromu s prvkem x a pravym ¢ervenym synem y nebo s prvkem

y a levym &ervenym synem x.
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Cerveno-gerné stromy: Dusledky ekvivalence s (2,4)-stromy

@ Vyska Cerveno-Cerného stromu je nejvySe 2 + 2log, n

o Casova slozitost operaci Find, Insert a Delete je O(log n)

@ Pro vkladani a mazani vrcholl existuje varianta shora dolll i zdola nahoru
@ Amortizovany po€et zmén stromu pfi balancovani zdola nahoru je O(1)

Aplikace
@ Asociativni pole napf. std::map and std::set v C++, TreeMap v Java

@ The Completely Fair Scheduler in the Linux kernel
@ Computational Geometry Data structures
@ Persistentni datoveé struktury
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A-sort (Guibas, McCreight, Plass, Roberts, 1977)

Setfidit ,skoro” setfidéné pole

Modifikace (a,b)-stromu

Méame ulozeny ukazatel na vrchol s nejmensim klicem

Priklad: Vlozte kli€ s hodnotou x; = 16

@ Zacneme od vrcholu Prvek x;, = 16
s nejmensim klicem a patfi do tohoto
postupujeme ke kofeni, podstromu

dokud x; nepatfi 40
podstromu aktualniho

vrcholu

@ V ramci tohoto i
podstromu spustime ~ Nejmensi klic

operaci Insert \ Vyska podstromu
@ Vyska podstromu je

O(log f;), kde f; je pocet
klicti mensich nez x;

Jirka Fink Datové struktury | 17/20



A-sort: Algoritmus

Input: Posloupnost x1, X2, ..., Xp
1 T « prazdny (a,b)-strom
2 fori< nto14# Prvky prochdzime od konce
3 do

# Najdeme podstrom, do kterého vlozime X;
4 v « list s nejmensim klicem

5 while v neni kofen a x; je vétsi neZ nejmensi kli¢ v otci vrcholu v do
6 | v otecv

7 Vlozime x; do podstromu vrcholu v
Output: Projdeme cely strom a vypiSeme vSechny kli¢e (in-order traversal)
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A-sort: Slozitost (Brown, Tarjan, 1978; Mehlhorn, 1979)

Nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym priimérem
Jestlize ay, . . ., a, nezéporna realna Cisla, pak plati

EI 1a’ Ha’

@ Necht f, = | {j > i; x; < X} | je pocet klici mensich nez x;, které jiz jsou ve stromu
pri vkladani x;

@ Necht F = | {(i,f); i >Jj,x < x}| =3, f je poCet inverzi

© Slozitost nalezeni podstromu, do kterého x; patti: O(log f;)

Casova slozitost

|
N
<

© Nalezeni téchto podstromu pro vSechny podstromy
ZIogf—logHf,—nlog\/7<nlogz”—nlogn ®

© Rozdélovani vrchold v prubéhu vSech operaci Insert: O(n)

Q Celkova slozitost: O(n + nlog(F/n))

@ Slozitost v nejhorsim pripadé: O(nlog n) protoze F < (3)

Q Jestlize F < nlog n, pak slozitost je O(nlog log n) @
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@ Misto AG nerovnosti mizeme pouzit Jensenovu nerovnost, ze které pfimo plyne
Zfln‘)gfi S Iog ngfl .

@ Tento algoritmus je bohuzel efektivni jen pro ,hodné skoro“ setfidéné
posloupnosti. Jestlize podet inverzi je n'*<, pak dostavame sloZitost tfidéni
O(nlog n), kde ¢ je libovolné malé kladné Cislo.
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Pristi tyden

Jak navrhovat a analyzovat algoritmy a datové struktury, aby efektivné vyuzivali keSe
procesor(?

Jirka Fink Datové struktury | 20/20



