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Cile predmétu

@ Naucit se navrhovat a analyzovat netrivialni datové struktury
@ Porozumét jejich chovani — jak asymptoticky, tak na realném pocitaci
@ Zajima nas nejen chovani v nejhorsSim pfipadé, ale i pramérné/amortizované

@ Nebudujeme obecnou teorii vSech DS ani neprobirame vSechny varianty DS, ale
ukazujeme na prikladech riizné postupy a principy
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@ Amortizovana slozitost: binarni ¢ita¢, dynamické pole
© Stromy: BB[«]-stromy, splay stromy, (a,b)-stromy

© Pamétova hierarchie: transpozice matic, merge sort
@ Hesovani: volba hesovaci funkce a feseni kolizi

© Bloom filtry

Q Suffixové pole

@ Geometrické datové struktury: intervalové stromy

© Paralelni datové struktury nepotrebujici zamky
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Jaké datové struktury znate?
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Jaké datové struktury znate?

@ Spojovy seznam
@ Pole

@ Fronta, zasobnik
@ Vyhledavaci stromy (napf. AVL-stromy)
@ Hesovaci tabulky

@ Binarni halda
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Model vypoctu: Random Access Machine

@ Pamét je rozdélena do bloku, kiteré jsou indexovany &isly 1, 2, ...
@ V kazdém bloku je uloZeno pfirozené ¢&islo velikosti nejvySe poly(n)

@ Vyznam hodnoty v bloku: kli¢ nebo hodnota prvku, adresa a dal§i pomocné
proménné

@ Instrukéni sada: +, -, *, celoCiselné déleni a modulo

@ Argumenty instrukci: konstanta, ¢islo bloku, blok obsahuijici ¢islo bloku
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@ V kazdém bloku je uloZeno pfirozené ¢&islo velikosti nejvySe poly(n)

@ Vyznam hodnoty v bloku: kli¢ nebo hodnota prvku, adresa a dal§i pomocné
proménné

@ Instrukéni sada: +, -, *, celoCiselné déleni a modulo

Argumenty instrukci: konstanta, ¢islo bloku, blok obsahuijici ¢islo bloku

Pamétova: nejvétsi index pouzitého bloku

Casova: pocet vykonanych instrukci
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Amortizovana analyza

@ Uvazujme datovou strukturu, ktera zvlada néjakou operaci vétSinou velmi rychle

@ Ale obcas potrebuje reorganizovat svoji vnitini strukturu, coz operaci v téchto
vyjime¢nych pfipadech zna¢né zpomaluje

@ Tudiz je Casova slozitost v nejhorSim ptipadé velmi Spatna

@ Predstavme si, ze nase datova struktura je pouzita v néjakém algoritmu, ktery
operaci zavola mnohokrat

@ V této situaci slozitost algoritmu ovliviiuje celkovy ¢as mnoha operaci, nikoliv
slozitost operace v nejhorsim pripadé

@ Cil: Chceme zjistit ,primérnou” dobu vypoctu operace v ramci posloupnosti,
ptipadné celkovou slozitost posloupnosti operaci
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@ Predstavme si, ze nase datova struktura je pouzita v néjakém algoritmu, ktery
operaci zavola mnohokrat

@ V této situaci slozitost algoritmu ovliviiuje celkovy ¢as mnoha operaci, nikoliv
slozitost operace v nejhorsim pripadé

@ Cil: Chceme zjistit ,primérnou” dobu vypoctu operace v ramci posloupnosti,
ptipadné celkovou slozitost posloupnosti operaci

Metody vypocétu amortizované slozitosti
@ Agregovana metoda
o Ugetni metoda
@ Potencialni metoda
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Inkrementace binarniho ¢itace: Agregovana metoda

Binarni ¢itac
@ Mame n-bitovy Citac inicializovany libovolnou hodnotou

@ Pfi operaci INCREMENT se posledni nulovy bit zméni na 1 a vSechny nasledujici

jednickové bity se zméni na 0
@ Pocet zménénych bitd v nejhorsSim pfipadé je n
@ Kolik bitll se zméni pfi k operacich INCREMENT?
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Inkrementace binarniho ¢itace: Agregovana metoda

Binarni citac
@ Mame n-bitovy &itag inicializovany libovolnou hodnotou

@ Pri operaci INCREMENT se posledni nulovy bit zméni na 1 a vSechny nasledujici
jedniCkové bity se zméni na 0

@ Pocet zménénych bith v nejhorsim pripadé je n

@ Kolik bitll se zméni pfi k operacich INCREMENT?

Agregovana metoda
@ Posledni bit se zméni pfi kazdé operaci — tedy k-krat
@ Predposledni bit se zméni pti kazdé druhé operaci — nejvyse [k/2]-kréat
@ i-ty bit od konce se zméni kazdych 2’ operaci — nejvyse [k/2'|-krat
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Inkrementace binarniho ¢itace: Agregovana metoda

Binarni citac
@ Mame n-bitovy &itag inicializovany libovolnou hodnotou

@ Pri operaci INCREMENT se posledni nulovy bit zméni na 1 a vSechny nasledujici
jedniCkové bity se zméni na 0

@ Pocet zménénych bith v nejhorsim pripadé je n

@ Kolik bitll se zméni pfi k operacich INCREMENT?

Agregovana metoda
@ Posledni bit se zméni pfi kazdé operaci — tedy k-krat
@ Predposledni bit se zméni pti kazdé druhé operaci — nejvyse [k/2]-kréat
@ i-ty bit od konce se zméni kazdych 2’ operaci — nejvyse [k/2'|-krat
@ Celkovy pocet zmén bitd je nejvysSe n+ 2k
o Casova slozitost k operaci INCREMENT nad n-bitovym &itatem je O(n + k)

@ Amortizovana slozitost na jednu operaci je O(1)
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Inkrementace binarniho &itace: Uéetni metoda

Ucetni metoda

@ Zména jednoho bitu stoji jeden Zeton a na kaZzdou operaci dostaneme dva Zetony
@ Invariant: U kazdého jedni¢kového bitu si uschovame jeden Zeton
@ P¥i inkrementu mame vynulovani jedni¢kovych bitt pfedplaceno

@ Oba Zetony poskytnuté k vykonani operace vyuZzijeme na jedinou zménu nulového
bitu na jednicku a predplaceni jeho vynulovani
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Ucetni metoda

@ Zména jednoho bitu stoji jeden Zeton a na kaZzdou operaci dostaneme dva Zetony
@ Invariant: U kazdého jedni¢kového bitu si uschovame jeden Zeton
@ P¥i inkrementu mame vynulovani jedni¢kovych bitt pfedplaceno

@ Oba Zetony poskytnuté k vykonani operace vyuZzijeme na jedinou zménu nulového
bitu na jednicku a predplaceni jeho vynulovani

@ Na zacatku potfebujeme dostat nejvyse n Zetonl
@ Celkové dostaneme na k operaci n + 2k zeton(
@ Amortizovany po¢et zménénych bitd pfi jedné operaci je O(1)
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Potencialni metoda

Potencidl @ je funkce, ktera kazdy stav datové struktury ohodnoti nezapornym realnym
¢islem. Operace nad datovou strukturou ma amortizovanou slozitost A, jestlize
vykonani libovolné operace splfuje

T <A+ (9(S)—(5)),

kde T je skutecny ¢as nutny k vykonani operace, S je stav pred jejim vykonanim a S’
je stav po vykonani operace.
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Cislem. Operace nad datovou strukturou ma amortizovanou slozitost A, jestlize
vykonani libovolné operace splfuje

T <A+ (9(S)—(5)),

kde T je skutecny ¢as nutny k vykonani operace, S je stav pred jejim vykonanim a S’
je stav po vykonani operace.

@ Potenciél je banka, do které ukladame ¢as (penize) pro budouci operace

@ Na kazdou operaci dostaneme A penéz

@ Je-li operace rychla (T < A), tak do banky miizeme pfidat A — T penéz

@ Pomalé operace naopak musime doplatit z banky

@ Je-li pocet operaci k dostate¢né velky, tak celkova ¢asova slozitost je O(kA)
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@ Je-li operace rychla (T < A), tak do banky miizeme pfidat A — T penéz

@ Pomalé operace naopak musime doplatit z banky

@ Je-li pocet operaci k dostate¢né velky, tak celkova ¢asova slozitost je O(kA)

Zjednoduseny zapis

P :=d(S)ad’ = d(S)
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Inkrementace binarniho ¢itace: Potencialni metoda

Potencialni metoda
@ Potencial nulového bitu je 0 a potencial jednickového bitu je 1

@ Potencial ¢itace je soucet potencialll vSech bit

@ Potencial po provedeni j-té operace oznacme @;

@ Skute¢ny pocet zménénych bitl pfi j-té operaci oznatme T;

@ Chceme spocitat amortizovany pocet zménénych bitd, ktery oznacime A
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Chceme spocitat amortizovany pocet zménénych bitd, ktery oznacime A
Pro kazdou operaci j musi platit T; < A + (®;_1 — ®;) pro libovolnou operaci j

Jirka Fink Datové struktury | 11/18
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k k
ergZ(erch—¢,-)32k+¢o—<l>k§2k+n,
j=1 j=1

protoze 0 < ¢, < n
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Dynamickeé pole: Agregovana metoda

Dynamické pole

@ Mame zasobnik (prvky pridavame na konec a z konce i mazeme)

@ Pocet prvk( oznacime n a velikost pole p

@ Jestlize p = na mame pridat dalSi prvek, tak velikost pole zdvojnasobime

@ Jestlize p = 4n a mame smazat prvek, tak velikost pole zmensime na polovinu
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Dynamické pole
@ Mame zasobnik (prvky pridavame na konec a z konce i mazeme)
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@ Jestlize p = na mame pridat dalSi prvek, tak velikost pole zdvojnasobime
@ Jestlize p = 4n a mame smazat prvek, tak velikost pole zmensime na polovinu

@ Zkopirovani celého pole trva O(n)

@ Jestlize po realokaci pole mame n prvki, pak dal$i realokace nastane nejdfive po
n/2 operacich INSERT nebo DELETE

@ Amortizovana slozitost je O(1)
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Dynamické pole
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@ Jestlize p = 4n a mame smazat prvek, tak velikost pole zmensime na polovinu

@ Zkopirovani celého pole trva O(n)

@ Jestlize po realokaci pole mame n prvki, pak dal$i realokace nastane nejdfive po
n/2 operacich INSERT nebo DELETE

@ Amortizovana slozitost je O(1)

Agregovana metoda: Celkovy ¢as
@ Necht k; je poCet operaci mezi (i — 1) a i-tou realokaci = >, ki = k
@ P¥i prvni realokaci se kopiruje nejvysSe no + ki prvkl, kde no je pocate€ni pocet
@ P¥i j-té realokaci se kopiruje nejvyse 2k; prvkl, kde i > 2

@ Celkovy pocet zkopirovanych prvku je nejvyse no + ki + 35, 2k < no + 2K
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Dynamické pole: Potencialni metoda

Potencialni metoda

@ UvaZujme potencial

0 pokud p=2n
®=.n pokudp=n
n pokud p =4n

a tyto tfi body rozsifime po ¢astech linearni funkci

Jirka Fink Datové struktury | 13/18



Dynamické pole: Potencialni metoda

Potencialni metoda

@ UvaZujme potencial

0 pokud p=2n
®=.n pokudp=n
n pokud p =4n
a tyto tfi body rozsifime po ¢astech linearni funkci
@ Explicitné

2n—p pokud p < 2n
p/2—n pokudp >2n

Jirka Fink Datové struktury | 13/18
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Dynamické pole: Potencialni metoda

Potencialni metoda

@ UvaZujme potencial

0 pokud p=2n
®=.n pokudp=n
n pokud p =4n
a tyto tfi body rozsifime po ¢astech linearni funkci
@ Explicitné
¢_{2n—p pokud p < 2n
p/2—n pokudp >2n

@ Zména potencialu pfi jedné operaci bez realokace je ' — ¢ < 2
@ Skutecny pocet zkopirovanych prvki T vzdy spliuje T + (¢’ — ¢) < 2
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Potencialni metoda

@ UvaZujme potencial
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@ Skutecny pocet zkopirovanych prvki T vzdy spliuje T + (¢’ — ¢) < 2

@ Celkovy pocet zkopirovanych prvku pfi k operacich je nejvyse
2K + &g — by < 2Kk + o

@ Celkovy ¢as k operaci je O(ny + k)
@ Amortizovany ¢as jedné operace je O(1)
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Binarni vyhledavaci strom (BVS)

@ Binarni strom (kazdy vrchol obsahuje nejvySe dva syny)

@ KIli¢ v kazdém vnitfnim vrcholu je vétsi nez vSechny kliCe v levém podstromu a
mensi nez vSechny kli¢e v pravém podstromu

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)
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Binarni vyhledavaci strom (BVS)

@ Binarni strom (kazdy vrchol obsahuje nejvySe dva syny)

@ KIli¢ v kazdém vnitfnim vrcholu je vétsi nez vSechny kliCe v levém podstromu a
mensi nez vSechny kli€e v pravém podstromu

@ Prvky mohou byt ulozeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)

@ Pamét: O(n)
o Casova slozitost operace Find je linearni ve vysce stromu

@ Vyska stromu mize byt az n — 1, a proto musime stromy vyvazovat
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Vahove vyvazené stromy: BB[a]-strom (Weight-balanced trees)

BB[«]-strom (Nievergelt, Reingold, 1973)
@ Binarni vyhledavaci strom
@ Pocet vrcholl v podstromu vrcholu u oznaéme s,
@ Pro kazdy vrchol u plati, Ze podstromy obou synt u musi mit nejvySe as, vrcholl
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Vahove vyvazené stromy: BB[a]-strom (Weight-balanced trees)

BB[«]-strom (Nievergelt, Reingold, 1973)
@ Binarni vyhledavaci strom
@ Pocet vrcholl v podstromu vrcholu u oznaéme s,
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@ Podstromy v8ech vnukii kofene maji nejvyse o?n vrcholli
@ Podstromy vsech vrchol(i v i-té vrstvé maji nejvyse o'n vrcholl
@ o/n>1jenproi<logs(n)

@ Vyska BB[a]-stromu je ©(log n)

Operace BUILD: Vytvoreni BB[a]-stromu ze setfidéného pole

@ Prostfedni prvek dame do kofene
@ Rekurzivné vytvotime oba podstromy

e Casova slozitost je O(n)
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BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE: Agregovana metoda

Operace INSERT (DELETE je analogicky)
@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))
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@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza)

Jirka Fink Datové struktury | 16/18



BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE: Agregovana metoda

Operace INSERT (DELETE je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza)

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, vrchold, pak dalsi

poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u (cviceni)

Jirka Fink Datové struktury |

16/18




BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE: Agregovana metoda

Operace INSERT (DELETE je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza)

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, vrchold, pak dalsi

poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u (cviceni)

@ Rebuild podstromu vrcholu u trva O(sy)
@ Amortizovany €as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1)

Jirka Fink Datové struktury |

16/18




BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE: Agregovana metoda

Operace INSERT (DELETE je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza)

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, vrchold, pak dalsi

poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u (cviceni)

@ Rebuild podstromu vrcholu u trva O(sy)
@ Amortizovany €as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1)

@ P¥i jedné operaci INSERT/DELETE se prvek pfida/smaze v ©(log n) podstromech

Jirka Fink Datové struktury |

16/18




BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE: Agregovana metoda

Operace INSERT (DELETE je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza)

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, vrchold, pak dalsi

poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u (cviceni)

@ Rebuild podstromu vrcholu u trva O(sy)
@ Amortizovany €as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1)

@ P¥i jedné operaci INSERT/DELETE se prvek pfida/smaze v ©(log n) podstromech
@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci INSERT nebo DELETE je O(log n)

Jirka Fink Datové struktury |

16/18




BB[«a]-strom: Operace INSERT a DELETE: Agregovana metoda

Operace INSERT (DELETE je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost: amortizovana analyza)

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, vrchold, pak dalsi

poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pridani/smazani prvkl v podstromu vrcholu u (cviceni)

@ Rebuild podstromu vrcholu u trva O(sy)
@ Amortizovany €as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1)

@ P¥i jedné operaci INSERT/DELETE se prvek pfida/smaze v ©(log n) podstromech
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BB[«]-strom: Operace INSERT a DELETE: Potencialni metoda

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Potencialni metoda
@ V této analyze uvazujeme jen Cas na postaveni podstromu, zbytek trva O(log n)

Jirka Fink Datové struktury | 17/18



BB[«]-strom: Operace INSERT a DELETE: Potencialni metoda

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Potencialni metoda
@ V této analyze uvazujeme jen Cas na postaveni podstromu, zbytek trva O(log n)
@ Potencial vrcholu u definovan

0 pokud [Syw) — Sr(w)| <1
|S/(u) = S,(u)| jinak,

kde /(u) a r(u) jsou levy a pravy synové u.
@ Potencial BB[a]-stromu ¢ je soucet potenciald vrchold
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@ Potencial BB[a]-stromu ¢ je soucet potenciald vrchold
@ P¥i vloZeni/smazani prvku se potencial ¢(u) jednoho vrcholu zvysi nejvyse o 2
@ Pokud nenastane Rebuild, pak se potencial stromu zvysi nejvySe o O(log(n))
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BB[«]-strom: Operace INSERT a DELETE: Potencialni metoda

Amortizovana slozitost operaci INSERT a DELETE: Potencialni metoda

(]
]

®© 6 6 6 o ¢

V této analyze uvazujeme jen ¢as na postaveni podstromu, zbytek trva O(log n)
Potencial vrcholu u definovan

0 pokud [Syw) — Sr(w)| <1
|S/(u) = S,(u)| jinak,

kde /(u) a r(u) jsou levy a pravy synové u.

Potencial BB[a]-stromu ¢ je soucet potenciald vrcholu

Pfi vloZeni/smazani prvku se potencial ¢(u) jednoho vrcholu zvysi nejvyse o 2
Pokud nenastane Rebuild, pak se potencial stromu zvysi nejvySe o O(log(n))
Pokud nastane Rebuild vrcholu u, pak ®(u) > asy — (1 — a)su > (2a — 1)sy
Po rekonstrukci maji vSechny vrcholy v podstromu u nulovy potencial

P¥i rekonstrukci poklesne potencial ® alespon o Q(sy), coz zaplati ¢as na
rekonstrukci
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Pokud nastane Rebuild vrcholu u, pak ®(u) > asy — (1 — a)su > (2a — 1)sy
Po rekonstrukci maji vSechny vrcholy v podstromu u nulovy potencial
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P¥i rekonstrukci poklesne potencial ® alespon o Q(sy), coz zaplati ¢as na
rekonstrukci

Déle plati 0 < & < hn = O(nlog n), kde h je vyska stromu
Celkovy Cas na k operaci INSERT nebo DELETE je O((k + n)log n)
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@ Samovyvazovaci stromy (Splay stromy)
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