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Obsah

1. domaci Ukol: Externi tfidéni

° Amortizovana analyza
@ Inkrementace binarniho &itace
@ Dynamické pole
@ BB[a]-strom

Strucéné zadani

@ Napsat program, ktery setidi velky soubor Cisel
@ Cely vstup se nevejde do paméti RAM

@ VsSechny datové struktury i algoritmy si musite naprogramovat sami, tj. nesmite
pouZivat std: :vector, std::map, std::sort apodobné

@ Pocet ziskanych bodUl zavisi na dobé béhu programu

@ Programy testujte v Unixové laboratofi na Malé Strané, kde se k ostatnim chovejte
ohleduplné!

@ Termin odevzdani: 30. 10. 2016
@ Podrobnosti: https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/
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Amortizovana analyza Obsah

° Amortizovana analyza
@ Inkrementace binarniho &itace

Amortizovana analyza

V amortizované analyze je ¢as potfebny k vykonani posloupnosti operaci v datové

struktufe praimérovan poétem vykonanych operaci, napr. e Splay strom
nejhorsi pfipad | amortizovana sloZitost 0 (a,b)-strom a Eerveno-gerny strom
Inkrementace n-bitového &itace O(n) o)
Dynamického pole O(n) o) o Haldy

e Cache-oblivious algorithms

e Hesovani

@ Agregovana analyza @ Geometrické datové struktury
o Ugetni metoda
@ Potencialni metoda

o Dynamizace

e Bloom Filtry

N L
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Inkrementace binarniho ¢itace

Binarni ¢itac

@ Mame n-bitovy ¢itaé

@ P¥i operaci Increment se posledni nulovy bit zméni na 1 a vSechny nasledujici
jednickové bity se zméni na 0

@ Pocéet zménénych bitl v nejhorsim pripadé je n

@ Kolik bitti se zméni pfi k operacich Increment?

Agregovana analyza

@ Posledni bit se zméni pfi kazdé operaci — tedy k-krat

@ Predposledni bit se zméni pii kazdé druhé operaci — tedy v prdméru k /2-krat
@ i-ty bit od konce se zméni kazdych 2’ operaci — tedy v priméru k/2/-krat

@ Celkovy pramérny pocet zmén bitti je 7 o k/2' < k37, 1/2" = 2k
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@ Toto je zasadni fakt amortizované analyzy. Potencidl je jako banka, do které
muUzeme uloZit penize (¢as), jestlize operace byla levna (rychle provedenad). Pfi
drahych (dlouho trvajicich) operacich musime naopak z banky vybrat (snizit
potencidl), abychom operaci zaplatili (stihli provést v amortizovaném €ase). V
amortizované analyze je cilem najit takovou potencialni funkci, ze pfi rychle
provedené operaci potencial dostate¢né vzroste (¢’ > ®) a naopak pfi diouho
trvajicich operaci potencial neklesne pfili§ moc.
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@ Sedteni sumy Y5 (i1 — &;) = o — &, se nazyva "telescopic cancellation”.
Posledni nerovnost plyne z faktu, ze o < na &4 > 0.
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Dynamické pole

@ Mame pole, do kterého pfidavame i mazeme prvky

@ Pocet prvku oznac¢ime n a velikost pole p

@ Jestlize p = na méme pridat dal$i prvek, tak velikost pole zdvojnésobime

@ Jestlize p = 4n a mame smazat prvek, tak velikost pole zmen$ime na polovinu

Agregovana analyza: Amortizovana slozitost

@ Zkopirovani celého pole trva O(n)

@ Jestlize po realokaci pole mame n prvku, pak dalsi realokace nastane nejdfive po
n/2 operacich Insert nebo Delete @

@ Amortizovana slozitost je O(1)

@ Necht k; je poget operaci mezi (i — 1) a i-tou realokaci = >°, ki = k

@ P¥i i-té realokaci se kopiruje nejvyse 2k; prvku pro i > 2

@ Po prvé se kopiruje nejvyse no + ki prvku, kde no je poc¢ateéni pocet prvki
@ Celkovy pocet zkopirovanych prvkd je nejvySe no + ki + 3°,5, 2ki < no + 2k

4
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Inkrementace binarniho ¢itace

Ugetni metoda

@ Zména jednoho bitu stoji jeden Zeton a na kazdou operaci dostaneme dva Zetony
@ U kazdého jednickového bitu si uschovame jeden Zeton

@ P¥i inkrementu mame vynulovani jednic¢kovych bitl pfedplaceno

@ Oba Zetony vyuzijeme na jedinou zménu nulového bitu na jedni¢ku a predplacent
vynulovani

Potencialni metoda

@ Potencial p; i-tého bitu je 0, jestlize i-ty bit je nulovy, jinak p; = 1
@ Potencial ¢itace @ je soucet potenciall vech bitd

@ Potencial pred provedenim operace je ® a po provedeni je ¢’

@ Chceme dokazat: amortizovany ¢as = skuteény ¢as + (¢’ — ¢) ©
@ Necht j je vynulovanych jedni¢ek pfi jedné operaci Increment

@ Skutecny ¢as operace (pocet zménénych bitd) je j + 1

0P —d=1—j

@ Amortizovany ¢as = skute¢ny ¢as + (' —®)=j+14+(1—j)=2

Inkrementace b lo]

Na zamysleni

@ Co presné znamend celkovy prumérny ¢as?
@ Co presné je amortizovana slozitost?
@ Jaka je celkova doba na provedeni k operaci?

Agregovana slozitost

o -ty bit se pfi k operaci zméni nejvyse [k/2']-krat
@ Celkovy potet zmén je nejvyse S0 [k/2'] < 7' (1+ k/2') < n+ 2k

Ugetni metoda

@ Na zacatku dostaneme ¢ita¢ a na kazdy jednickovy bit potiebujeme dat Zzeton
@ Celkovy pocet spotfebovanych Zetonu je nejvyse n + 2k
@ Potencidl po i-té operaci oznatme ®; a ¢, pocatecni potencial
@ Amortizovany &as i-té operace = skute€ny ¢as i-té operace + (®; — ®i_1)
@ Celkovy Cas = ZL skutecny Cas i-té operace =
k- amortizovany ¢as + EL (®i—1 — ®;) = k- amortizovany ¢as + o — ®x < 2k +n
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“ Amortizovana analyza

@ Dynamické pole

9 Splay strom

e (a,b)-strom a cerveno-Cerny strom

Q Halay

e Cache-oblivious algorithms

e Hesovani

e Geometrické datové struktury
o Dynamizace

e Bloom Filtry

4n WRTIINN
Jirka Fink Datové struktury | 12

@ V analyze pocitdme pouze ¢as na realokaci pole. VSechny ostatni ¢innost pfi
operacich Insert i Delete trvaji O(1) v nejhorS§im €ase. Zajima nas pocet
zkopirovanych prvku pfi realokaci, protoZze predpokladame, Ze kopirovani jednoho
prvku trva O(1).

@ Po realokaci a zkopirovani je nové pole z poloviny piné. Musime tedy pfidat n
prvku nebo smazat n/2 prvku, aby doslo k dal$imu kopirovani.
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Dynamické pole

Potencialni metoda
@ Uvazujme potencidl

0 pokud p=2n
®=¢n pokudp=n
n pokud p =4n

a linearni interpolaci v ostatnich ptipadech
@ Explicitné
o {anp pokud p < 2n
p/2—n pokud p > 2n

@ Zména potencidlu pfi jedné operaci bez realokace je ¢’ — & <2 ®
@ Skutecny pocet zkopirovanych prvki +(®’ — ®) < amortizovany pocet = 2
@ Celkovy pocet zkopirovanych prvki pfi k operacich je nejvyse
2k + o — Dy < 2k + o
@ Celkova ¢as k operaci je O(mo + k)
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Obsah

a Amortizovana analyza

@ BB[a]-strom

e Splay strom

° (a,b)-strom a Cerveno-cerny strom

Q Halay

e Cache-oblivious algorithms
e HeSovani

o Geometrické datové struktury
o Dynamizace

e Bloom Filtry
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Véhove vyvazené stromy: BB[«a]-strom

@ Binarni vyhledavaci strom
@ Poget vrchold v podstromu vrcholu u oznaéme s, @
@ Pro kazdy vrchol u plati, Ze podstromy obou synt u musi mit nejvy$e as, vrcholl

°0l<a<1®

Vyska BB[«]-stromu

@ Podstromy v&ech vnuku kofene maji nejvyse a?n vrcholl
@ Podstromy v&ech vrchold v i-té vrstvé maji nejvyse a'n vrchold
@ o/n>1jenproi<logs (n)

@ Vyska BB[a]-stromu je ©(log n)

Operace Build: Vytvoreni BB[«a]-stromu ze setfidéného pole
@ Prostfedni prvek dame do korene
@ Rekurzivné vytvoiime oba podstromy
o Casova slozitost je O(n)

4
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BB[a]-strom: Operace Insert a Delete

Operace Insert (Delete je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci Build (sloZitost: amortizovana analyza) ©® ®

Amortizovana ¢asova slozitost operaci Insert a Delete: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace Build ma s, vrcholt, pak dalsi
poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pfidani/smazani prvk( v podstromu vrcholu u (Cviéeni 2.2)

@ Amortizovany ¢as vyvaZovani jednoho vrcholu je O(1) ®

@ P¥i jedné operaci Insert/Delete se prvek pfida/smaze v ©(log n) podstromech
@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci Insert nebo Delete je O(log n)
@ Jaky je celkovy ¢as k operaci? @
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("]
2 pokud pridavame a p < 2n
o — b —2 pokud mazeme ap < 2n
") -1 pokud pfidavame a p > 2n
1 pokud mazeme a p > 2n

Binarni vyhledavaci strom

Vlastnosti

@ Binarni strom (kazdy vrchol obsahuje nejvyse dva syny)

@ Kili¢ v kazdém vnitfinim vrcholu je vétsi nez véechny klice v levém podstromu a
mensi nez vSechny kli¢e v pravém podstromu

@ Prvky mohou byt uloZeny pouze v listech nebo téZ ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého klice je ulozena i hodnota)

(10)

(5) (13)
@ @ @
® ©®

@ Pamét: O(n)
o Casova slozitost operace Find je linearni ve vysce stromu
@ Vyska stromu mize bytaz n— 1
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@ Do s, zapocitavame i vrchol u.

@ V literatufe muzeme najit rizné varianty této podminky. Podstatné je, aby oba
postromy kazdého vrcholu méli ,zhruba“ stejny pocet vrcholl.

@ Proa= % Ize BB[«]-strom sestrojit, ale operace Insert a Delete by byly ¢asové
narocné. Pro a = 1 by vyska BB[a]-strom mohla byt linearni.

Jirka Fink Datové struktury | 17

@ P¥i hledani listu pro novy vrchol staci na cesté od kofene k listu kontrolovat, zda se
pfidanim vrcholu do podstromu syna neporusi vyvazovaci podminka. Pokud se v
néjakém vrcholu podminka porusi, tak se hledani ukonéi a cely podstrom véetné
nového prvku znovu vybuduije.

@ Existuji pravidla pro rotovani BB[a]-stromu, ale ta se ndm dnes nehodi.

@ Operace Build podstromu vrcholu u trva O(s,) a mezi dvémi operacemi Build
podstromu u je Q(sy) operaci Insert nebo Delete do postromu u. VSimnéte si
analogie a dynamickym polem.

@ [Intuitivné bychom mohli fict, Ze v nejhorsim ptipadé BB[a]-strom nejprve
vyvazime v ¢ase O(n) a poté provadime jednotlivé operace, a proto celkovy ¢as je
O(n + klog n), ale neni to pravda. Pro¢?
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@ Potencial ®(u) mize i klesnout. Konstanta c je zavisla jen na parametru c.

@ Pokud u neni na cesté z kofene do vloZzeného/smazaného prvku, tak skute¢ny ¢as
ve vrcholu u je nula a ®(u) = @’(u). Pokud vrcholu u nepfestavime podstrom, tak
skute¢ny ¢as je nula potencidl vrcholu u vzroste nejvySe o cd. Na prestavéni

@ V této analyze uvazujeme jen Cas na postaveni podstromu, zbytek trva O(log n) podstromu vrcholu u potfebujeme ds, instrukci a presné o tolik klesne potencial
@ Necht postaveni podstromu s s, prvky vyzaduje nejvyse ds, instrukci vrcholu u.
@ Potencial ®(u) vrcholu u definujeme @ Soucet potencialt vSech vrcholl v jedné libovolné vrstvé je nejvyse dn, protoze
kazdy vrchol patfi do nejvyse jednoho podstromu vrcholu z dané vrstvy. Tudiz
_Jo pokud Sy et = Su.right = % potencidl stromu ¢ je vzdy nejvySe dnh. Téz Ize nahlédnout, Ze kazdy vrchol je
i) ds, pokud max {sy e, Su.right} = @Sy zapoCitan v nejvySe h potenciélech vrcholl.

a linearni interpolaci v ostatnich pfipadech
Potencial BB[«]-stromu ¢ je soucet potencialli vrcholl
P¥i vioZeni/smazani prvku potencial ¢ (u) zvysi nejvyse o cd (Cviceni 2.3) @
@ Pro kazdy vrchol u: Skutecny pocet instrukei ve vrcholu u + ¢'(u) — ®(u) <
{cd pokud u lezi na cesté z kofene do vlozeného/smazaného prvku ®
0 jinak

@ Pocet instrukci pro jednu operaci + ®' — ® < cdh, kde h je vy$ka stromu
@ 0< ¢ < dhn=0O(nlogn) ®
@ Celkovy Gas na k operaci Insert nebo Delete je O((k + n) log n)
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Cviceni: Obsah
2.1. Dokazte, ze véechny listy v BB[a]-stromu jsou v hloubce ©(log n). Pokuste se uréit
co presnéji minimalni a maximalni hloubku listd.

2.2. Pocet vrcholl v podstromu vrcholu u po vybalancovani je s,. Najdéte minimalni

pocet operaci Insert a Delete, ktery zpUsobi poruseni vyvazovaci podminky ve
vrcholu u. 9 Splay strom

2.3. Najdéte presnou formuli pro potencial vrcholu v amortizované analyze
BB[a]-stromu v potencidlni metodé. Déle pfesné spoctéte, o kolik se maximainé
zvysi potencidl vrcholu pfi vioZeni/smazani vrcholu v podstromu.

2.4. Pokud nejprve BB[a]-strom vybudujeme ze setfidéného seznamu a poté
provedeme k operaci, tak celkovy ¢as je O(n+ klog n), coz je pro k << nlepsi
odhad nez O((k + n)log n). Je tedy celkovy ¢as na k operaci Insert nebo Delete
O(n + klog n) zaciname-li z libovolného BB[«]-stromu s n listy (bez po¢ate€niho
vyvazeni)?

2.5. Vymyslete pravidla pro rotovani v BB[«a]-stromech pfi operacich Insert a Delete
tak, aby sloZitost v nejhorsim p¥ipadé byla O(log n). Pro jaké hodnoty parametru «
dokaZete splnit vyvazovaci podminku BB[«a]-stromu?
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Staticky optimalni strom Splay strom (Sleator, Tarjan [25]): Operace Splay prvku x

© 219 step: Oteo pprvics xjekofen

Pro danou posloupnost operaci Find najit binarni vyhledavaci strom minimalizujici ) O
celkovou dobu vyhledavani. ) A ®

A A &

Mame prvky Xi,. .., X, S vahami wi, . .., w,. Cena stromu je 3°7, wih;, kde h; je @ Zig-zig step: x a p jsou oba pravymi nebo oba levymi syny

hloubka prvku x;. Staticky optimalni strom je binarni vyhledavaci strom s minimalni (9) —_— ©)

cenou. & A A o

Konstrukce (Cviceni 3.1) ONA B =
° O(na) — trividlné dynamickym programovanim A A A A

@ O(n?) — vylepsené dynamické programovani (Knuth [13]) @ Zig-zag step: x je pravy syn a p je levy syn nebo opacné

Jak postupovat, kdyZ nezname vahy predem? @ - &
@ Pomoci rotaci bude udrzovat ¢asto vyhledavané prvky blizko kofene ® /o\ ® ®
@ Operaci Splay ,fotujeme* zadany prvek az do kofene /A O} ANANAA

@ Operace Find vzdy vola Splay na hledany prvek

[o>

\

A\,
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Splay strom: Operace Splay prvku x Splay strom: Amortizovana analyza

@ Zig-zag step jsou pouze dvé (jednoduché) rotace prvku x s aktualnim otcem
@ g . g . Jestliz b ki | b
& A g A & % estlize a+ b < 1, pak log,(a) + log,(b) < —2.
n R A AN
B\ £\ AW

Dlkaz
" _ 2 2
@ Zig-zig step jsou taky dvé rotace, o Plati 4ab = (a+ b)" — (a—b)
@ Znerovnosti (a—b)>>0 a a+b<1 plyne 4ab<1

O) — ® — ®
&M & % £ @ @ Zlogaritmovanim dostavame log, 4 + log, a + log, b < 0
2R ANV o R
AR WA Znadeni

@ Necht velikost s(x) je pocet vrcholl v podstromu x (vEetné x)
Potencial vrcholu x je ®(x) = log,(s(x))

Potencial ¢ stromu je soucet potencial véech vrcholl

s’ a ¢’ jsou velikosti a potencialy po jedné rotaci

Analyzujeme pocet jednoduchych rotaci a potenciél je banka rotaci

@ ale dveé rotace prvku x s aktualnim otcem by vedli ke Spatnému vysledku

@ — @ — @
QN A A2
QA A ® ® A
AW B\ fo\ B\ /o)
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Splay strom: Zig step

° ¢'(x) = ®(p)
e ¢'(p) < ¢'(x)
@ d’'(u) = d(u) pro vSechny ostatni vrcholy u

0 &' — &= (¢'(u) - o(u))

= ®'(p) — ®(p) + &'(x) — ®(x)
< '(x) — O(x)
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Splay strom: Zig-zig step

e @'(x) = o(g)

o 9(x) < 9(p)

o d'(p) < '(x)

o s(x)+5s'(g) < §'(x)

@ d(x) + P'(g) <29'(x) -2

0 &' — & =d'(g) — d(g) + ¥'(p) — P(p) + ¢'(x) — O(x) < 3(¢'(x) — d(x)) —2
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@ Zig rotaci pouzijeme nejvyse jednou a proto zapocitame +1“. Rozdily
®’(x) — ®(x) se teleskopicky odectou a zlistane nam rozdil potencialt vrcholu x
na konci a na zac¢atku operace Splay. Na poc¢atku je potencial vrcholu x nezaporny
a na konci je x kofenem, a proto jeho potencial je log,(n).
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Splay strom: Operace Delete

Algoritmus

Splay(x)

L < levy podstrom x

if L je prdzdny then

| Smazat vrchol x

else
Najit nejvétsi prvek av L
Splay(a)
L' + levy podstrom a

# a nemad pravého syna
Sloucit vrcholy x a a

Pokud L je neprazdny, tak
(%) — (x)
AN I ONVAY AN
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Splay strom: Zig-zag step

® A ONENO
o

Analyza
Q '(x) = o(g)
Q o(x) < d(p)
Q @'(p) + @'(g) <20'(x) - 2
° 5'(p) +5'(9) < '(x)
28 2 <
Pouzijeme lemma: a+ b < 1 = log,(a) + log,(b) < —2
logz £ +log, $19 < —2
log, §'(p) + log, s'(g) < 2log s'(x) — 2
Q o' — b = (g) — b(g) + ¥'(p) — B(P) + P'(x) — B(x) < 2(¥'(X) ~ O(x)) 2
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Splay strom: Analyza

Amortizovany ¢as
@ Amortizovany ¢as jedné zigzig nebo zigzag rotace:
skutecny €as + ¢’ — d < 2 + 3(P'(x) — D(x)) — 2 = 3(P'(x) — (x))
@ Amortizovany ¢as jedné zig rotace:
skuteény ¢as + @' — & < 1 + d'(x) — d(x) < 1+ 3(P'(x) — (x))
@ Necht &; je potencial po i-tém kroku (zig, zig-zag nebo zig-zig step)
@ Amortizovany ¢as (pocet jednoduchych rotaci) jedné operace Splay:
D (skuteény Gas + &; — di_q) <1+ Y 3(di(x) — Bj_1(x))
ity krok i-ty krok
<1 + 3(Prones(X) — Po(x))
<1+ 3log, n= O(log n)
@ Amortizovany ¢as jedné operace Splay je O(log n)

®

Skutecny €as k operaci Splay
@ Potencial vzdy splfiuje 0 < ® < nlog, n
@ Rozdil mezi kone¢nym a pocatecnim potencialem je nejvyse nlog, n
@ Celkovy ¢as k operaci Splay je O((n + k) log n)
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Splay strom: Operace Insert

Vlozeni prvku x

@ Najdeme vrchol u s klicem, ktery je nejblizsi k x
© Splay(u)
@ Vlozit novy vrchol s prvkem x

O @ — @
AR O A
A\

Amortizovana slozitost

@ Operace Find a Splay: O(log n)
@ Vlozenim nového vrcholu potencidl ® vzroste nejvyse o '(x) + ®'(u) < 2log, n
@ Amortizovana slozitost operace Insert je O(log n)
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2. domaci ukol: Splay stromy

Struéné zadani
@ Implementujte Splay strom s operacemi Splay, Find, Insert
@ Implementuijte ,nhaivni Splay strom*, ktery v operaci Splay naivné pouziva jen
jednoduché rotace misto dvojitych
@ Méfte primérnou hloubku hledaného prvku pfi operacich Find

@ Analyzujte zavislost primérné hloubky hledanych prvkl na poctu prvku v Splay
stromu a velikosti hledané podmnoziny

@ Analyzujte primérnou hloubku hledanych prvki v ,zakefném® testu
@ Termin odevzdani: 13. 11. 2016
@ Generator dat a dal$i podrobnosti: https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/
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https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/

Cviceni:

3.1. Najdéte algoritmus, ktery sestroji staticky optimalni strom v ¢ase O(n3).

3.2. Necht K[i, j] je prvek v kofeni staticky optimainiho stromu obsahujici pouze prvku
Xi,...,X.Dokazte, ze K[i,j — 1] < K[i,j] < K[i +1,]].

3.3. Pomoci nerovnosti z predchoziho pfikladu najdéte algoritmus, ktery sestroji
staticky optimalni strom v Ease O(r?).

3.4. Najdéte posloupnost operaci Find, ktera z libovolného po¢ate¢niho Splay stromu
vytvori cestu (strom vysky n — 1).

3.5. Uvazujme naivni splay strom, ktery vyuziva jen jednoduché rotace. Najdéte
posloupnost operaci Find, kterd ma v naivnim splay stromu sloZitost Q(nk), kde
k > nje vami zvoleny pocet operaci Find.

3.6. Méjme ve splay stromu uloZzenu mnozinu prvkd S a analyzujme vyhledavani
podmnoziny S’ C S. Nejprve kazdy prvek S’ jednou vyhledame (samoziejmé s
vyuzitim operace Splay). Dokazte, Zze nasledné (opakované) vyhledani prvku z
mnoziny S’ ma amortizovanou slozitost O(log |S'|) a spoctéte celkovou sloZitost k
vyhledani.
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Vyhledavaci strom

Vlastnosti

@ Vnitfni vrcholy maji libovolny pocet synu (typicky alespori dva)

@ Vnitfni vrchol s k syny ma k — 1 setfidénych klict

@ V kazdém vnitfnim vrcholu je i-ty kli€¢ vétsi nez vSechny klie v i-tém podstromu a
mensi nez vSechny kli¢e v (i + 1) podstromu pro vSechny klice i

@ Prvky mohou byt uloZeny pouze v listech nebo téz ve vnitfnich vrcholech (u
kazdého kli€e je ulozena i hodnota)

Priklad
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(a,b)-strom (Bayer, McCreight [1])

Vlastnosti

@ a,bjsou cela ¢isla splnujicia>2ab >2a—1

@ (a,b)-strom je vyhledavaci strom

@ VsSechny vnitini vrcholy kromé kofene maji alespon a synu a nejvyse b synl
@ Kofen ma nejvyse b synu

@ Vsechny listy jsou ve stejné vysce

@ Pro zjednodusSeni uvazujeme, Ze prvky jsou jen v listech

Priklad: (2,4)-strom
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(a,b)-strom: Operace Insert

Algoritmus

1 Najit otce v, kterému novy prvek patfi

2 Pfidat novy list do v

3 while deg(v) > bdo

# Najdeme otce U vrcholu Vv

4 if v je kofen then

5 \ Vytvofit novy kofen u s jedingm synem v
6 else

7 | u«+otecv

# Rozdélime vrchol V na v and V/

8 Vytvofit nového syna v’ utci u a umistit jej vpravo vedle v

9 Pfesunout nejpravéjsich | (b + 1)/2] synt vrcholu v do v/

10 Pfesunout nejpravéjsich | (b + 1)/2] — 1 kli¢t vrcholu v do v/
1 Presunout posledni kli¢ vrcholu v do u

12 V< u

Casova slozitost

Linearni ve vysce stromu (predpokladame, ze a, b jsou pevné parametry)
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Obsah

e (a,b)-strom a cerveno-cerny strom
@ (a,b)-strom
@ Cerveno-cerny strom
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° Amortizovana analyza

e Splay strom

e (a,b)-strom a Cerveno-cerny strom
@ (a,b)-strom

0 Haldy

e Cache-oblivious algorithms

e HeSovani

o Geometrické datové struktury

o Dynamizace

© Bioom Filtry
@ Literatura

(a,b)-strom: Operace Insert

Vlozte prvek s klicem 4 do nasledujiciho (2,4)-stromu
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Musime jesté dokazat, Ze po provedeni vSech operaci doopravdy dostaneme
(a,b)-strom. Ovéfime, Ze rozdélené vrcholy maji alespon a synl (ostatni pozadavky
jsou trivialnf). Rozdélovany vrchol ma na pocatku pravé b + 1 synl a pocet synd po
rozdéleni je | 251 | a [251]. Protoze b > 2a — 1, potet synli po rozdéleni je alespor
[ = (255 = lal = a
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(a,b)-strom: Operace Delete

(a,b)-strom: Operace Delete

Smazte prvek s klicem 4 z nasledujiciho (2,4)-stromu

Algoritmus

1 Najit list | obsahuijici prvek s danym klicem

2 v« otec|
3 Smazat |
4 while deg(v) < a & v neni kofen do
5 u < sousedni bratr v
6 if deg(u) > athen
7 | Pfesunout spravného syna upod v ®
8 else
9 PFesunout véechny syny u pod v ®
) 10 Smazat u
1 if v nema Zadného bratra then
12 \ Smazat kofen (otec v) a nastavit v jako kofen
13 else
14 | v«otecv
@ P¥i pfesunu je nutné upravit klice ve vrcholech u, v a jejich otci. (a,b)-strom: Analyza

@ Vrchol u mél a, vrchol v mél a — 1 synu. Po jejich sjednoceni mame vrchol s
2a—1 < bsyny.

@ (a,b)-strom vy$ky d ma alespoii a®~' a nejvyse b listu.
@ Vyska (a,b)-stromu splfiuje log, n < d < 1 + log, n.

Casova slozitost operaci Find, Insert and Delete je O(log n).

Pocet modifikovanych vrcholl pfi vytvofeni stromu operaci Insert

o Vytvafime (a,b)-strom pomoci operace Insert

@ Zajimé nas celkovy podet vyvazovacich operaci ©

@ Pri kazdém §tépeni vrcholu vytvofime novy vnitini vrchol

@ Po vytvofeni ma strom nejvy$e n vnitfnich vrcholt

@ Celkovy pocet Stépeni je nejvySe n a poCet modifikaci vrcholl je O(n)

@ Amortizovany pocet modifikovanych vrcholt na jednu operaci Insert je O(1)
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@ Pii jedné vyvazovaci operaci (§tépeni vrcholu) je pocet modifikovanych vrcholl (a,b)-strom: Paralelni pfistup
omezeny konstantou ($tépeny vrchol, otec a synové). Asymptoticky jsou pocty .
modifikovanych vrchold a vyvazovacich operaci stejné.

Umoznit efektni paralelizaci operaci Find, Insert a Delete (pfedpoklad: b > 2a).

Operace Insert

Preventivné rozdélit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s b syny na
dva vrcholu.

Operace Delete

Preventivné sloucit kazdy vrchol na cesté od kofene k hledanému listu s a syny s
bratrem nebo presunout synovce.
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(a,b)-strom: Paralelni pristup: Priklad A-sort (Guibas, McCreight, Plass, Roberts [9])

@ Vlozte prvek s klicem 6 do nasledujiciho (2,4)-stromu
[io]z0]sg] Setfidit ,skoro* setfidéné pole

Modifikace (a,b)-stromu

Mame ulozeny ukazatel na vrchol s nejmensim klicem

Priklad: Vlozte kli¢ s hodnotou x; = 16

@ Zaémene od vrcholu Prvek x; = 16
s nejmensim klicem a patfi do tohoto
postupujeme ke koreni, podstromu

dokud x; nepatfi
podstromu aktualniho
vrcholu

@ V ramci tohoto
podstromu spustime  Nejmensi kli¢
operaci Insert \

@ Vyska podstromu je
©(log f;), kde f; je pocet
klict mensich nez x;
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A-sort: Algoritmus

Input: Posloupnost xi, Xz, ..., Xn
1 T « prazdny (a,b)-strom
2 fori<nto 14 Prvky prochdzime od konce
3 do
# Najdeme podstrom, do kterého vlozime X;
v « list s nejmensim klicem
5 while v neni kofen a x; je vétsi nez nejmensi kli¢ v otci vrcholu v do
| veotecv

7 Vlozime x; do podstromu vrcholu v
Output: Projdeme cely strom a vypiSeme vSechny klice (in-order traversal)

IS

o
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(a,b)-strom: Zavér

Pocet modifikovanych vrcholl pfi operaci Insert a Delete (Cviceni 4.8) [11]
@ Predpoklad: b > 2a
@ Pocet modifikovanych vrcholu pfi / operacich Insert a k Delete je O(k + | + log n)
@ Amortizovany pocet modifikovanych vrcholl pfi operacich Insert a Delete je O(1) |

Podobné datové struktury

@ B-tree, B+ tree, B* tree
@ 2-4-tree, 2-3-4-tree, etc.

Aplikace
@ File systems napt. Ext4, NTFS, HFS+, FAT
@ Databaze
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Cerveno-gerné stromy (Guibas, Sedgewick [10])

Definice

@ Binarni vyhledavaci strom s prvky uloZzenymi ve v§ech vrcholech

@ Kazdy vrchol je ¢erny nebo Cerveny

@ Vsechny cesty od kofene do listll obsahuiji stejny pocet ¢ernych vrcholl
@ Otec ¢erveného vrcholu musi byt erny

©Q Listy jsou ¢erné ©

Priklad

e

6%@

!
eQQCQ Q
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@ Vrchol bez ¢ervenych synu

6o

@ Vrchol s jednim éevnenym synem ©

@ Vrchol s dvéma Cervenymi syny
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A-sort: Slozitost (Brown, Tarjan [2], Mehlhorn [15])

Nerovnost mezi aritm m a geo m primeérem
Jestlize ay, . .., a, nezéporna reélnd ¢isla, pak plati
n
Yiia S 0
a2

i=1

Casova slozitost

@ Necht £, = | {j > i; x; < x;} | je pocet kli¢d mensich nez x;, které jiz jsou ve stromu
pri vkladani x;

@ Necht F = |{(i,j); i >j,x < x}| =30, f je pocet inverzi

@ Slozitost nalezeni podstromu, do kterého x; patfi: O(log f;)

© Nalezeni téchto podstromU pro véechny podstromy
>;log fi =logIT; fi = nlog {/T[; fi < nlog ¥ =nlog £.

@ Rozdélovani vrchold v prabéhu vSech operaci Insert: O(n)

@ Celkova slozitost: O(n + nlog(F/n))

@ Slozitost v nejhorsim pfipadé: O(nlog n) protoze F < (3)

@ Jestlize F < nlog n, pak slozitost je O(nloglog n)
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° Amortizovana analyza

e Splay strom
e (a,b)-strom a erveno-cerny strom

@ Cerveno-gerny strom

o Haldy

e Cache-oblivious algorithms

e HeSovani

o Geometrické datové struktury
o Dynamizace
© Bioom Filtry

@ Literatura
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@ Nepovinna podminka, ktera jen zjednodusuje operace. V piikladu uvazujeme, ze
listy jsou reprezentovany NIL/NULL ukazately, a tedy imaginarni vrcholy bez
prvka.

Nékdy se téz vyzaduje, aby kofen byl Eerny, ale tato podminka neni nutna,
protoze kofen muzeme vzdy pfebarvit na erno bez poruseni ostatnich podminek.
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@ Prevod mezi Cerveno-Cernymi stromy a (2,4)-stromy neni jednoznacny, protoze
vrchol (2,4)-stromu se tfemi syny a prvky x < y lze prevést na éerny vrchol
Cerveno-cerného stromu s prvkem x a pravym ¢ervenym synem y nebo s prvkem
y alevym &ervenym synem x.
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Cerveno-terné stromy: Operace Insert

Vytvoreni nového vrcholu

@ Najit list pro novy prvek n
@ Pfidat novy vrchol

Q — (P)

@ Pokud otec p je Gerveny, pak je nutné strom vybalancovat

Balancovani

@ Vrchol n a jeho otec p jsou Cervené vrcholy a toto je jedina porusend podminka
@ Déda g vrcholu n je Eerny
Musime uvaZovat tyto pfipady:
@ Stryc u je Eerny nebo Cerveny
@ Vrchol n je pravym nebo levym synem p (podobné pro vrchol p) ©®

Jirka Fink Datové struktury | 50

Poradi prvku v (2,4)-stromu a vysledny Cerveno-cerny strom zavisi na tom, zda vrchol
n je pravym nebo levym synem p a zda vrchol p je pravym nebo levym synem g. J
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Cerveno-éerné stromy: Vlastnosti

Dusledky ekvivalence s (2,4)-stromy

@ Vyska Cerveno-Cerného stromu je ©(log n) ©

@ Casova slozitost operaci Find, Insert a Delete je O(log n)

@ Amortizovany pocet modifikovanych vrcholl pfi operaci Insert a Delete je O(1)
@ Paralelni pristup (top-down balancovani)

Aplikace

@ Associativni pole napf. std::map and std::set v C++, TreeMap v Java
@ The Completely Fair Scheduler in the Linux kernel
@ Computational Geometry Data structures
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Cviceni:

4.1. Jak v (a,b)-stromu (obecném vyhledavacim stromu) najit prvek s
nejmensim/nejvétsim klicem? Jak najit prvek s nejblizsim klicem (tj. nejmensi
Vétsi kli¢ nebo nejvétsi mensi kli¢ k danému klici)?

4.2. Upravte (a,b)-strom (obecny vyhledavaci strom) tak, aby bylo mozné efektivné
najit k-ty nejmensi/nejvétsi prvek pro dané prirozené k. Dokazete v takto
modifikovaném stromu uréit pofadi daného prvku?

4.3. V klasické implementaci (a,b)-stromu méa kazdy vrchol alokovano pole velikosti b
pro klice a ukazatele na syny. Toto pole mUze byt az z poloviny nevyuZito, coz
muze byt vyznamnym plytvanim paméti. Pokuste se upravit operace Insert a
Delete tak, aby bylo zaru¢eno efektivnéjsi vyuziti tohoto pole.

4.4. Presné popiste implementaci (a,b)-stromu a zamykani jednotlivych vrchold v
operacich Insert a Delete tak, aby spravné fungoval paralelni pfistup.

4.5. Jak vytvotit (a,b)-strom ze setfidéného pole (co nejrychleji)?

4.6. Existuje asymptoticky rychlej$i postup vytvofeni (a,b)-stromu z nesetfidéného pole
nez vlozeni v§ech prvk(?

4.7. Najdéte asymptoticky nejrychlej$i zplsob sjednoceni dvou (a,b)-stromd, jestlize
jeden (a,b)-strom nema v§echny prvky mensi nez je nejmensi prvek druhého.

4.8. Dokazte, ze v (a,b)-stromu pro b > 2a je pocet modifikovanych vrcholu
O(k + I+ log n) pfi | operacich Insert a k operacich Delete. Pro zjednoduseni
muZete uvazovat (2,4)-strom. Dale ukazte, Ze podminka b > 2a je nutna.
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@ S vyuzitim symetrii Ize pocet pfipadl sniZzit.
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cerveny.

Po rozdéleni vrchol (2,4)-stromu se prvek g presouva do otce, a proto je vrchol g J
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@ Pocet Cernych vrchold na cesté ke kofeni je stejny jako vy$ka odpovidajiciho
(2,4)-stromu, a tedy vyska ¢erveno-Eerného stromu je nejvysSe dvojnasobek vysky
(2,4)-stromu.
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4.9. Vymyslete operace Insert a Delete v (2,5)-stromu pro paralelni aplikace tak, aby
amortizovany pocet modifikovanych vrcholl byl O(1).
4.10. Vymyslete pravidla pro operaci Delete v Eerveno-&ernych stromech pomoci
ekvivalence s (2,4)-stromy.
4.11. Upravte operace Insert a Delete v ¢erveno-éerném stromu tak, Ze tyto operace
projdou strom jen jednou od kofene k listu (bez zpétného prichodu od listu ke
koreni). Lze tuto modifikaci pouzit k paralelizaci?
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o Haldy

@ d-regularni halda
@ Binomialni halda
@ Fibonacciho halda
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Obsah
a Amortizovana analyza

e Splay strom

e (a,b)-strom a Cerveno-Cerny strom

o Haldy

@ d-regularni halda

e Cache-oblivious algorithms
@ Hesovani

o Geometrické datové struktury
o Dynamizace

@ Bioom Filtry

To WEAZTS
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@ Necht h je nejnizéi pina hladina. Jelikoz h-ta hladina obsahuje d” vrchold, tak plati
n > d", z eho plyne h < log, n. Tudi$ vyska d-regularni hadly s n prvky je
nejvyse 1+ log, n. Najdéte formuli udavajici pfesnou vysku d-regularni haldy.
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d-regularni halda: Operace Insert

Priklad: VloZme prvek s klicem 5
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Zakladni operace

o Insert

@ FindMin

@ DeleteMin

@ DecreaseKey: Snizit hodnotu kli¢e v daném vrcholu

Haldovy invariant

Kli¢ v kazdém vrcholu vétsi nebo roven klici v otci.

Aplikace

@ Prioritni fronta

@ Heap-sort

@ Dijkstrav algoritmus (nejkratsi cesta)

@ Jarnikav (PrimGv) algoritmus (minimalni kostra)
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d-regularni halda (Johnson [12])

Vlastnosti

@ Kazdy vrchol ma nejvyse d synl
@ VSechny vrstvy kromé posledni jsou UpIné zaplnéné
@ Posledni hladina je zapInéna zleva

Priklad 2-regularni (binarni) haldy

(2)
(&) (3)
(i G2 (& @9
(19 @) (9

Jaka je presna vyska d-regularni haldy s n prvky? © I
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d-regularni halda: Representace
Binarni halda uloZena ve stromu

® &
@ e ®
@ @) @

A vrchol na pozici i ma otce na pozici [ (i — 1)/2] a syny na pozici 2i + 1 a 2i + 2:

‘ 2 8 3 10 12 6 15 13 1 19 ‘

Children

Cvi€eni 5.2: UrCete pozice otce a synu pro obecnou d-regularni haldu
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d-ary heap: Operace Insert a DecreaseKey

Insert: Algoritmus

Input: Novy prvek s klicem x

1 Vv « prvni volny blok v poli

2 Novy prvek uloZzime na pozici v

3 while v neni kofen a otec p vrcholu v ma klic vétsi nez x do
4 Prohodime prvky na pozicich v a p

5 Vep

Operace DecreaseKey
Snizime hodnotu klice a pokracujeme podobné jako pfi operaci Insert

Casova slozitost @
O(log, )
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@ Pro presnéjsi analyzu nas zajima zavislost sloZitosti na hodnoté d. Pozdéji se
nam bude hodit nastavovat d podle hodnost na vstupu.
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d-regularni halda: Operace Build
Vytvofit haldu z daného pole prvkl

1 for r < posledni pozice to prvni pozice v poli do
# Zpracujeme vrchol r podobné jako pri operaci Delete
2 Vr
3 while Neéktery se synti vrcholu v ma kli¢ mensi neZ v do
4 u < syn vrcholu v s mensim kliéem
5 Prohodime prvky ve vrcholech u a v
6 Veu

Podstromy vSech zpracovanych vrcholl tvofi haldu
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@ Podstromem vrcholu u rozumime vrchol u a véechny vrcholy pod u.
@ Clen ,+1* zapoditavame, protoZe jeden podstrom miZe byt netpiny.

Jirka Fink Datové struktury | 63

Binomialni strom

Definice
@ Binomialni strom B, fadu 0 je jeden vrchol
@ Binomialni strom B, fadu k > 1 ma kofen, jehoz synové jsou kofeny binomiélnich
stromdl fadu 0,1, ...,k — 1.

Alternativné
Binomalni strom fadu k is je vytvoren z dvou binomidlnich stroml fadu k — 1 tak, Ze se
jeden strom pripoji jako nejpravejsi syn korene druhého stromu.

%
By—1
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Rekurzivni definice binomialniho stromu

By B Bx_2 Bx_1

Operace DeleteMin

1 Pfesuneme posledni prvek do kofene v

2 while Néktery se synt vrcholu v ma kli¢ mensi neZ v do
3 u < syn vrcholu v s mensim klicem

4 Prohodime prvky ve vrcholech u a v

5 Veu

O(dlog, n)

Jirka Fink Datové struktury | 61

d-regularni halda: Operace Build

> h d
LT

h=0

Slozitost

@ Zpracovani vrcholu s podstromem vysky h: O(dh)

o Uplny podstrom vysky h ma d" listt @
@ Kazdy list patfi do nejvyse jednoho Uplného podstromu vysky h.
@ Pocet vrchold s podstromy vysky h je nejvySe 45 +1 < % 0]
@ Celkova ¢asova slozitost
[logg n] oo 2
2n h d >

Z mdh < 2ndz g5 =2n <ﬁ> < 2n22 = O(n)

h=0 h=0
@ Slozitost je O(n) pro libovolné d
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Obsah
° Amortizovana analyza
e Splay strom

e (a,b)-strom a erveno-Cerny strom

Q Halay

@ Binomidlni halda
e Cache-oblivious algorithms
© Hesovani
o Geometrické datoveé struktury
0 Dynamizace

@ Bioom Filtry

1o WM
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Binomialni strom: Ptiklad

Rekurzivni definice binomialniho stromu

By 1

By_1

Binomialni stromy fadu 0, 1,2 a 3
B () By B.( )
O
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Binomialni strom: Vlastnosti

Rekurzivni definice binomialniho stromu

TN

By B, Bk_> Bx_1

By _1

Vlastnosti

Binomidlni strom Bx ma
e 2% vrchol,
@ vysku k,
@ k synu v koteni,

@ maximalni stupen k,
@ (£) vrcholti v hioubce d.
Podstrom vrcholu s k syny je izomorfni By.
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Binomialni halda (Vuillemin [26])

Definice

Binomialni halda je mnozina binomidlnich stromu takova, ze:
@ Kazdy prvek je ulozen pravé v jednom vrcholu jednoho binomialniho stromu
@ Kazdy binomialni strom je halda (otec ma mensi kli¢ nez syn)
@ 74dné dva binomialni stromy nemaji stejny fad

Pfiklad

®
OO0,
O,
(o)
@~
020

Jirka Fink Datové struktury |

Binomialni halda: Representace

2
2

Struktuta pro vrchol binomialniho stromu obsahuje
@ prvek (kli¢ a hodnota),
@ ukazatel na otce,
@ ukazatel na nejlevéjsiho a nejpravéjsiho syna,
@ ukazatel na levého a pravého bratra a @
@ Fad postromu.

Binomialni halda
@ Binomalni stromy jsou uloZeny ve spojovém seznamu pomoci ukazatell na bratry.

@ Odstranénim kofene binomialniho stromu vznikne binomialni halda v ¢ase O(1).
@ Binomialni halda si udrzuje ukazatel na strom s minimalnim prvek.

Operace FindMin
Trivialné v Case O(1)

Operace DecreaseKey
Stejné jako v regularni haldé.
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Binomialni halda: Spojeni dvou binomialnich hald

Spojeni dvou binomialnich stromu stejného fadu v ¢ase O(1)

rank+1

By B, Bi—2 B+

Spojeni dvou binomialnich hald je jako s&itani binarni ¢isel: sjednocujeme binomialni
stromy od nejmensich. Slozitost je O(log n), kde n je celkovy pocet prvku

Ptiklad

Binomidlnistrom | Bs Bs Bs Bs B By B
Prvni halda 0 1 1 0 1 1 0
Druha halda 0 1 1 0 1 0 0
Spojeni 1 1 0 1 0 1 0
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Mnozina binomialnich stromu

Pro kazdé n existuje (pravé jedna) mnozina binomidlnich stromu riznych radu takova,
Ze celkovy pocet vrcholl je n.

Vztah mezi binarnimi isly a binomialnimi st

Binarni¢islon = 1 0 0 1 1 0 1 O

Binomialni halda obsahuje:  Br By Bs B

Ptiklad pro 1010, prvka

6,
@
(=)

Jirka Fink Datové struktury | 68

Binomialni halda: Vyska

Pozorovani

Binomialni halda obsahuje nejvyse log,(n -+ 1) stroml a kazdy ma vysku nejvyse
log, n.

Vztah mezi binarnimi isly a binomialnimi stromy

Binarniéislon = 1 0 0 1 1 0 1 O

Binomialni halda obsahuje:  B7 By Bs B

Jirka Fink Datové struktury | 70

@ Ukazatele tvofi obousmérny spojovy seznam synu a tento seznam udrzujeme
setfidény podle fadu.
@ Binomialni stromu jsou ve spojovém seznamu taky setiidéné podle fadu.
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Binomialni halda: Operace Insert a DeleteMin

Operace Insert
@ Vytvofime binomidlni strom fadu 0 s novym prvkem

@ Prochazime seznam strom( od nejmensich: ©

o Pokud strom By je v haldé, tak jej sjednotime s novym stromem By, ¢imz vytvotrime B;

o Pokud strom B je v haldé, tak jej sjednotime s novym stromem By, ¢imz vytvorime B,

o Takto pokracujeme az k ke stromu s nejmensim fadem, ktery neni ulozeny v haldé, a
novy strom vlozime do haldy @

@ Slozitost v nejhorsim piipadé je O(log n)
@ Amortizovana slozitost je O(1) podobné jako inkrementace binarniho &itace
o Zde je dulezité, ze neprochazime vSechny stromu v haldé

Operace DeleteMin

Odstranime kofen s minimalnim prvek, ¢imz vznikne nova binomialni halda, kterou
sjednotime se zbytkem pavodni haldy v ¢ase O(log n).
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@ Stromy v haldé udrzujeme setfidéné podle fadu. Lina binomialni halda

@ Novy strom je nejmensi, takze jej viozime na zacatek seznamu.

Zména v poctivé binomialni haldé

Lin& binomidlni halda muZe obsahovat libovolny pocet binomiélnich stromu stejného
fadu.

Operace Insert a Join

@ Pouze spojime seznamy stromu
@ Slozitost O(1) v nejhor§im pripadé

Operace DeleteMin

@ Smazeme kofen s minimalnim prvkem

@ Spojime seznam synl smazaného kofene s ostatnimi stromy v haldé
@ Zrekonstruujeme poctivou binomialni haldu

@ Najdeme novy minimaini prvek
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Lina binomialni halda: Rekonstrukce poctivé binomialni haldy Haldy: Prehled

(N Slozitosii riznych hald

@ Dokud mame v haldé binomialni haldy stejného fadu, jak je spojujeme

Binarni Binomialni Lin& binomialni
@ Pouzijeme pole indexované fadem stromu k vyhledavani stromu stejného fadu nejhorsi | nejhori | amortizovan& | nejhorsi | amortizované
’ Insert logn logn 1 1 1
DeleteMin logn logn logn n logn

1 Inicializujeme pole velikosti [log,(n + 1)] ukazatelem NIL
2 for pro kaZdy strom h v liné binomiaini haldé do

o« tad stromu h

3

4 while polefo] # NIL do Je mozné vytvorit haldu, kterd ma amortizovanou slozitost operaci Insert a DeleteMin
5 h < spojeni stromU h a pole[o] lepsi nez O(log n)?

6 pole[o] < NIL

7 o+ o+1

8 pole[o] - h
9 Pole stromu pfevedeme na spojovy seznam, ¢imz vytvotime poctivou binomialni haldu

V liné binomialni haldé musi kazdy strom byt izomorfni binomialnimu stromu. Ve
Amortizovana slozitost operace DecreaseKey je O(log n). Fibonacciho haldé tento poZadavek neplati.
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° Amortizovana analyza

_

Zrychlit operaci DecreaseKey

Z&akladni vlastnosti a povolené operace ©
° Splay strom

@ Fibonacciho halda je seznam haldovych stromi @
e (a,b)-strom a &erveno-cerny strom @ Rad stromu je poéet synti kotene ®
@ Smime spojit dva stromy stejného fadu @
© Haiay @ Kazdému vrcholu kromé kofene smime odpojit nejvyse jednoho syna
o Do reprezentace vrcholu pfidame bitovou informaci, zda vrchol jiz o syna prisel
@ Fibonacciho halda @ Kofen muze pfijit o libovolny pocet synt
o Stane-li se vrchol kofenem, tak jej odznacime
e Cache-oblivious algorithms o Je-li kofen pripojen do jiného stromu, tak smi ztratit nejvySe jednoho syna, dokud se
nestane znovu kofenem
@ Hesovani @ Smime vytvofit novy strom s jedingm prvek ®
@ Smime smazat kofen stromu ®

o Geometrické datové struktury

o Dynamizace

Operace stejné jako v liné binomialni haldé

@ Bioom Filtry Insert, FindMin, DeleteMin
1o W20
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Qo poposud Probl’rané datové struktury maji jas’né defirjovanoul strukturula operace Fibonacciho halda: Operace DecreaseKey
jsou navrzeny tak, aby tuto strukturu zachovavaly. Fibonacciho halda je

definovana povolenymi operacemi a vlastnosti se odvozuji z operaci.
@ Podobné jako binomialni halda, ale stromy nemusi byt izomorfni s binomialnimi

@ Danému vrcholu snizime hodnotu kli¢e a odpojime jej od otce

stromy. ) . . ”
L. . L . ., . . @ Pokud otec je oznadeny, tak jej taky odpojime
© Podobné jako binomialni halda, ale vztahy pro pocet vrchol nebo vysku neplati. o Pokud ie déda tak s, el e ety sl
Tvrzeni, e podstromy vrcholu Fadu k maji fad 0,1, ..., k — 1 budeme muset Ol [j2 QIS ) CrArXelE, LS 1<) Llis) ez
upravit. @ Takto pokraduje, dokud nenarazime na neoznaceny vrchol nebo kofen

@ Podobné jako v binomialni haldé kofen jednoho stromu pfipojime jako syna
kofene druhého stromu.

@ Nové prvky vkladame podobné jako v liné binomialni haldé.

@ Nejmensi prvek mazeme podobné jako v Iiné binomiélni haldé, a to véetné
nasledné rekonstrukce, kde spojujeme stromy stejného fadu.

Ptiklad
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Fibonacciho halda: Operace DecreaseKey Fibonacciho halda: Invariant

IEUE
Algoritmus Pro kazdy vrchol p a jeho i-tého syna s plati, Ze s ma alespori
@ /i — 2 syn(, pokud s je oznaceny, a

Input: Vrchol u a novy kli¢ k
1 Snizime kli¢ vrcholu u
2 if u je kofen nebo otec p vrcholu u mé kli¢ nejvyse k then

3 L return # Haldovy invariant je zachovany Dlkaz
4 p « otec vrcholu u Vsechny povolené operace zachovavaji platnost invariantu

5 Odznagit vrchol u . . . . ’ -
" _— . Init: P hall | ®
6 Odpojit vrcholu u od otce p a pfipojit u k seznamu stromu O L PP (el 2 IR cffd)2

@ i — 1 synd, pokud s neni oznageny. ©

7 while p neni kofen a p je oznaceny do @ Insert: Vytvofeni nového stromu s jednim vrcholem ®
8 u<+p @ DeleteMin: Pro nesmazané vrcholy se pocty synu ani jejich poradi nezméni
9 | p<otecu @ Join: Pfipojeni stromu u Fadu k — 1 jako k-tého syna vrcholu p ®

10 Odznacit vrchol u

o i . @ Odstranéni i-tého syna x z vrcholu u fadu k, ktery je korenem
1 Odpoijit vrcholu u od otce p a pfipojit u k seznamu stromu

o Poradi (i + 1)-tého aZ k-tého syna vrcholu u se snizi o jedna ®

12 if p neni ’f?Fe” then @ Odstranéni i-tého syna x z neoznaceného vrcholu u Fadu k, ktery j-tym synem p

1 | Oznadit vrchol p o Poradi (i + 1)-tého a2 k-tého syna vrcholu u se snizi o jedna

o Pred odstranénim x platilo k > j — 1 a po odstranéni x je vrchol u oznaceny a pocet
synti uspliuje k — 1 >j—2
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\

@ Predpokladame, Ze synové jsou ocislovani podle ,véku®, tj. pozdéji vioZzeny syn Fibonacciho halda: St
ma vétsi index

@ Halda nema zadny vrchol, a proto neexistuje vrchol porusujici invariant.

@ Novy vrchol neméa zadného syna, a tak nema syna porusujici invariant.

© Spojujeme stromy u a p fadu k — 1. Po spojeni je k-ty syn u vrcholu p neoznaceny
ama k — 1 synu. Pofadi ostatnich synt vrcholu p je zachovano.

@ |Invariant je zachovan, protoZe se minimalni pocet pozadovanych synu téchto
vrcholl snizi o jedna a skute¢ny pocet je zachovan.

@ Neoznageny j-ty vrchol u musel mit alespof j — 1 synui. Po odstranéni vrcholu x Velikost podstromu

se poget synu vreholu u snizil o jedna, a proto ma alespoi j — 2 synd, coz je Necht s, je minimalni pocet vrcholil v podstromu vrcholu s k syny.
minimalni pozadovany pocet synu j-tého ozna¢eného syna vrcholu p. Pak plati s > Sk_2 + Sk_3 + Sk_4 + -+ S2 + S1 + So + So + 1.

®

Invariant

Pro kazdy vrchol p a jeho i-tého syna s plati, Ze s ma alespon
@ j— 2 syn(, pokud s je oznaceny, a
@ /i — 1 syn0, pokud s neni oznaceny.
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Fibonacciho halda: Struktura @ V obecné muzeme mit Fibonacciho halda az n stromd, ale po konsolidaci (soucast
operace DeleteMin) maji kazdé dva stromu riizny fad a maximalni fad stromu je

Velikost podstromu O(log n).

Necht sk je minimalni poget vrcholl v podstromu vrcholu s k syny.
Pak plati sx > Sk_2 + Sk—3 -+ Sk—4 + - -+ + S2 + S1 + So + So + 1.

||

\,

Fibonacciho ¢isla (Cviceni 5.9)
@ Fp=0aF =1aFk=Fc 1+ F2
® i Fi=Firz—1

K_(1_ 3
° Fi= (1+¢§)2k\/(% V5)

k
° Fy > (714?/5)
® sk > Fyio
o sk >1+8+ X s>+ A+ P Fae > 1+ Fi=1+Fp—1

|

Dusledek

k+2
Strom Fadu k ma alespon sk > Fiyz > (%) vrcholi. Proto,

@ koren stromu s m vrcholy ma O(log m) synt a
@ Fibonacciho halda ma O(log n) stromu po operaci DeleteMin. ©
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Fibonacciho halda: Slozitost

Fibonacciho halda: Amortizovana slozitost operace DecreaseKey

Potencial

®
8

SloZitost v nejhorsim piipadée
@ Operace Insert: O(1)

e Do ey o (Guicent & 10
@ Operace Delete-min: O(n) =
@ Skute€ny €as: O(1)
@ Zména potencidlu ¢’ — & =1 -2
Amortizovana slozitost: Potencial @ Amortizovana slozitost:
Uvazujme potencidl ® = t + 2m, kde
o tje potet stromi v halds
@ m je celkovych pocet oznacenych vrchold @ Skutecny ¢as: O(1)
@ Zména potencialu ¢’ — ¢ =3
V nejhor$im ptipadé vytvofime novy strom a jeden vrchol oznagime
@ Amortizovana slozitost: O(1)

& = t+2m, kde t je pocet stromu v haldé a m je celkovych pocet oznagenych vrcholl

Amortizovana slozitost: Operace Insert

@ Skute€ny €as: O(1)

© Zména potencialu ¢’ — ¢ = 1 Amortizovana sloZitost operace DecreaseKey
@ Amortizovana slozitost O(1) o(1)
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Fibonacciho halda: A izovana slozitost operace DeleteMin

Smazani kofene a pripojeni syn k seznamu strom(

@ Skute¢ny cas: O(log n)
@ Zména potencialu ¢’ — & = O(log n)
@ Amortizovana slozitost: O(log n)

Jedna iterace while-cyklu pfi rekonstrukei (spojeni dvou strom)

@ Skutecny ¢as: O(1) Prehled ¢asovych slozitosti
© Zména potencialu & — & = —1 Binarni | Binomiaini | Lina binomiaini | Fibonacciho
@ Amortizovana slozitost: 0 worst | worst | amort | worst | amort | worst | amort
Insert logn logn 1 1 1 1 1
Ostatni instrukce DecreaseKey | logn | logn | logn | logn | logn n 1
o Skuteény &as: O(log n) DeleteMin logn | logn | logn n logn n logn

@ Zména potencidlu ¢’ — ¢ =0
@ Amortizovana slozitost: O(log n)

Amortizovana slozitost operace DeleteMin

O(log n)

Cviceni: 5.12. Zménili by se ¢asové sloZitost operaci, kdybychom ve Fibonacciho haldé dovolili

5.1. Urgete presné vysku d-regularni haldy s n vrcholy. smazat dva syny (nebo libovolny pevny pocet syni)?

5.2. d-regularni haldu podobné jako binarni je mozné uloZit v poli. Najdéte vzorce pro 5.13. Jakou ¢asovou slozitost ma DijkstrGv algoritmus pfi pouziti probiranych hald? Pfi
vypocet pozice otce a synl pro dany prvek v poli. jakém poméru poctu hran a vrcholt grafu dokazete ziskat linearni ¢asovou

5.3. Jak byste zvysili hodnotu klige v d-regularni haldé? sloZitost Dijkstrova algoritmu?

5.4. Jak byste smazali prvek v daném vrcholu v d-regularni haldé?

5.5. Prod > 1 dokazte 0% 4 = 7%y

5.6. Dokazte, Ze amortizovana slozitost operace DecreaseKey v liné binomialni haldé
je O(log n). Déle urcete celkovou sloZitost k; operaci Insert, ky operaci DeleteMin
a kp operaci DecreseKey.

5.7. Je mozné vytvorit haldu, kterd ma amortizovanou slozitost operaci Insert a
DeleteMin lepsi nez O(log n)?

5.8. Jaky je maximalni mozny pocet vrcholll ve stromu fadu k ve Fibonacciho haldé?

k
5.9. DokaZte, ze Fibonacciho &isla splfiuji S, Fi = Fiyo — 1a Fx > (%) .

5.10. Jaka je maximalni mozné vyska stromu ve Fibonacciho haldé s n prvky? Mlze se
stat, aby slozitost operace DecreaseKey byla Q(n)?

5.11. Pro¢ Fibonacciho halda povoluje odstranit nejvy$e jednoho syna? Uvazujme
neoznacujici Fibonacciho haldu, ktera pfi operaci DecreaseKey pouze odebere
dany vrchol od otce, ale neoznaci otce a ani nepokraéuje k predkim. Ktera tvrzeni
o Fibonacciho haldé pfestanou pro neoznacéujici Fibonacciho haldu platit? Dojde
ke zhor$eni ¢asovych sloZitosti studovanych operaci?
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Obsah Pamétova hierarchie

Priklad velikosti a rychlosti rGznych typ paméti

size speed
L1 cache 32 KB | 223 GB/s
L2 cache | 256 KB 96 GB/s
L3 cache 8 MB 62 GB/s

RAM 32 GB 23 GB/s
SDD 112 GB | 448 MB/s
HDD 2TB | 112 MB/s
© cache-oblivious algorithms Internet o | 10 MB/s

Trivialni program

# Inicializace pole 32-bitovych ¢isel velikosti n
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 LA[i]=i+d# Vezmeme kaZdou d-tou pozici a vytvofime cyklus
3 A[i=0]=0
# M&fime dobu prub&hu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
4 for (j=0; j< 2%; j++) do
5 L i=A[il # Dokola prochdzime cyklus d-tych pozic
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Pamétova hierarchie: Trivialni program Cache-oblivious (Frigo, Leiserson, Prokop, Ramachandran, 1999 [8])

@ UvaZujme pouze na dvé Urovné paméti: pomaly disk a rychla cache
Pamét je rozdélena na bloky (stranky) velikosti B ©
Velikost cache je M, takze cache ma P = % bloku

Procesor mlze pristupovat pouze k datim ulozenych v cache

Pamét je pIné asociativni @

Data se mezi diskem a cache presouvaji po celych blocich a nasim cilem je uréit
pocet blokl nactenych do cache

Cache-aware algoritmus

Algoritmus zna hodnoty M a B a podle nich nastavuje parametry (napf. velikost vrcholu
B-stromu pfi ukladani dat na disk).

-- Cache-oblivious algoritmus

10 12 14 16 18 20 2 o4 26 8 30 Algoritmus musi efektivné fungovat bez znalosti hodnot M a B. Disledky:
@ Neni tfeba nastavovat parametry programu, ktery je tak prenositelnéjsi
@ Algoritmus dobfe funguje mezi libovolnymi Grovnémi paméti (L1 — L2 — L3 — RAM)
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Time [s]

log, n




@ Pro zjednoduseni predpokladame, Ze jeden prvek zabira jednotkovy prostor, takze
do jednoho bloku se vejde B prvku.

@ Predpokladame, ze kazdy blok z disku mize byt ulozeny na libovolné pozici v
cache. Tento pfedpoklad vyrazné zjednodu$uje analyzu, i kdyz na reéinych
poéitacich moc neplati, viz
https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity.
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Cache-oblivious analyza: Binarni halda a vyhledavani

Binarni halda v poli: Priichod od listu ke kofeni

Beginning of the heap Accessed nodes Page

@ Cesta ma ©(log n) vrcholl

@ Poslednich ©(log B) vrcholu lezi v nejvyse dvou blocich
@ Ostatni vrcholy jsou uloZeny v po dvou riznych blocich
@ ©(logn — log B) = ©(log 3) pfenesenych bloki ®

@ Porovnavame ©(log n) prvku s hledanym prvkem ®

@ Poslednich ©(log B) prvku je ulozeno v nejvyse dvou blocich
@ Ostatni prvky jsou uloZeny v po dvou riznych blocich

@ O(log n — log B) pfenesenych bloku
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Cache-oblivious analyza: Mergesort

Pfipad n < M/2

Celé pole se vejde do cache, takze prenasime 2n/B + O(1) bloki. ®

Length of merged array

Height of the recursion tree

ni ]
n/2( I 1
n/4 T ] log,(n/z)
log, n
Z1 —
. J:Iogzz
1

Ptipad n > M/2

@ Necht z je maximalni velikost pole, kterd mize byt setfidéna v cache @
Q Platiz< ¥ <2z

@ Siliti jedné urovné vyzaduje 24 + 22 + O(1) = O(4§) prenosii. ®

Q Pocet prenesenych blokui je O(4) (1 +log, 2) = O(glog f). ®
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Trivialni pfistup

Strategie pro vymeénu stranek v cache

OPT: Optimalni off-line algoritmus pfedpokladajici znalost vSech pfistupli do paméti
FIFO: Z cache smazeme stranku, ktera je ze v§ech stranek v cachi nejdelsi dobu
LRU: Z cache smazeme stranku, ktera je ze vSech stranek v cachi nejdéle nepouzita

Trivialni algoritmus pro transpozici matice A velikost k x k

1 fori«+ 1to kdo
2 Lforﬂ—i#—ﬂokdo

3 L Swap(A,,, A/‘,‘)

Uvazujeme pouze pripad
@ B < k: Do jednoho bloku cache se nevejde cela fadka matice
@ P < k: Do cache se nevejde cely sloupec matice
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Cache-oblivious analyza: Scanning

Precteni souvislého pole (vypocet maxima, souétu a podobné)

Element Block  Memory

l

@ Minimalni mozny pocet pfenesenych bloku je [n/B].
@ Skutecny pocet pfenesenych bloku je nejvyse [n/B] + 1.
@ Predpokladame, ze mame k dispozici O(1) registrii k ulozZeni iteratoru a maxima.

Obraceni pole

Pocet prenesenych bloku je stejny za predpokladu, ze P > 2.
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@ Presngji ©(max {1,log n — log B}). Dale predpokladame, ze n > B.
@ Pro jednoduchost uvazujeme netispésné vyhledavani.
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@ Polovina cache je pouzita na vstupni pole a druha polovina na slité pole.

@ Pro jednoduchost pfedpokladame, Ze velikosti poli v jedné drovni rekurze jsou
stejné. z odpovida velikosti pole v Urovni rekurze takové, Ze dvé pole velikost z/2
mohou byt slity v jedno pole velikost z.

@ Sliti véech poli v jedné drovni do poloviéniho poctu poli dvojnasobné délky
vyzaduje precteni vSech prvkl. Navic je tfeba uvazovat nezarovnani poli a bloku,
takze hrani€ni bloky mohou patfit do dvou poli.

@ Funnelsort prenese O(4 log, ) bloku.
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Trivialni pfistup

Pfiklad: Representace matice 5 x 5 v paméti

11]12]18]14] 15] 21| 22| 23 24| 25] 31 [ 32] 33] 34| 35] 41 [42 [ 43[ 44| 45| 51 | 52] 53] 54 55|

LRU a FIFO strategie

Pfi ¢teni matice po sloupcich si cache pamatuje poslednich P fadku, takze pfi ¢teni
prvku As» jiz prvek A 1 neni v cache. Pocet prenesenych blokd je Q(k?).

OPT strategie

@ Transpozice prvniho fadku/sloupce vyZaduje alespon k — 1 prenosu.

@ Nejvyse P prvkl z druhého sloupce zustane v cache.

@ Proto transpozice druhého fadku/sloupce vyzaduje alespoi k — P — 2 pfenosu.
© Transpozice i-tého fadku/sloupce vyzaduje alespon max {0, k — P — i} prenosu.
© Celkovy podet prenosu je alespoit k" k — P — i = Q ((k — P)?).
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https://en.wikipedia.org/wiki/CPU_cache#Associativity

Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Cache-aware pristup

Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

Cache-aware algoritmus pro transpozici matice A velikost k x k

# Nejprve si rozdélime danou matici na submatice velikosti ZX Z
1 for (i=0;i < k;i+ = z)do
2 for j=i;j < k;j+ = z)do
# Transponujeme submatici za&inajici na pozici (i,j)
3 for (i = i; ii < min(k, i+ z);ii + +) do
L for (jj = max(j, i +1); jj < min(k,j + z); j + +) do

LN

| Swap(Ai, Aji)

Hodnoceni

@ Optimalni hodnota z zavisi na konkrétnim pocitaci
@ Vyuzivame jen jednu Uroven cache
@ P¥i spravné zvolené hodnoté z byva tento postup nejrychlejsi

Jirka Fink Datové struktury | 97

Rekurzivné rozdélime na submatice

A1 A T Al AL
A= A =
< Azt A ) ( A1Tz A;z

Matice Ai1 a Aq» se transponuiji podle stejného schématu, ale A» a A»1 se prohazuii.

Jirka Fink Datové struktury | 98

Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

1 Procedure transpose_on_diagonal (A)

2 if Matice A je mala then

3 \ Transponujeme matici A trivialnim postupem
4 else

5 Ai1, A2, Aot Aze + soufadnice submatic

6 transpose_on_-diagonal (Ar)

7 transpose_on_diagonal (Ag)

8 transpose_and_swap (A12, A1)

9 Procedure transpose_and_swap (A, B)

10 if Matice A a B jsou malé then
1 \ Prohodime a transponujeme matice A a B trividlnim postupem
12 else
13 Ai1, Ar2, Aot Asz, Bi1, B2, Bot, Bao +— soufadnice submatic
14 transpose_and_swap (A11, Bi1)
15 transpose_and_swap (A12, B1)
16 transpose_and_swap (A2, Bi2)
17 transpose_and-swap (Az, Bx)
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@ Stacilo by predpokladat, ze pocet bloku je alespon Q(B). Mame-li alespor 48
bloku, pak je postup algebraicky jednodussi.

@ Pokud zacatek radky neni na zacatku bloku, tak je jeden fadek submatice ulozen
ve dvou blocich.

@ Funkce transpose_and_swap pracujeme se dvéma submaticemi.

z . . > v K2 . v
© Cela matice je ulozena v alespon % blocich paméti.

Jirka Fink Datové struktury | 100

@ Plati pro B-regularni haldu. B-strom ma vysku ©(logg(n).
@ Asymptoticky optimalni feeni — dukaz je zalozen na Information theory.
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Cache-oblivious analyza: Transpozice matic: Rekurzivni transpozice

Analyza poctu prenesenych bloku

@ Predpoklad ,Tall cache*: M > 4B, 1j. pocet bloku je alespon 4B ®

@ Necht z je maximalni velikost submatice, ve které se jeden fadek vejde do
jednoho bloku ®

Q Plat:z<B<2z

©Q Jedna submatice z x z je uloZzena v nejvyse 2z < 2B blocich
@ Dvé submatice z x z se vejdou do cache ®

@ Transpozice matice typu z x z vyzaduje nejvyse 4z prenosu
@ Mame (k/z)? submatic velikosti z

© Celkovy pocet prenesenych bloku je nejvyse ‘;é -4z < % = O(g)

@ Tento postup je optimalni az na multiplikativni faktor ®
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Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stromu

Sestrojit reprezentaci binarniho stromu efektivné vyuzivajici cache.
Poc¢itame pocet naétenych bloku pfi prachodu cesty z listu do kofene.

Binarni halda

Velmi neefektivni: Pocet pfenesenych blokl je ©(log n — log B) = ©(log )

B-regularni halda, B-strom

@ Vyska stromu je logg(n) + ©(1) ©

@ Jeden vrchol je uloZen v nejvySe dvou blocich

@ Pocet naétenych bloki je ©(logg(n)) @

@ Nevyhody: cache-aware a chtéli jsme binarni strom

Pfevedeni na binarni strom

Kazdy vrchol B-regularni haldy nahradime binérnim stromem.
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Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stromu

al|aja2

[b1]b[b2] [c1]c]e2] [d1]d[d2] [e1]e]e2]

f]f]12 ---skipped.... 21]2]z2

a|at]a2| b [b1]b2] ¢ [c1]c2| d [a1]d2] e [et[e2] 1 [ ][ .| [ [z]z1]z2
e o - 7

Path fro;nTrTe root E;t;e leaf f2
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Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stromu

Cache-oblivious analyza: Reprezentace binarnich stromu

Rekurzivni ,pottom-up” konstrukce van Emde Boas rozlozeni

@ van Emde Boas rozlozeni VEB, fadu 0 je jeden vrchol

@ VEB obsahuje jednu Jhorni“ kopii VEB,_1 a kazdému listu ,horni* kopie ma dvé
,dolIni“ kopie VEB_1

@ V poli jsou nejprve ulozena ,horni“ kopie a pak nasleduji v§echny ,dolni“ kopie

Poradi vrcholl v poli podle van Emde Boas rozlozeni
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Véta (Sleator, Tarjan [24])

@ Necht sy, ..., sk je posloupnost pFistupt do paméti @

@ Necht Popr a Piry je pocet bloki v cache pro strategie OPT a LRU @
@ Necht Fopr @ FLry je poget pfenesenych bloki ©

@ Plru > Popt

< Aa
Pak Fipy < g Fopt + Popr

Dusledek

Pokud LRU muze uloZit dvojnasobny pocet blokl v cache oproti OPT, pak LRU ma
nejvy$e dvojnasobny podet pienesenych blokl oproti OPT (plus Popr). @

Zdvojnasobeni velikosti cache nema vétsinou vliv na asymptoticky pocet

prenesenych blokul
@ Scanning: O(n/B)
® Mergesort: O(3 log #)
@ Funnelsort: O(4 loge §)
@ The van Emde Boas layout: O(logg n)
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Cache-oblivious analyza: Srovnani OPT a LRU strategii

Dukaz (FLRU < &FOPT aF POpT)

PLru—Popt

@ Pokud LRU ma f < P gy pfenesenych bloki v podposloupnosti s, pak OPT
prenese alespon f — Popr blokll v podposlopnosti s

o Pokud LRU nacte v podposloupnost f riiznych blokd, tak podposloupnost obsahuje
alespon f rliznych bloku

o Pokud LRU nacte v podposloupnost jeden blok dvakrat, tak podposloupnost obsahuje
alespon P gy > f riznych bloku

o OPT ma pred zpracovanim podposloupnosti nejvySe Popr blokl z podposloupnosti v
cache a zbylych alespon f — Popt musi nacist

@ Rozdélime posloupnost s, . . ., sk na podposlopnosti tak, ze LRU pfenese PLry
bloku v kazdé podposloupnosti (kromé posledni)
@ Jestlize Fipr and Fgy jsou potty prenesenych bloku pfi zpracovani libovolné
podposloupnosti, pak F/ry < ﬁ et (Kromé posledni)
o OPT pfenese Flor > PLru — Popr bloku v kazdé podposloupnosti

o Tedy Alru < __ Py
Foer = Prru—Popt

i Colatl Py pur
Q V posledni posloupnosti plati Fay < pr - Fépr + Popr
i PLry
o Plati Fipr > Flpy — Popr a1 < prnfip
A
o Tedy Ay < Fder + Popt < o Foer + Popt
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Srovnani rychlosti éteni a zapisu z paméti

2 -
—— Read, d=1024
—— Read, d=32
Write, d=1024
15 | Write, d=32
—— Read, d=1
Write, d=1
o)
-
=
0.5
0 4 4 4 4 4 4 4 4 4 il
10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
log, n
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Rekurzivni ,top-down* konstrukce van Emde Boas rozlozeni

@ Necht h = log, n je vyska stromu

@ Necht z je maximalni vyska podstromu, ktery se vejde do jednoho bloku
@ Plati: z < log, B < 2z
@ Pocet podstromu vysky z na cesté z korene do listu je
h 2Icg2n=2log n
z = log, B B
@ Pocet nactenych bloku je ©(logg n)
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@ s znadi blok paméti, se kterym program pracuije, a proto musi byt naéten do
cache. Posloupnost s, . . ., sk je pofadi blok( paméti, ve kterém algoritmus pracuje
s daty. Pfi opakovaném piistupu do stejného bloku se blok posloupnosti opakuje.

@ Predstavme si, Ze OPT strategie pustime na pocitai s Popr bloky v cache a LRU

strategie spustime na pocitaci s Popt bloky v cache.

@ Srovnavame pocet prenesenych bloki OPT strategie na pocitaci s Popr bloky a
LRU strategie na pocitaci s Popr bloky.

@ Formalné: Jestlize PLry = 2Popr, pak Firu < 2Fopt + Popr.
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Srovnani rychlosti éteni a zapisu z paméti

Cteni z paméti

# Inicializace pole 32-bitovych ¢isel velikosti n
1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 LA[i]=i+d# Vezmeme kaZdou d-tou pozici a vytvofime cyklus
3 A[i=0]=0
# M&fime dobu pr@b&hu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
4 for (j=0; j< 2%; j++) do
5 L i=Ali] # Dokola prochdzime cyklus d-tych pozic

Zapis do paméti

1 mask=(1<<n)—1

# M&fime dobu prubéhu cyklu v zdvislosti na parametrech n a d
2 for (j=0; j< 2%8; j++) do
3 LA[(]*d)&mask]:j# Dokola zapisujeme na d-té pozice
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Par trikl na zavér

Ktera varianta je rychlejsi a o kolik?

# Pouzijeme modulo:
1 for (j=0; j< 2%8; j++) do
2 | Al(d) %n]=j
# PouzZijeme bitovou konjunkci:
3 mask=n—1# Predpokldddme, Ze N je mocnina dvojky
4 for (j=0; j< 2%; j++) do
5 L A[(j*d) & mask] = j

Jak dlouho pobéZi vypocet vynechame-li posledni radek?

1 for (i=0; i+d<n; i+=d) do
2 L Ali] = i+d
3 A[i=0]=0
# M&fime dobu prub&hu cyklu v zavislosti na parametrech n a d
4 for (j=0; j< 2%8; j++) do
5 L i=Al]
6 printf("%d\n”, i);
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Cviceni:

6.1. Vymyslete co nejkratsi funkci na transpozici matic. Celou transpozici je mozné
implementovat pomoci jedné rekurzivni funkci, kde vlastni rekurzivni volani je na 5
fadkl a dalSich 5-10 fadkl je na deklarace a zakonéeni rekurze (v zavislosti na
zvoleném jazyce). Funkce by méla transponovat i ¢tvercové matice, jejichz velikost
neni mocnina dvojky.

6.2. V praxi rekurzivni volani znacné zpomaluje transponovani matic, a proto zkuste
vymyslet postup nevyuzivajici rekurzi (ani zasobnik). Dokazali byste efektivné
vygenerovat posloupnost pozic [it, ji], [i2, j2], - - -, [i(k),j(k)] matice typu k x k, ktera

2 2

transponuje matici (zavolanim Swap(A; ;, A;,;) pro vSechna /= 1,2,..., (g)) v
cache-oblivious pofadi? Pro zjednodu$eni mlzete predpokladat, Zze k je mocnina
dvojky.

6.3. Podobny problém jako u rekurzivni transpozice matic nastava i u van Emde Boas
rozloZeni. Jak pro danou pozici v poli ur€it pozice otce a synli v van Emde Boas
rozlozeni? Najdéte co nejrychlej$i zplsob nalezeni cesty z daného vrcholu do
kofene.

6.4. Provedte cache-oblivious analyzu algoritmd na nasobeni dlouhych Gisel.

6.5. Analyzujte linearni algoritmus na hledani medianu.

6.6. Analyzujte nasledujici algoritmy na nasobeni matic:

o Dle definice
o Nejprve se druhéd matice ztransponujte a poté se vynasobi s prvni
o Rekurzivni déleni na bloky
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0 Literatura

@ Navic obvykle vyzadujeme, aby heSovaci funkci §lo spocitat v ¢ase O(1) a aby
funkci bylo mozné popsat O(1) parametry.
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o Strassen
6.7. Urcete stfedni hodnotu poctu pfenesenych bloku randomizovaného Quick-sortu.

6.8. k-way Merge-sort rozdéli pole na k ¢asti, které rekurzivné setfidi a slije
dohromady. Najdéte optimalni hodnotu k pro cache-aware k-way Merge-sort.

6.9.
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Hesovani

Zakladni pojmy
©® Mame univerzum U = {0,1,...,u — 1} v8ech prvka
@ Chceme ulozit podmnozinu S C U velikosti n
@ Ulozime S do pole velikosti m pomoci hesovaci funkce h: U — M, kde
M={0,1,....m—1}
@ Dva prvky x, y € S koliduji, jestlize h(x) = h(y)
@ HesSovaci funkce h je perfektni na S, jestlize h nema zadnou kolizi S

Nepratelska podmnozina

Pokud u > mn, pak pro kazdou heSovaci funkci h existuje S C U velikosti n takova, ze
h hesuje v§echny prvky z S do jedné prihradky.

Poznamky
@ Neni mozné sestrojit jednu funkei dobfe hesujici libovolnou podmnozinu S C U
@ Pro danou podmnozinu S C U Ize sestrojit perfektni heSovaci funkci

@ Sestrojime mnozinu heSovacich funkci # takovou, Ze ndhodné zvolena funkce
h € H hesuje libovolnou podmnozinu S v primérném piipadé uspokojivym

zplsobem

Universalni heSovani

Sestrojit systém H hesovacich funkci f : U — M takovy, Ze nahodné zvolend funkce
f € H hesuje libovolnou mnozinu S ,vétSinou dobre”.

Uplné nahodna hesovaci funkce

@ Systém H obsahuje vSechny funkce f: U - M

Plati P[h(x) = z] = L pro vechnax € Uaz e M

Nahodné prihradky h(x) a h(y) jsou nezavislé pro rizné x,y € U
Nepraktické: k zakédovani funkce z H pottebujeme ©(ulog m) bitt
Nékdy se pouziva k analyze heSovani

c-universalni systém

Systém hesovacich funkci H je c-universalni, pokud nahodné zvolena h € H spliiuje
Plh(x) = h(y)] < £ prokazdé x,y e Uax #y. ®

Priklad c-universalniho systémy (Cviceni 7.5)

@ 1 = {ha(x) = (ax mod p) mod m; 0 < a < p}, kde p > u je prvocislo
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Universalni hesovani

2-nezavisly systém heSovacich funkci

Systém hesovacich funkci H je 2-nezavisly, pokud ndhodné zvolena h €  spliiuje
Plh(xi) = z1 a h(xe) = 2] = O(7%) pro kazdé xi, x, € Ua xi1 # X2 a 21,2 € M.

k-nezavisly systém hesovacich funkci

Systém hesovacich funkci H je k-nezavisly, pokud ndhodné zvolend h € H spliiuje
Plh(x;) = ziprovSechnai=1,... k] = O(#) pro vSechna po dvou riizna
X1,..., Xk € UavSechna zy,...,z € M.

@ k-nezavisly systém heSovacich funkef je (k — 1)-nezavisly

@ 2-nezavisly systém heSovacich funkci je c-universalni pro néjaké c

@ Najdéte 1-universalni systém, ktery neni 2-nezavisly

@ Jestlize P[h(x;) = z pro vSechnai=1,...,k] < # pro véechna zi,...,2zx € M,
pak P[h(x;) = z;provSechnai=1,... k] = # pro vSechna zi,...,zc € M

1-nezavisly systém neni uzitecny

Systém H = {ha(x) = a; a € M} je 1-nezavisly, ale nepouzitelny.
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Universéalni heSovani: Multiply-mod-prime

@ Necht p je prvogislo vétsi nez u a [p] znati {0,...,p— 1}

@ hap(x) = (ax + b mod p) mod m

© H = {hap; a,b e [p],a+#0}

@ Systém H je 1-universalni a 2-nezavisly, ale neni 3-nezavisly

Lemma

Pro libovolna riizna xi, x2 € [p] rovnice

y1=ax;+b modp
Y2 =axe+b mod p

definuji bijekci mezi (a, b) € [p]? a (y1, y2) € [o]?
a dale bijekci mezi {(a, b) € [p]*; a# 0} a {(y1,¥2) € [P y1 # Y2}

@ Pro danou dvojici (1, y2) existuje jedinna dvojice (a, b) splfiujici rovnice
o Odecdtenim dostavame a(x; — x2) = y1 — y» mod p
o Vtélese GF(p) = Zp dostavame a = (y1 — y2)(x1 — x2) ™', b=y — axy

@ Zfejmé plati a = 0 pravé tehdy, kdyz y; = y»

Universéalni heSovani: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime

@ hap(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvocislo vétsi nez u
® 1 = {hap; a,b € [p], a # 0}

Pro libovolna rdizna xi, x2 € [p] rovnice

yi=axi +b modp
Y2 =axa+b mod p

definuji bijekei mezi (a, b) € [p]? a (y1, y2) € [p]?.

Systém # je 2-nezavisly

@ Pocet y; takovych, Ze z; = y; mod m je nejvyse [ 2]

@ Pocet (y1, y2) takovych, Ze zi = y; mod ma z, = y» mod m je nejvyse {%}2
@ Pocet funkei ha,p takovych, ze ha p(X1) = 21 @ hap(X2) = 22 je nejvyse [%]2

2 2 2
® Plhao(x1) = 21 a haslxe) = ] < [8]° 5 < (22)° 2 < (2) 3 =0(%)

Universalni heSovani: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime

@ h,p(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvocislo vétsi nez u
® H = {hap; a,bec [p],a+0}

Pro libovolna riizna xi, x2 € [p] rovnice

yi=axi+b modp
Yo=axa+b mod p

definuii bijekci mezi {(a, b) € [p]%; a # 0} a {(y1,¥2) € [PI% 1 # y2 .
Systém # je 1-universalni

@ Pro xi # xz plati hap(x1) = hap(x2) prévé tehdy, kdyz y; = y» (mod m) a ys # y»
@ Pro y; existuje nejvyse [2] — 1 hodnot y» takovych, Ze y; = y» (mod m) a y1 # y»

o Poget takovych dvojic (y1, y2) je nejvyse p([2] — 1) < p(Brm=" — 1) < &E-1)
@ Pocet funkei h,» € H zplisobuiicich kolizi hap(X1) = hap(X2) je nejvyse 21

m
@ Tudiz Plhap(x1) = hap(X2)] < anﬁ;w) €4,
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Universalni heSovani: Multiply-mod-prime

Systém Multiply-mod-prime
@ h,p(x) = (ax + b mod p) mod m, kde p je prvocislo vétsi nez u
o " ={hap; a,be[p],a# 0}

@ Zvolme x1, X2, X3 € U po dvou rizné takové, ze x; + xo = 2x3

@ Zvolme z1, 20,23 € M takové, ze zi + zo = 2z3

@ Predpokladejme, ze p = m je prvocislo

o Jestlize h(x1) = z1 a h(x2) = z2, pak h(xz) = z3

@ 2h(x3) =p 2(axz + b) =p (axq + b) + (axa + b) =p 21 + 22 =p 223
@ Podminénd pravdépodobnost P[h(x3) = zs|h(x1) = z1 a h(x2) = z2] =1
@ Plh(xs) = zs a h(x1) = 21 a h(x2) = 2]
= P[h(xs) = zs|h(x1) = z1 a h(x2) = z2] P[h(x1) = z1 @ h(x2) = 22|

= Plh(x1) = z1 a h(x2) = z2] = ©(5), coz neni O ()
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Universéalni heSovani: Poly-mod-prime

Systém Poly-mod-prime

@ Necht p je prvogislo vétsi nez ua k > 1 celé &islo
@ Mo (X) = (X4, aix’ mod p) mod m
o H= {ha()w-,akq; ao,...,ak-1 € [p]}

Cviceni 7.16: k-nezavislost

Systém Poly-mod-prime je k-nezavisly.
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Universélni heSovani: Tabulkové heSovani

o Pfedpokladame, ze u = 2% a m = 2' a w je nasobek d

@ Bitovy zapis &isla x € U rozdélime na d &asti x°, ..., x?~" po % bitech
@ Pro kazdé i e [d] vybereme nahodnou hesovaci funkci T; : [2*/9] — M
@ Hesovaci funkce je h(x) = To(X°) @ - -- @ Ty_1(x?~")

llustrativni priklad
Jedna ¢ast \ )
Jeden bit

—
3

0 1 2

X X

| | | |
bl

h(x) = To(x°) @ Ti(x") @ To(x®) @ T3(x%)

X X

Univerzalita

Tabulkové hesovani je 3-nezavislé, ale neni 4-nezavislé.
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Universalni heSovani: Multiply-shift

® Predpokladame, ze u=2"am =2
® ha(x) = (ax mod 2") >> (w — /)
@ 1 = {ha; aje liché w-bitové &islo }

Implementace v C

uint64_t hash(uint64_t x, uint64_t 1, uint64_t a)
{ return (axx) >> (64-1); }

2-nezavislost (bez dukazu)

Pro kazdé xi,x € [2¥], x1 # x2 @ 1,2 € M plati P[h(x1) = z1 a h(x) = z2] = -5

m"
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Universalni hesovani: Tabulkové heSovani

Tabulkové hesovani

@ Predpokladame, ze u = 2" a m = 2/ a w je nasobek d
o Bitovy zapis &isla x € U rozdélime na d ¢asti x°,...,x°~" po ¥ bitech
@ Pro kazdé i € [d] vybereme nahodnou he$ovaci funkci T; : [2%/9] = M
@ Hesovaci funkce je h(x) = To(xX°) & --- & T4 (x4 ")

Univerzalita
Tabulkové heSovani je 3-nezavislé, ale neni 4-nezavislé.

Dukaz 2-nezavislosti (3-nezavislost je Cviceni 7.12)

@ Méjme dva prvky x1 a x; liSici se v i-tych ¢astech
@ Necht hi(x) = To(x°) & --- @ T (X ) @ Tia(xX* Y & @ Ty_1 (x4 )
@ Plh(x1) = z1] = P[hi(x1) @ Ti(x}) = z1] = P[Ti(X}) = z1 & hi(x1)] = 10
@ Nahodné jevy h(x1) = z1 a h(x2) = zz jsou nezavislé

o Nahodné proménné T;(x]) a Tj(x}) jsou nezavislé

o Nahodné jevy Ti(x{) = z1 © hi(x1) a Ti(x}) = z2 @ hi(x2) jsou nezavislé
o Plh(x1) = z1 a h(x2) = 2] = P[h(x1) = z1]P[h(x2) = 2] = -
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@ Ti(x{) nabyva viech hodnot z M se stejnou pravdépodobnosti L a nahodné Universalni hedovani: Tabulkové hedovani
proménné Ti(x;) a z1 ® hi(x1) jsou nezavislé.

Tabulkové hesovani neni 4-nezavislé

@ Zvolime prvky xi, X2, X3 a x4 takové, ze
o Gasti x spliiuji x) =0, x{ =0,x] =0proi>2
o Gasti xp spliuji XY =1, x] =0,x, =0proi>2
o &asti xg spliuji x =0, xI =1, x, =0proi>2
o Gasti x4 spliiuji x§ =1, x] =1,x; =0proi>2
Q Jestlize h(x1) = h(x2) = h(xs) = z, pak h(xs) = z
o Z h(xy) = h(xz) = z plyne
To(0) = To(x)) = ho(x1) ® z = ho(x2) ® 2 = To(x) = To(1)
o Z h(xy) = h(x3) = z plyne
T1(0) = T1(x{) = (x1) @ 2 = M (xs) ® 2 = Ty (x}) = Ty (1)
o Z h(xy) = h(x2) = h(x3) = z plyne
h(xa) = ho,1(xa) & To(1) & T1(1) = ho,1(x1) & To(0) & T1(0) = h(x1) = 2,
kde ho1(x) = Ta(x?) @ --- @ Tg_4(x?~")
© Podminéna pravdépodobnost P[h(xs) = z|h(x1) = h(x2) = h(Xs) = z] = 1
© Plh(x) = h(xe) = h(xe) = h(xs) = 2]
= P[h(xs) = z|h(x1) = h(x2) = h(xs) = 2] - P[h(x1) = h(x2) = h(xs) = 2]
= -5, coz neni O (%)
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Universalni heSovani: Ve @ X,...,Xq jsou koeficienty polynomu stupné d a polynom je v proménné a.

@ Dva rizné polynomy stupné nejvyse d maji nejvyse d + 1 spolecnych bodu, takze
existuje nejvySe d + 1 kolidujicich hodnot a.

Multiply-shift pro vectory pevné délky k

@ Chceme hegovat vektor xi, ..., Xg € U=[2"] do S = [2'], zvolme v > w + [ — 1
® hay o ayb(Xts. . %) = (b+ X0, axi) mod 2%) >> (w — )
° 'Hf{ha‘ ..... ag,by 61,.A.,ad,b€[2‘/]}

@ Systém H je 2-nezavisly (bez dukazu)

Poly-mod-prime pro rtizné dlouhé fetézce |

@ Chceme hesSovat fetézec xo, ..., Xq € U do [p], kde p > u je prvocislo

@ ha(X0, .-, Xa) = 105 xi&d mod p ®

© 1 = {hy ac [p]}

@ Plha(Xo,. .., Xa) = ha(Xg, ..., Xy)] < "—;‘ pro rlizné fetézce délek o’ < d. ®

Poly-mod-prime pro rtzné dlouhé fetézce Il

@ Chceme hesovat fetézec xo, . .., xg € U do M, kde p > m je prvocislo

@ Napo(Xos- -, Xa) = (b+ e, xid mod p) mod m
@ H = {hapc; ab,c < [p]}

® Plhapc(Xo0,-- -3 Xa) = hapc(Xgs -, Xo)] < % pro riizné fetézce délek o’ < d < 2.

@ Amortizovana analyza Lemma (Cviceni 7.2)

e Splay strom Cekame-li na udalost, ktera nastane v jednom kroku s pravdépodobnosti p (nezavisle
na ostatnich krocich), pak E[# krokd] = 1.

e (a,b)-strom a erveno-Cerny strom

Narozeninovy paradox
Q Halay [Narozeninovy paradox |

Pokud n mi¢t hodime do m > n kosu, pak pravdépodobnost, Zze v kazdém kosi je
@ cache-oblivious algorithms nejvyse jeden mic, je @

m— | 2
°He§0véni H m ~e

@ Perfektni heSovani n—1 )
2

. . i
o[, mi (14 )~ e n=e 7 —e m ~e

m =1

Dusledek
@ Geometrické datové struktury (Dosledek ... .|

Pro danou podmnozinu S C U velikosti na pro m = ©(n?) Ize najit perfektni heSovaci

e Dynamizace funkci do tabulky velikosti m tak, ze vyzkousime v prdméru O(1) ndhodnych
heSovacich funkei.
&) Bloom Filtr
@ Literatura
@ Predpokladame, Ze se kazdym micem trefime do pravé jednoho kose, do kazdého FKS statické hedovani (Fredman, Komls, Szemerédi [6])
kose se trefime se stejnou pravdépodobnosti a jednotlivé hody jsou nezavislé. ’ ’

Dikaz: i-ty mic padne do prazdného koSe s pravdépodobnosti m?é“; takze Cil: Dvoutiroviiové perfektni hedovani do paméti velikosti ©(n)
pravdépodobnost, Ze v kazdém kosi bude nejvySe jeden mic, je [y 7. @ V prvni Grovni heSujeme v8echny prvky do tabulky velikosti ©(n)

Pouzitim aproximaci prvniho fadu funkce € ~ 1 + x dostavame

@ Necht n; je pocet prvku v j-té piihradce

-1 : 1 n n
i‘[ (1 + ;’) ~ T ek e HE _ e,@ ~ e B @ V druhé trovni pro kazdou pfihradku j sestrojime perfektni heSovaci funkci do
mJ7 i tabulky velikosti ©(r?)

i

SR

i=1
@ K volbé heSovaci funkce pouzivame c-universalni systém
@ Operaci Find mame v konstantnim ¢ase vypoctem dvou heSovacich funkci

Markovova nerovnost

Jestlize X je nezaporna nahodna veli¢ina a ¢ > 1, pak P[X < cE[X]] > 1.

Nalezeni primarni heSovaci funkce s nejvySe n kolizemi

o Efftkolizil = Xy, PIh(x) = h(y)] < (3) € < & < 2 pro m = [cn]
@ Pl# kolizi < n] > P[# kolizi < 2E[# kolizi]] > %

@ Ocekavany pocet pokusl na nalezeni heSovaci funkce s nejvyse n kolizemi je
mensi nez 2

o Pamétova i otekavana ¢asova slozZitost je O(n)

Jirka Fink Datové struktury | 126 Jirka Fink Datové struktury | 127



Cil: Dvouurovnové perfektni heSovani do tabulky velikosti ©(n) @ Amortizovana analyza

FKS statické heSovani (Fredman, Komloés, Szemerédi [6])

@ V prvni Grovni heSujeme vSechny prvky do tabulky velikosti ©(n)
@ Necht n; je potet prvku v j-té pfihradce

@ V druhé trovni pro kazdou piihradku j sestrojime perfektni heSovaci funkci do e (a,b)-strom a Gerveno-&erny strom
tabulky velikosti ©(nf)
@ K volbé heSovaci funkce pouzivdme c-universaini systém o Haldy

e Splay strom

@ Operaci Find mame v konstantnim €ase vypoétem dvou heSovacich funkci

e Cache-oblivious algorithms

Nalezeni sekundarnich perfektnich heSovacich funkci © Hosovani

of < 3 pro m; = [cn?|

2m; —

@ E[# kolizi v j-té tabulce] <

@ Pl kolizi v j-té tabulce < 1] > 1 @ Separované fetézce

@ Soucet velikosti sekundarnich tabulek je O(n)

o S m=X7, [e] <m+cTlm+205], (3) =

e o o Geometrické datové struktury
m+ cn + 2c (# kolizi primarni tabulky) = O(n)

@ Ocekavana ¢asova slozitost nalezeni vSech sekundarnich he$ovacich funkci je e Dynamizace
m
> 0(my) = O(n)
& Bloom Filtr

HeSovani se separovanymi fetézci HeSovani se separovanymi fetézci: Pocet prvku v prihradce

Znaceni

® o = £ je faktor zaplnéni; pfedpokladame o = ©(1)
@ /; je ndhodna proménna indikujici, zda i-ty prvek patfi do j-tého koSe
@ A =35 ljje pocet prvka v j-té pfihradce

Pozorovani

Pokud je heSovaci systém silné 1-nezavisly, pak oéekavany pocet prvkl v piihradce je
E[A]=a ©

° E[A/] = E[Zies IU] = Zies E[Iii] = Zies P[h(i) :/] = ngslm = % ®

Implementace

V pfihradce j jsou ulozeny vSechny prvky i € S splfiujici h(i) = j ve spojovém

seznamu, dynamickém poli nebo vyhledavacim stromé.

@ std::unordered_map v C++ Pokud je heSovaci systém silné 2-nezavisly, pak

@ Dictionary v C# ° E[A]=a(l+a—1/m)

° H'aSIhMaP v Java o E[A%] = E[(Xics 1) (Tres )] = Zies EUF] + X kes,izn Elilgl =
@ Dictionary v Python = Y5 PIO() = ]l + X kesink EIN(D) = jah(k) =] = a + "0 @

e Var(A)=a(1 —1/m)
o Var(A) = E[A2] - E2[A] = o(1 + o — 1/m) — a?

@ Systém hesovacich funkci # je silné k-nezavisly, pokud nahodné zvolena h € H He$ovani se separovanymi fetézci: Slozitost operace Find
spliiuje P[h(x;) = z pro véechna i =1,...,k] = - pro véechna po dvou riizna
Xi,...,Xk € Uav8echna zy,...,zx € M.

@ Druhé rovnost plyne z linearity stfedni hodnoty, druha z definice stfedni hodnoty a Odekavany pocet porovnani pii ispésné operaci Find

treti z 1-nezavislosti.

@ Druha rovnost plyne z distribu¢niho zékona a linearity stfedni hodnoty a posledni
rovnost plyne ze silné 2-nezavislosti.

@ Celkovy pocet porovnani pri vyhledani véech prvku délime poctem prvku
@ Predpokladame silnou 2-nezavislost heSovaciho systému

@ Celkovy pocet porovnani pfi vyhledani véech prvki je 3, S5 k = 3, 440
@ Ocekavany pocet porovnani je 1 + 5 — ﬁ
Ai(A
o E [% T @] = A (E[S Al + 5 EIA2]) = Jo(n+ ma(l +a — 1))

Ocekavany pocet porovnani pfi nelispésné operaci Find

@ Pocet porovnani pii netispésném hledani prvku x je pocet prvkl i € S spliujici
h(i) = h(x)
@ Tedy chceme spoéitat E[| {i € S; h(i) = h(x)}[]
@ Predpokladame c-universalni heSovaci systém
@ Pouzitim linearity stfedni hodnoty dostavame
o E[|{i€S; h(i) = h(x)}] = Ejcs Plh(i) = h(X)] < Ejcs 7 = cor
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i Q PE]=1-F5>1-%pron>3

HeSovani se separovanymi fetézci: Nejdelsi fetézec

Posloupnost ndhodnych jevl Es, n € N se vyskytuje s velkou pravdépodobnosti, pokud
existuji ¢ > 0 a my € N takové, ze pro kazdé n > no plati P[Ep] > 1 — %

Trivialni priklad
Jestlize ndhodné hodime n mi€t do n kosu, pak s velkou pravdépodobnosti jsou
alespoi dva ko$e neprazdné. @ .

Délka nejdelSiho fetézce

Pokud a = ©(1) a systém heSovacich funkci je Uplné nahodny, pak délka nejdelsiho
fetézce maxjey A = @(,o'g",%) s velkou pravdépodobnosti. Plati i pro

° Io';’I%—nezévisly systém (Schmidt, Siegel, Srinivasan [23])

@ tabulkové hesovani (Patrascu, Thorup [21])

Ocekavana délka nejdelSiho fetézce (Dusledek, Cviceni)

Pokud a = ©(1) a systém heSovacich funkci je Gplné nahodny, pak oéekavana délka
nejdelsiho Fetézce je E[maxjcw A = O(olr).
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HeSovani se separovanymi fetézci: Nejdelsi fetézec

HeSovani se separovanymi fetézci: Nejdelsi fetézec

Délky nejdelSiho fetézce

Pokud a = ©(1) a systém heSovacich funkci je Uplné nahodny, pak délka nejdelSiho
fetézce maxjem A = @(,o'g",%) s velkou pravdépodobnosti.

4

Chernoffiv odhad

Necht Xi, . .., X, jsou nezavislé nahodné proménné majici hodnoty {0, 1}. Oznaéme
X =Y, X ap= E[X]. Pak pro kazdé c > 0 plati

(c—1)n

PIX > cp] < e

con

Dikaz: maxjey A; = 0(l°‘;ﬁ)’g’n) s velkou pravdépodobnosti

log n logn

o Nechte>0ac=(1+e€);mamgs 1edy cu= (1 + €)pgam

@ Plati P[max; A; > cu] = P[3] : A > cu] < 37, P[A; > cu] = mP[A > ¢y
@ Aplikujeme Chernoffilv odhad na proménné /;y proi € S: p= E[A] =
o Plati P[max; A; > cu] < mP[A; > cu] < me™+e°r—crloae
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12 5
/X

%

©

e
po”
A

10 102 10° 10* 10° 108 107 108 10°
Total number of elements = the number of buckets

The maximal number of elements in a bucket
(2]
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@ Pravdépodobnost, Ze mnozina prihradek T obsahuje vice nez ead log n, se podita
pro ndhodnou volbu hesovaci funkce h € H. Proto neni mozné zvolit zakefnou
mnozinu prihradek pro danou hesovaci funkci.

@ Zjednodusené feceno, ©(log n) obsahuje ©(log n) prvkd s velkou
pravdépodobnosti.
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@ O(log n) raznych prvku je v tabulce velikosti Q(n) ulozeno v riznych pfihradkach s
velkou pravdépodobnosti.

@ Posloupnost hledani rozdélime na podposloupnosti délky Q(log n). Prvky z kazdé
podposloupnosti jsou uloZeny v riznych pfihradkach s velkou pravdépodobnosti
(narozeninovy paradox), a tyto pfihradky nejvySe O(log n) prvku.

@ Jestlize se hledané prvky mohou opakovat, pak si vysledky poslednich log n
hledani pamatujeme v cache.

@ Na redlnych pocitacich by si mohla L1 cache pamatovat prvky z poslednich log n
prohledavanych pfihradek.

Jirka Fink Datové struktury | 138

Dilkaz: max;em A = O =222 s velkou pravdépodobnosti
jeM A

loglog n

o Nechte>0ac=(1+e); 280 Tedy cu = (1 + €) poar.

Plmax A; > cu] < me™*eerlo9e
J

(1+¢) (1+6) o

logn 1+e)logn
— me e Toglogn Ioglogn '°9(,, Tog \ogn)

1-e)log n(1+€) peBl log( - log log n)

= me "é (1+€)Icglcgn ( ioglog n

— me* e(1+e) wogiogn — (11600 (146 51567 Iog( 74 loglog n)

1 1
_ et a1+ s oa( 2 batoan)
p log( 742 )
— mr e tp 2 Twion
nits

..pro dostate¢né velka n

1 _ 1
< —e "< —
an? ns

Iog(ﬂ”‘—F log log n)

Protoze —§ + - + (1 +¢€) < 0 pro dostate¢né velka n.

g log n loglog n
A logn 1
@ Tedy P[max; A; < (1 + €)pgisgnl > 1 — 5
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HeSovani se separovanymi fetézci: Amortizovana slozitost hledani

Lemma: Pocet prvku v ©(log n) prihradkach

Jestlize o = ©(1), systém hesovacich funkci je GpIné ndhodny, pak v pevnych dlog n
prihradkach T je nejvyse ead log n prvku s velkou pravdépodobnosti, kde d > 0. ©® @

@ Necht X; = 1, pokud h(i) € T, jinak X; = 1,kde i € S

@ Pocet prvki v prihradkach T je X = 37, X;

@ Ocekavany pocet prvku v T je u = E[X] = E[>S; . A] = [T|E[A] = adlogn
o Chermoff: P[X > cu] < €52

o P[X > cy] < g9>an(e=1=cloge) _ pda(e—1-cloge) _ n=da prg o — g

° P[X<Cp.]>1——
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HeSovani se separovanymi fetézci: Amortizovana slozitost hledani

Lemma: Pocet prvku v ©(log n) prihradkach

Jestlize o = ©(1), systém heSovacich funkci je GpIné ndhodny, pak v pevnych dlog n
pfihradkach T je nejvyse ead log n prvku s velkou pravdépodobnosti, kde d > 0.

Lemma (Cviceni)

Jestlize o = ©(1) a velikost S C U je O(log n), pak funkce vybrana z tplné nahodného
heSovaciho systému je perfekini na S s velkou pravdépodobnosti. ©

Amortizovana slozitost pro hledani Q(log n) prvka (Patrascu [19])

Jestlize o = ©(1), systém heSovacich funkci je GpIné ndhodny a hledame Q(log n)
rGznych prvku, pak amortizovana slozitost hledani jednoho prvku je O(1) s velkou
pravdépodobnosti. ®

Amortizovana slozitost pro hledani Q(log n) prvkua (Patrascu [19])

Jestlize o = ©(1), systém heSovacich funkci je GpIné ndhodny a mame posloupnost
operaci Find délky Q(log n), pfi které mizeme vyuzivat cache ©(log n) prvku, pak
amortizovana slozitost hledani jednoho prvku je O(1) s velkou pravdépodobnosti. ®
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Vice-pfihradkové heSovani se separovanymi fetézci

2-prihradkové hesovani

Prvek x muze byt ulozen v prihradce hi(x) nebo ha(x) a novy prvek vkladame do
prihradky s mensim poctem prvkd, kde hy a hs jsou dvé heSovaci funkce.

2-prihradkové hesovani: Délka nejdelsiho retézce (bez dikazu)

Ocekavana délka nejdelsiho fetézce je O(loglog n).

k-pfihradkové hesovani

Prvek x muze byt ulozen v pfihradkach hy(x), ... hx(x) a novy prvek vkladame do
pfihradky s mensim poétem prvku, kde hy, . .. b jsou heSovaci funkce.

k-prihradkové hesovani: Délka nejdelSiho fetézce (bez dlikazu)

Odekavana délka nejdel$iho Fetézce je (9('°g '°i").
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0 Amortizovana analyza

e Splay strom Chtéli bychom usetfit pamét, a tak prvky budeme ukladat pfimo do tabulky.

e (a,b)-strom a Cerveno-cerny strom

Operace Insert

o Haldy Novy prvek x vlozime do prazdné pfihradky h(x) +i mod m s nejmensim moznym
i>0.

e Cache-oblivious algorithms

Q Hesovani Operace Find
Iterujeme dokud nenajdeme prvek nebo prazdnou prihradku.

@ Linearni pfidavani

Operace Delete

e Geometrické datové struktury @ Lina varianta: Pfihradku smazaného prvku oznackujeme, aby nasledné operace
Find pokracovali v hledani

© Dynamizace @ Varianta bez znackovani: Zkontroluje a pfesouva prvky v celém fetézci

&) Bloom Filtr

Linearni pridavani: SloZitost operaci Find, Insert a Delete @ Existuje 4-nezavisly heSovaci systém a posloupnost operaci Insert nezavisla na
’ vybrané he$ovaci funkci takova, Ze ocekavana slozitost je Q(log n).

Predpoklady

em>(1+e€n

@ Pokud pfihradky po smazanych prvcich jen znackujeme, pak n je soucet poctu
prvku a oznackovanych prihradek

Ocekavany pocet porovnani pfi operaci Insert je
@ O(Z%) pro Gpiné nahodny systém (Knuth, 1963 [14])
@ konstantni pro log(n)-nezavisly systém (Schmidt, Siegel, 1990 [22])

° O( ]73> pro 5-nezavisly systém (Pagh, Pagh, Ruzic, 2007 [17])

€6
@ O(log n) pro 4-nezavisly systém (Patragcu, Thorup, 2010 [20]) ©
@ O(Z%) pro tabulkové hesovani (Patragcu, Thorup, 2012 [21])

Linearni pfidavani: Analyza @ Nedspésna operace Find musi dojit az k volné pfihradce a téZ operace Insert,
pokud cestou neni pfihradka oznacena operaci Delete. Uspésna operace Find
Pocet prvka od dané prihradky do nejblizsi volné prihradky mlize porovnat méné prvku. Slozitost operace Delete se v riznych verzi li§i, ale v

Jestlize v < 1 a systém heSovacich funkci je tplné nahodny, pak ocekavany pocet
porovnani klicu je O(1). ©

spocital oéekavanou slozitost presné, ale vypocet je narocny.
@ Zde uvazujeme prvky, které heSovaci funkce zobrazi do danych prihradek, a
nikoliv prvky, které se do danych pfihradek dostanou vlivem linearniho pfidavani.
1 _ (&1 © Tedy prihradky b — s az b + k — 1 jsou obsazeny pro néjaké s. Indexy pfihradek
O Nechtt<c<g a g= ( [ ) pocitame modulo m.

o Platio < g<1
@ Necht py = P[| {x € S; h(x) € T}| = t] je pravdépodobnost, Ze do dané mnoZiny
prihradek T velikosti t je zaheSovano t prvkd. Pak p; < g'. @
o Necht X; je ndhodna proménna indikujici, zda prvek i je zahéSovan do T
o Necht X =37, g Xiap = E[X] = ta
o Platicu=cat <t
o Chernoff: py = P[X = 1] < P[X > cy] < (e°;‘ )" —q

@

B
a

=G}
© Necht b je néjaka prihradka. Necht pj je pravdépodobnost, Ze piihradky b az
b+ k — 1 jsou obsazeny a b + k je prvni volna pfihradka. Pak pj < %. ®

K

0 P < TZoPsik < QK 2005 = 115
© Ocekavany pocet porovnani klicu je
o kPk < 15 o kd =
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Linearni pfidavani: Pro¢ 2-nezavisly systém nestaci? Linearni pfidavani: Pro€ 2-nezavisly systém nestaci?

Kombinace systému Multiply-shift a Linearniho pridavani

he
@ Multiply-shift: ha(x) = (ax mod 2%) >> (w — /) o ha(4)
o Oznagime Hy(x) = 202" — 2 mod 2/ )
@ Pak ha(x) = | ha(x)] han
@ Jaka je ocekavana slozitost vlozeni prvkl
S={1,...,n}? %@
ha(2)
/ Kombinace systému Multiply-shift a Linearniho pridavani
Vlastnosti @ Uvazujme prvek x € S takovy, Ze ||hy(x)|| < &
@ Oznaéme ||x|| = min {x,2' — x}, tj. vzdalenost od h,(0) po kruznici ® Prvky X,2x, ..., kx paffi do pfihradek 0,1,..., [ 3k|, kde k = | ]
Q Plati [[%(x) — Ha(y)ll = lIha(x — 1) = hialy = DI = [IFa(x = y)l| pro x > y ® Mame nejvySe x skupin po alespon k prvcich
Q Plati ||h;(ix)|| < il|Ma(x)|| pro vSechna i € {1,...,n} o Slozitost operace Insert je Q(2), plati-li ||A5(x)[| < &
() Jeir H,h/a(X)H 2,1 230 GCIEILE) 6, S, pak ha je perfekini "? © o Linearni pfidavani a heSovaci systémy (Patrascu, Thorup, 2010 [20])
Al Inen| perfelftm] < PlxeS: Hha(f()“ <1 S Lxes P[||h,32(X)H <f=% @ Multiply-shift ma o€ekavanou slozitost ©(log n) operace Find
) EllinPEeiEl ST ST Flls mel el S S 21 = 2 o Existuje 2-nezavisly systém s oéekavanou slozitosti ©(/n) operace Find
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0 Amortizovana analyza
e Splay strom
e (a,b)-strom a Cerveno-cerny strom

o Haldy

e Cache-oblivious algorithms

e Hesovani

@ Kukackové heSovani
e Geometrické datové struktury
0 Dynamizace
&) Bloom Filtr
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i) Literatura

vé heSovani: Algoritmus pro operaci Insert

Vlozeni prvku x do tabulky T

1 pos < hy(x)
2 for n krat @ do
3 if T[pos] je prazdna then
T[pos] < x
L return
6 swap(x, T[pos])
7 if pos == hy(x) @ then
8 | pos « ha(x)
9 else
10 | pos « h(x)

11 rehash()
12 insert(x)

Rehash
@ Nahodné vygenerujeme nové hesovaci funkce hy a h, z H
@ Mulzeme zvétsit velikost tabulky
@ Vlozime vSechny prvky do nové tabulky ®
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Kukackové heSovani: Analyza

Neorientovany kukackovy graf G

@ Vrcholy jsou pfihradky tabulky
@ Hrany jsou dvojice {h(x), h2(x)} pro vSechny prvky x € S.

Vlastnosti kukac¢iho grafu

@ Operace Insert postupuje po cesté z vrcholu hy(x) do prazdné pozice ©

@ Novy prvek nemuze byt vlozen, jestlize komponenta obsahujici hs(x) obsahuje
kruznici

Necht ¢ > 1 a m > 2¢n. Pro dané piihradky i a j je pravdépodobnost, ze mezi i a j
existuje cesta délky k, nejvyse —

mek

Slozitost operace Insert bez preheSovani

Necht ¢ > 1 a m > 2¢n. Otekavana délka cesty je O(1).

Pocet prehesovani

Necht ¢ > 2 a m > 2¢n. Ogekavany pocet prehedovani pfi vkladani n prvkd do tabulky
velikosti m je O(1). @
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k =1 For one element, the probability that it forms an edge jj is % So, the probability
that there is an edge jj is at most %” < #

k > 1 There exists a path between i and j of length k if there exists a path from i to u of
length kK — 1 and an edge uj. For one position u, the i-u path exists with probability
ﬁ. The conditional probability that there exists the edge uj if there exists i-u
path is at most mlc because some elements are used for the i-u path. By summing
over all positior:s u, the probability that there exists i-j path is at most

1 —
MEG— me = mok*

Insert without rehashing:
@ Using the previous lemma for all length k and all end vertices j, the expected
length of the path during operation Insertis m>;_, kﬁ <>y Cik = ﬁ
Number of rehashes:
@ Using the previous lemma for all length k and all vertices i = j, the probability that
the graph contains a cycle is at most m3°° | e =

=
@ The probability that inserting rehashes z times is at most ﬁ
o The expected number of rehashes is at most 327 2y = -
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Kukackové heSovani (Pagh, Rodler [18])

Pro dvé heSovaci funkce hy a hy prvek x musi byt ulozen v pfihradce hi(x) nebo hz(x).
V jedné prihradce mize byt uloZen nejvyse jeden prvek.

Operace Find a Delete

Trivialni, slozitost O(1) v nejhor§im pfipadé.

Priklad operace Insert

o Uspasné vlozeni prvku x do piihradky hy(x) po trech realokacich
@ Prvek y neni mozné vlozit do hs(y)

(%) h(y)

[ lalel el Telnlil Txlilmlnfof [r] [s]
~__ -~ N ——

hi(a) or hz(a)
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@ Po npokusech jsme uz urcité v cyklu. Lze ukazat, Ze v cyklu jsme s velkou
pravdépodobnosti uz po Q(log n) krocich.

@ Potiebuje najit druhou pozici, ve které prvek x muze byt ulozen.

© P¥i vkladani prvkl do nové tabulky mize dojit k Rehash, takze si pfi implementaci
musime dat pozor, abychom nékteré prvky neztratili.
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@ Z prihradek komponenty tvofici cestu je pravé jedna volnd, ale nemusi to byt
pfihradka koncového vrcholu cesty.

@ Predpokladame, Ze na zacatku je tabulka prazdna a chceme vytvorit tabulku
velikosti m s n prvky.
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Kukackové heSovani: Analyza

SlozZitost operace Insert bez preheSovani

Necht ¢ > 1 a m > 2¢n. O¢ekavana délka cesty je O(1).

Pocet preheSovani

Necht ¢ > 2 a m > 2¢n. Otekavany pocet prehesovani pii vkladani n prvkl do tabulky
velikosti m je O(1). ©

Slozitost operace Insert véetné prehesSovani

Necht ¢ > 2 a m > 2c¢n a he$ovaci systém je Gplné nezavisly. Pak oéekavana
amortizovand slozitost operace Insert je O(1).

Pagh, Rodler [18]

Jestlize ¢ > 1 .a m > 2cn a heSovaci systém je log n-nezavisly, pak o¢ekavana
amortizovana slozitost operace Insert je O(1).

Patrascu, Thorup [21]

Jestlize ¢ > 1 a m > 2cn a pouzijeme tabulkové hesovani, pak ¢asova slozitost
vytvoreni statické Kukackové tabulky je O(n) s velkou pravdépodobnosti.
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Q Pfgdpolflédéme, Ze na zacatku je tabulka prazdna a chceme vytvorit tabulku Hegovani: Daléi moznosti
velikosti m s n prvky.
Kvadratické prohledavani

VloZit prvek x do prazdné piihradky h(x) + ai + bi* mod m s nejmensim moznym
i > 0, kde a, b jsou pevné konstanty.

Dvojité hesovani
Vlozit prvek x do prazdné prihradky hs(x) + ih2(x) mod m s nejmensim moznym
i > 0, kde hy, ho jsou dvé heSovaci funkce.

Brentova varianta operace Insert

Jestlize prihradka
@ b= hi(x) + ih2(x) mod m je obsazena prvkem y
@ b+ h(x) mod m je taky obsazena
@ ¢ = b+ hx(y) mod m je prazdna,

pak pfesuneme prvek y to prihradky c a prvek x viozime do b. Timto se zkrati
ocekavana doba hledani.

Cviceni: 7.12. Dokazte, ze tabulkové heSovani je 3-nezavislé.

7.1. Hodime n mi¢ku do n kosti a oznacime n; poCet mi€l v i-té ptihradce. Dokazte, ze 7.13. Rozhodnéte, zda systém H = {ha(x) = (x + a mod p) mod m; 0 < a < p} je
E[Z% ”rzj =96(n). ) ) ) c-universalni pro néjaké c.

7.2. Dokazte, Zze ¢ekdme-li na udalost, ktera nastane v jednom kroku s 7.14. Najdéte nejmensi ¢, pro které je systém

pravdépodobnosti p (nezavisle na ostatnich krocich), pak E[# kroku] = ‘5.
7.3. Dokazte, ze pomoci c-universalniho hesovaciho systému je mozné efektivné
zkonstruovat (jednoGroviiové) perfektni heSovani do tabulky velikosti m = ©(r?).
7.4. Dokazte, Ze k sestrojeni dvouuroviiového perfektniho heSovani FKS staci

H = {ha(x) = (ax + b mod p) mod m; a, b € [p]} c-universalni.
7.15. Rozhodnéte, zda systém
H = {ha(x) = (ax + b mod p) mod m; a, b € [p], a # 0} je 2-nezavisly.

2-nezavisly hegovaci systém. 7.16. Dokazte, Ze systém Poly-mod-prime
7.5. Dokazte, ze systém H = {ha(x) = (ax mod p) mod m; 0 < a < p} je "= {haof...,ak,‘ (x) = (XK, aix’ mod p) mod m; ag, ..., a1 € [P]} je
c-universalni a najdéte nejmensi mozné c. k-nezavisly.

7.6. Formalné dokazte, Ze systém vSech ndhodnych funkci je 1-universalni a
k-nezavisly pro vSechna k.

7.7. Formalné dokazte, Ze k-nezavisly systém je (k — 1)-nezavisly.

7.8. Formalné dokazte, Ze 2-nezavisly systém je c-universalni pro néjaké c.

7.9. Najdéte 1-universalni systém, ktery neni 2-nezavisly.

7.10. Dokazte, Ze kdyz P[h(x;) = z; pro vSechnai=1,... k] < # pro v§echna
zy,...,2k € M, pak P[h(x;) = z; provSechnai=1,... k] = # pro vS8echna
Z1,...,2Zk € M.

7.11. Proc je heSovaci systém Multiply-mod-prime pocita dvé modula? Pfedpokladejme,
ze velikost tabulky m je prvocislo, a uvazujme heSovaci systém funkci
hab(X) = ax + b mod mpro a, b € M. Je tento systém c-universalni pro néjaké c
nezavislé na m?
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Obsah Intervalovy dotaz (Range query)

Popis problému

@ Dana mnozina n bodd S v RY

@ Intervalem rozumime d-dimenzionalni obdélnik

@ Operace Query: Najit véechny body v daném intervalu
@ Operace Count: Ur¢it pocet bodli v daném intervalu

° Geometrické datové struktury

@ k-d stromy
@ Intervalové stromy Aplikace
@ Interval trees Ty da " P :
@ R-stromy @ Pocitacova grafika, vypocetni geometrie
@ Databazové dotazy, napf. urcit zaméstnance ve véku 20-35 a platem 20-30 tisic

Intervalovy dotaz v R’ Intervalovy dotaz v R': Pfiklad

Body ulozime do pole
Build: O(nlog n)
Count: O(log n)
Query: O(k + log n)
k je pocet vyjmenovanych bodu

Body ulozime do vyhledavaciho stromu
Build: O(nlog n)
Insert: O(log n)
Delete: O(log n)
Count: O(log n)
Query: O(k + log n)

Vrchol a je nejmensi prvek v intervalu, b je nejvétsi prvek v intervalu a c je posledni
spole¢ny vrchol na cestéach z kofene do vrcholG a a b.
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0 Amortizovana analyza

e Splay strom

e (a,b)-strom a Cerveno-Cerny strom Popis
@ Body ulozime do binarniho stromu
Q ey @ Do kofene ulozime median podle prvni soufadnice

@ Do levého (pravého) podstromu ulozime body majici prvni souradnice mensi

Cache-oblivious algorithms —— . iy
e 9 (v&tsi) nez median

e Hesovani @ Vrcholy v prvni vrstvé pod kofenem se body rozdéluji podle druhé soufadnice
° @ V dalsich vrstvach délime (cyklicky) podle dal$ich soufadnice

Geometrické datové struktury v ;

o k-d stromy @ Vyska stromu je log, n+ ©(1)

@ Operace Build v ¢ase O(nlog n)

@ Body je téZ mozné ukladat jen do listl a vrcholy pak obsahuiji jen rozdélujici
nadroviny

0 Dynamizace

e Bloom Filtry
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k-d stromy: Operace Query, Count: Algoritmus k-d stromy: Operace Query, Count: Analyza

Ptiklad nejhor$iho ptipadu pro R?

@ Mame mnozinu bodti S = {(x, y); x,y € [m]}, kde n = m?
@ Chceme najit mnozinu v§ech bodu v intervalu (1,2;1,8) x R

Algoritmus @ V kazdé vrstvé rozdélujici podle y-ové soufadnice musime prozkoumat oba

1 Procedure Query (vrchol stromu v, interval R) podstromy

2 if v je list then @ Vyska stromu je log, n+ ©(1) a v poloviné vrstev prozkoumavame oba podstromy

3 | Vypis v, pokud lezi v R o Celkem navétivime 2292 7+() — ©(,/n) listii

4 else if rozdélujici nadrovina vrcholu v protina R then

5 Query (levy synv, R)

6 Query (pravy syn v, R) Pfiklad nejhorsiho pripadu pro RY

7 else if A je ,,vle',vo od rozdélujici nadroviny vrcholu v then o M&jme mnozinu bodd S = [m], kde n = m®

8 | ouery (levysynv, R) ;

9 else @ Chceme najit mnoZinu véech bodu v intervalu (1,2;1,8) x RY~"

10 \ Query (pravy syn v, R) @ V kazdé vrstvé nerozdélujici podle prvni souradnice musime prozkoumat oba
) podstromy

oV "f;‘ log, n+ ©(1) vrstvach prozkoumavame oba podstromy

o Celkem navétivime 2% 092 7+0() — ©(n'=7) listt
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Obsah Intervalové stromy v R? (Range tree)

a Amortizovana analyza Konstrukce

e Splay strom @ Vybudujeme binarni vyhledavaci strom podle x-ové soufadnice bodu (x-strom)

@ Pak pro kazdy vrchol v vybudujeme jeden binarni vyhledavaci strom podle y-ové
souradnice obsahujici vSechny body v podstromu vrcholu v (y-strom)

@ Bodu muZou byt uloZzeny ve vSech vrcholech nebo jen v listech

e (a,b)-strom a erveno-Cerny strom

Q Halay

e Cache-oblivious algorithms

e Hesovani

° Geometrické datové struktury

Ptiklad

X-strom

y-strom

Obsahuje a, b, c,d,u, v,w
Q

@ Intervalové stromy

5 Obsahuje ¢, d, w
O,o} Obsahuje a, b, v
Obsahuje ¢

A tak dale

e Dynamizace

e Bloom Filtry

Intervalové stromy v R?: Pamét Intervalové stromy v R?: Operace Query

Vertikalni pohled

Kazdy bod p je ulozen v pravé jednom vrcholu v x-stromu a déle je bod p ulozen v
kazdém y-stromu prifazenému vrcholu na cesté z x-kofene do v.

(ilustrative) y-trees.

Horizontalni pohled

Kazda vrstva x-stromu rozklada body podle x-ové soufadnice. Proto kazdy bod je
uloZen v nejvyse jednom y-stromu z kazdé vrstvy x-stromu.

Pamétova slozitost

O(k + log? n) protoze y-ovy dotaz je volan v O(log n) y-stromech

Kazdy bod je ulozen v O(log n) y-stromech a celkova pamétova slozitost je ©(nlog n).
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Intervalové stromy v R? (pfedpokladame d > 2)

@ j-strom je binarni vyhledavaci strom podle i-té soufadnice proi=1,...,n

@ Pro i < d ma kazdy vrchol u i-stromu ukazatel na (i + 1)-strom obsahujici pravé
v§echny body z podstromu vrcholu u

@ Intervalovym stromem rozumime vSechny vyse popsané stromy

Representace

Struktura vrcholu intervalového stromu obsahuje
key nadrovina rozdélujici prostor mezi syny
left, right ukazatel na levého a pravého syna
tree ukazatel na kofen (i + 1)-stromu
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Intervalové stromy v R9: Build

Algoritmus (Body M jsou v poli setfidéné podle posledni soufadnice)
1 Procedure Build (mnozZina bodi M, dimenze stromu d, aktualni souradnice i)
2 if /M| = 1 then
3 | return novy list obsahuijici jediny vrchol M
if i = d then
L return kofen stromu vytvoreny ze setfidéného pole

[N

Vv < novy vrchol

v.tree + Build (M,d,i+ 1)

v.key « median i-tych soufadnic bodu M

M, M; < rozdél M na body majici i-tou soufadnici mensi a vétsi nez v.key
v.left + Build (M, d,i)

v.right + Build (M;,d, i)

return v

S © ® N O

oS

Jirka Fink Datové struktury | 166

Intervalové stromy v RY: Query (ay, by) x - - x (&g, bg)

1 Procedure Query (vrchol v, aktudlni souradnice i)
if v = NIL then
return
if v.key < ag; then
Query (Vv.right, i)
else if v.key > b; then
‘ Query (v.left, )
else
Query_left (v.left, i)
Query_right (v.right, i)

© ® N O e s N

o

1 Procedure Query_left (vrchol v, aktudlni souradnice i)
2 if v = NIL then

13 | return

14 if v.key < a; then

15 ‘ Query_left (v.right,i)

16 else

17 Query_left (v.left, i)

18 if i < d then

19 | Query (v.right.tree,i+ 1)
20 else

»

L Vypis§ vSechny body v podstromu vrcholu v.right
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Intervalové stromy v R9: Dynamizace pomoci BB[«/]-strom(

@ Binarni vyhledavaci strom
@ Pocet listl v podstromu vrcholu u oznaéme s,
@ Podstromy obou synu kazdého vrcholu u maji alespon asy listt

Operace Insert (Delete je analogicky)
@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol porusuje vyvazovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci Build (slozitost: amortizovana analyza)

Amortizovana ¢asova slozitost operaci Insert a Delete: Agregovana metoda

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace Build ma s, listl, pak dalsi
poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(sy)
pfidani/smazani prvk( v podstromu vrcholu u

@ Amortizovany ¢as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1)
@ P¥i jedné operaci Insert/Delete se prvek pfida/smaze v ©(log n) podstromech
@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci Insert nebo Delete je O(log n)
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Intervalové stromy v R?: Struktura

Asymptotické velikosti strom(l a pocty vrcholl, jsou-li stromy jsou vyvazené

1-stromy 2-stromy 3-stromy (d —1)-stromy d-stromy
Pocet stromd 1 log n log? n log®2n log?"n
obsahujici
dany bod
Celkovy poget n nlogn  nlog®n nlog?2n nlog?"n
vrcholt
Celkovy pocet 1 n nlogn nlog?=3n nlog?2n
stromul

o Indukci: kazdy bod je ulozeny v O(Iog”‘ n) i-stromech

@ Celkova pamétova sloZitost je O(nlog"’1 n)
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Intervalové stromy v R9: Analyza operace Build

Vytvoreni d-stromud

@ d-stromy vytvafime v linearnim ¢ase (tj. konstantni ¢as na vrchol)
@ Podet vrcholil ve véech d-stromech je ©(nlog?~" n)

o Casova slozitost vytvoreni véech d-stromd je O(nlogd - n)

Vytvoreni i-stromu pro i = 1

@ Poget vrcholli ve véech i-stromech je ©(nlog'~" n)
@ Necht nr je poget vrcholl v i-stromu T
@ Vybudovani samotného stromu T trva O(nr log nr)
@ Vybudovani v§ech j-stromu trva
>~ nrlognr <logn Y nr=logn-nlog™" n=nlog'n

i-strom T i-strom T

Casova slozitost operace Build

(9(n|ogd’1 n)
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Intervalové stromy v RY: Query

V kazdém stromé pfistoupime k nejvySe dvéma vrchollim z kazdé vrstvy
Z kazdého navstiveného j-stromu pokrac¢ujeme do O(log n) (i + 1)-strom

Pocet navstivenych j-stromti je (D(Iog"’1 n)
@ Vypsani vSech bodl v podstromu trvd O(k), kde k je pocet nalezenych bodu
@ Celkova slozitost je O(k + log® n)
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Intervalové stromy v R9: Dynamizace pomoci BB[«/]-strom(

Pouziti BB[«]-stromU v intervalovych stromech

@ Binarni vyhledavaci stromy implementujeme pomoci BB[a]-stromu
o Vyzaduje-li BB[a]-strom vyvazeni, pak pfebudujeme vSechny pfifazené stromy

Slozitost operace Insert a Delete

o Navstivenych j-stromu je O(Iog”‘ n) a v kazdém navstivime O(log n) vrchold

@ Slozitost bez pfebudovani je O(Iog" n); analyzujme prebudovani

Uvazujme libovolny vrchol u, ktery lezi v i-stromu

Pfebudovani vrcholu u trva O<3u log?~" Su)
@ Prebudovani vrcholu u mize nastat po Q(s.) po pfidanich/smazénich do vrcholu u
@ Amortizovana cena pridani/smazani do vrcholu u je O(Iogd" Su) < O(Iogd"' n)

@ Amortizovany ¢as operace Insert a Delete je
e, (9(Iog"‘1 n) O(log n)O (Iog"" n) = O(Iogd n)
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@ Trividlnim feSenim ziskame slozitost O(mlog n), kterou bychom chtéli zlepsit.
@ Prvky S;\ Si_4 ukazuji na své pfedchidce nebo nasledovniky.

Kaskadovani (Fractional cascading)

Motivaéni problém

Dany mnoziny Sy C --- C Sp, kde | S| = n, vymyslete datovou strukturu pro rychlé
vyhledani prvku x € Sy ve véech mnozinach Sy, ..., Sp. ©

Vsechny mnoziny jsou setfidéné a navic kazdy prvek v poli S; ma ukazatel na stejny
prvek v poli S;_1. ®

[1]2]sf4als]el7]a]e] =

Slozitost hledani ve vSech m mnozinach

O(m + log n)
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Intervalové stromy v RY s kaskadovanim v posledni dimenzi

Intervalové stromy v RY s kaskadovanim v posledni dimenzi

Pouziti
@ Kazdému (d — 1)-stromu je piifazena je kaskada misto d-stromu Pamétfova slozitost
@ Kazdy prvek v kaskaddé musi mit dva ukazatele do pole nizsi irovné (pro levého a @ Misto d-stromu T s s7 vrcholy mame pole velikosti st

pravého syna vrcholu v (d — 1)-stromu) o Pamélové slozitost je O(nlogd" n)

(d —1)-strom  Fractional cascading
Slozitost operace Build

@ Vybudovani (d — 1)-stromu s s, vrcholy véetné kaskadovani trva O(s, log su)
@ Slozitost vybudovani i-stromi pro i < d se neméni

@ Slozitost operace Build je © (n log?~" n)

S
Slozitost operace Query Operace Insert a Delete (Cvi¢eni)
@ Dotaz v jednom (d — 1)-stromu trvd O(log n) véetné vyhodnoceni kaskady @ Je mozné efektivné pridavat a mazat body?

@ Dotazu v (d — 1)-stromech je O ('09‘#2 n) @ Je mozné reprezentovat kaskady tak, aby bylo mozné efektivné hledat, pfidavat i
mazat body?

\,

@ Slozitost operace Query je O(k +log?~" n)
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“ Amortizovana analyza

Popsany postup
Query: O(k +log?~! n) © splay strom
Pamét: C)(nlog‘H n) © (a.b)-strom a gerveno-gerny strom

Q Halay

e Cache-oblivious algorithms

\,

Chazelle [3, 4]
Query: O(k + log?~" n)

d—1 e Hesovani
i logn
Pamét: O(n (W) ) N )
o Geometrické datové struktury

| \

Chazelle, Guibas [5] pro d > 3 @ Interval trees

Query: O(k + log?—2 n) °
D
Pamét: O(n log? n) ynamizace

e Bloom Filtry
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Interval trees @ If S or S, is empty, then there is no left or right child, respectively.
@ There are at most n end-points smaller than m, so S; contains at most 3 intervals.
Therefore, the time complexity satisfies the recurrence formula
T(n) <2T(5) +9O(n).
@ Every interval is stored in exactly one node. If S, is empty, then nis even and both
Rekurzivni konstrukce binarniho stromu S; and S; contains 3 intervals. There are at most n — 1 such nodes. Therefore, the
tree has at most 2n — 1 nodes.

Mnozina stromt S = {h,..., I}, kde i = (a;, b;).

Necht
@ m je median koncovych bodu ay, by, . . ., an, bn,
@ Sy, = {l; a < m< b} jsou intervaly obsahujici m,
@ S, = {l;; bi < m} intervaly mensi nez m and
@ S, = {l; m< a} intervaly vétsi nez m.
Koren stromu obsahuje
@ dvé pole intervalli S, setfidénych podle levého a pravého konce intervald,
@ interval tree intervaltl S; v levém podstromu a
@ interval tree intervalll S, v pravém podstromu. @

SlozZitost

@ Doba konstrukce O(nlog n). @
@ Pamét O(n). ®
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Interval trees: Intervalovy dotaz

Popis problému
Pro dany interval Q = (aq, by) majit vSechny intevaly majici prinik s intervalem Q.

Rekurzivni algoritmus

1 if ag < m < by then
Vypiseme vSechny intervaly Sy

‘ Rekurzivné zpracujeme oba podstromu
else if by < m then
Pomoci pole intervalt Sy, setfidénych podle levého konce najdeme vSechny
intervaly majici prinik s Q
Rekurzivné zpracujeme levy podstrom
else
Pomoci pole intervalt Sy, setfidénych podle pravého konce najdeme vSechny
intervaly majici prinik s Q
Rekurzivné zpracujeme pravy podstrom

2
3
4
5

® N o

4

O(k + log n)
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Obsah

||

° Amortizovana analyza

e Splay strom

e (a,b)-strom a Cerveno-Cerny strom

o Haldy

e Cache-oblivious algorithms

e Hesovani

° Geometrické datové struktury

@ R-stromy
e Dynamizace

e Bloom Filtry

R-strom: Hledani

Bodovy a intervalovy dotaz

@ Hledame objekty lezici v daném bodé nebo majici neprazdny prunik s danym
objektem (obdélnikem) O.

@ Rekurzivné z vrcholu pokracujeme do syn(, jejichz ohranicujici obdélnik ma
neprazdny prinik s O.

Hledani nejbliz§iho objektu k danému bodu

@ Vzdélenost bodu p a objektu O C R” je dist(p, O) = minyeo ||p — X||.

@ Jestlize existuje objekt O* a pro ohranicujici obdélnik O vrcholu u R-stromu plati
dist(p, 0*) < dist(p, O), pak v podstromu vrcholu u neexistuje objekt blizsi k bodu
pnezje O*.
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R-strom: Hledani nejbliz§iho objektu

Algoritmus zaloZeny na prioritni fronté vrcholl, které zbyva projit

2 Prioritni fronta F «+ kofen
3 while F je neprdzdna do
4 u <+ Pop(F)
5 if u je list then
6 if dist(p, O*) > dist(p, O), kde O je objekt vrcholu u then
7 O :=0
8 Z fronty F smazeme vSechny vrcholu, pro jejichz obdélnik O plati
dist(p, 0*) < dist(p, O)
9 else if dist(p, O*) > dist(p, O), kde O je obdélnik vrcholu u then
for v synu do
| Push(F, v)
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Cviceni:
8.1. Dokazte, ze pamétova slozitost intervalového stromu je Q(nlog®~").

8.2. Zkuste dokazat ¢asovou sloZitost vytvoreni intervalového stromu pomoci Master
theorem

8.3. Jak urcit pocet bodli v daném intervalu?
8.4. Analyzujte slozitost operaci Insert a Delete pomoci potencialové metody.
8.5. Jak dlouho trva postavit intervalovy strom s kaskadovanim?

8.6. Je mozné zkombinovat dynamizaci intervalovych strom( pomoci BB[a]-stromu s
kaskadovanim?
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R-strom

Zakladni pojmy
@ Obdélnikem v R” rozumime n-rozmérny interval, tj. n-rozmérny kvadr, jehoz
kazda hrana je paralelni s nékterou osou.
@ Ohranicujicim obdéInikem mnoZziny M C R" rozumime nejmensi obdélnik
obsahujici S.

Cil
@ Pro graficky software (vektorovy editor, CAD, GIS, .. .) vytvofit datovou strukturu,
ktera bude umét efektivné vyhledavat objekty splfiujici rizné podminky podle
pozadavku uzivatele.

@ Pro zjednodus$eni uvazujeme jen ohraniéujici obdélniky jednotlivych objektu.

R-strom
@ Kazdy vnitfni vrchol (kromé kofene) R-stromu méa a az b synu.
@ VSechny listy jsou ve stejné hladiné.
@ Kazdy objekt (resp. jeho ohrani¢ujici obdélnik) je ulozen jednom listu.
@ Kazdy vnitini vrchol si pamatuje ohraniCujici obdélnik obsahujici véechny objekty
ve svém podstromu.
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R-strom: Hledani nejbliz§iho objektu

Algoritmus zalozeny na prichodu do hloubky

1 Necht O* je dosud nejblizsi nalezeny objekt

2 Procedure NearestNeighbour (vrchol u, bod p)

3 if u je list then

4 \ Zkontroluje, jestli u obsahuje objekt blizsi k p nez O*

5 else

6 Vytvofime seznam L v§ech synu vrcholu u

7 Seznam L setfidime vhodnych tfidicich kritérii, napf. dist(p, O)

8 forv e Ldo

9 if Obdélnik O vrcholu v splriuje podminky dist(p, O*) > dist(p, O) then
10 L NearestNeighbour (V, p)

R-strom: Hledani pruseciku

o Nalezeni v§ech dvojic objektt s neprazdnym priinikem
@ Spatial join: Pro dané dvé mnoziny objektl R a S najit véechny dvojice objektu
r € Ras e Ssneprazdnym prinikem

Algoritmus

1 Procedure Intersections (vrchol u, vrchol v)

2 for v’ synu @ do

3 for v’ synv do

4 if ObdéIniky vrcholi u' a v maji neprdzdny pranik then
5 if v’ a Vv’ jsou listy then

6 \ Vypigeme objekty ve vrcholech v’ a v/

7 else

8 L Intersections (u’, V')
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@ Jestlize u je list, pak misto for-cyklu uvazujeme jen pfipad v’ < u. Podobné pro v. R-strom: Insert

Nové objekty vkladame podobné jako do (a,b)-stromu, ale
@ v kazdém vrcholu musime rozhodnout, do kterého syna pokracovat, a
@ musime rozhodnout, jak rozdélit syny pfi $tépeni.

Tyto volby neovliviiuji korektnost struktury, ale efektivitu vyhledavani.

Volba syna

Zvolime takového syna s obdélnikem O, Ze po vlozeni nového objektu musime O
nejméné zvétsit.

Stépeni
Rozdélit vrchol u na vrcholu uy a u» tak, aby soucet velikosti obdélnikd v us a u» byl
nejmensi.

@ VyzkousSet vSechny kombinace (muze byt neefektivni)

@ Kvadratické stépeni

@ Linearni Stépeni
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Zakladni pojmy

Obsah Zakladni pojmy

Semi-dynamizace: Nauéit datovou strukturu struktury vkladani novych prvku
Uplna dynamizace: Naugit datovou strukturu i mazani prvku
Persistence: Zapamatovani si zmén v datové struktufe a vyhledavani podle stavu v
daném case
Deamortizace: Modifikace operace majici amortizovanou sloZitost tak, ze upravena
operace garantuje slozitost v nejhor§im pripadé

o Dynamizace
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Deamortizace dynamického pole @ Predpokladame, ze alokace a dealokace bloku paméti trva O(1).

Vkl&dani prvku do dynamického pole umime v amortizované v konstantnim ¢ase. Jak

vlozit prvek do dynamického pole tak, aby slozitost byla konstantni i v nejhorsim
pripadé?

@ Na zacatku mame n prvkd v hlavnim poli velikosti 2n a alokujeme si prazdné
pomocné pole velikosti 4n

@ P¥i kazdé operaci Insert zkopirujeme dva prvky do pomocného pole

@ Po n operacich Insert jsou v§echny prvky zkopirované do pomocného pole, a
proto mizeme hlavni pole zrusit, pomocné nazvat hlavnim a alokovat nové
pomocné pole velikosti 8n

Pamétova slozitost O(n) a asova O(1) v nejhorsim pripadé. ©

Dynamizace pfebudovanim Obecna semi-dynamizace
Jednou za &as prebudujeme celou datovou strukturu Vyhledavaci problém
@ Aplikace pro datové struktury omezené kapacity (pole, halda, he$ovaci tabulky) Vyhledavact problém je zobrazeni f : Ug x 2% — Un, kde
@ Vygisténi datové struktury od smazanych prvk @ Ug je universum dotaz(
@ Zména vnitfnich parametrd @ Ux je universum prvku (uvaZujeme jen koneéné podmnoZiny prvku)

@ Ug je universum vysledkl

o .
Rozlozitelnost

S \hiochtiislazZitast|prebudavarjs ()i pretudovavamo poiS (i) gperacizh Vyhledavaci problém je rozlozitelny, jestlize existuje zobrazeni Ll : Ug x Ug — Ur

@ Prebudovani stoji O (@) amortizované na operaci vycislitelna v konstantnim ¢ase takova, Ze pro vSechna disjunktni A, B C Ux a vSechny
o Predpokladame T(O(n)) = O(T(n)) dotazy q € Uq plati f(q, AU B) = f(q, A) L f(q, B).

Priklady

@ Hledani nejbliz§iho bodu v RY je rozlozitelné a mame Ug = Ux = Ug = R?
@ Rozhodnuti zda bod lezi v konvexnim obalu bodu je nerozloZitelné pro d > 2

Céastetné prebudovani

Naptiklad BB[a]-stromy
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Obecna semi-dynamizace

Uvazujeme statickou datovou strukturu se slozitostmi
@ Bg(n) - ¢as na build
@ Qs(n) - éas na dotaz
@ Sg(n) - pamét
o Predpokladame, ze Qs(n), 22 a %1 jsou neklesajici

Konstrukce

@ Prvky rozdélime do bloktl By, B, . . . takovych, Ze B; obsahuje 0 nebo 2 prvkii @
@ Pro kazdy neprazdny blok vytvofime jednu statickou datovou strukturu @

o Casova slozitost 3,5 Bs(2') < Bs(n) ®

o Prostorova slozitost 3,5 Ss(2') < Ss(n)

| \

Dotaz
@ Dotaz polozime ve vSech blocich a vysledky zkombinujeme funkci U
o Slozitost logn+ 3,5y Qs(2') < O(Qs(n)log n) @
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Obecna semi-dynamizace

Insert
@ Vytvorime novy blok B, s datovou strukturou obsahuijici jen novy prvek
@ Jestlize mame dvakrat blok B;_+, pak je zrusime a vytvofime B; v Case Bs(2’) ®
@ Analyza: B; vytvofime jednou za 2/ operaci Insert

. z v . : f
@ Amortizovana cena vytvoreni B; je % < Lsn(”)

@ Musime predplacet vytvateni véech B; = amortizovana sloZitost je 0(@ log n)

Deamortizovana semi-dynamizace
@ Rebuild rozlozime mezi vice operaci a pokazdé provedeme kousek
@ Kazdy blok mame nejvyse tfikrat a navic jeden rozpracovany

o Jestlize blok B;_y mame dvakrat, tak zaéneme vytvaret B;, ktery vytvofime po 2/~
krocich

@ P¥i kazdé operaci Insert provedeme 323,.#,2‘/) < 2@ instrukci na vytvofeni B; pro
kazdé i <logn

@ Slozitost operace Insert je O(@ log n) v nejhor§im pfipadé

4
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Uplna dynamizace

Predpoklad

Datova struktura musi umét efektivné prvky hledat a oznacovat smazané prvky (v ¢ase
Ms(n)). ®

Jednodussi varianta operace Delete bez binarni verze pro operaci Insert

@ Pokud méme v datové struktufe vic oznacenych prvkl nez neoznacenych, pak
provedeme Rebuild. ®

@ Rebuild nastane nejdfive po 7 operacich Delete a trva Bs(n)

@ Amortizovana sloZitost je O(Ms(n) 4 BST("))

Kombinace operaci Insert a Delete
@ Jestlize v bloku B; je vétsina prvki oznagena, pak z B; vytvofime Bi_; ®
@ Kazda operace Delete musi predplatit BST(")

@ Amortizovana slozitost operace Delete je O (Iog n+ Ms(n) + @) ®

| -
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Obecné kaskadovani (Fractional cascading)

TBD
https://en.wikipedia.org/wiki/Fractional_cascading
http://mj.ucw.cz/vyuka/1516/ds2/: pfednaska 20.4.
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@ Rozdéleni je jednoznacné dano binarnim zapisem Cisla n a bloku je nejvyse
logn+1.

@ Prvky nemame ulozeny v jedné datové strukture, ale mame O(log n) instanci
datové struktury.

Q Xisu Bs(2') = g0 2 Bsz(?) < Xig0 2 55,5") = n@ = Bs(n)

Q logn+ 3,54 Qs(2)) <logn+ 3,54 Qs(n) < O(Qs(n)log n)
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@ Pokud neumime efektivné vyjmenovat vSechny prvky v datové struktute, pak si
navic pamatujeme seznam prvku v kazdém bloku. Alternativné mizeme rovnou
vytvofit B;, jestlize pred insertem byl B; nejmensi neprazdny blok.
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@ Napfiklad heSovani s linearnim pridavanim.
@ Maximalni pomér poctu oznacenych a neoznacenych prvki mizeme nastavit na
libovolnou konstantu.

© Pokud blok B;_; existuje, tak vytvofime B; spojenim nesmazanych prvku z
puvodniho B; a v§ech prvku z B;_1.

© Alternativné mizeme prebudovat celou datovou strukturu, jestlize je vétsina prvka
oznacgena.
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e Bloom Filtry
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https://en.wikipedia.org/wiki/Fractional_cascading
http://mj.ucw.cz/vyuka/1516/ds2/

Bloom filtry Bloom filtry: Trivialni pfistup

@ Mame univerzum U = {0, 1,...,u— 1} vSech prvku
Problém @ Chceme ulozit podmnozinu S C U velikosti n
@ Mame vice dat nez se nam vejde do paméti
@ Chtéli bychom alespor umét rozhodnout, zda prvek lezi v seznamu
@ Povolime malou chybu odpovédi na vyhledavaci dotaz

@ Pouzijeme bitové pole B velikosti m = [g-‘

@ Uvazujeme 1-universalni heSovaci funkci h: U — [m]
@ Pro kazdy prvek x € S nastavime B[h(x)] = 1, ostatni bity B jsou nulové

Operace Find(x)
Bloom filtr @ Jestlize B[h(x)] = 0, pak prvek x v seznamu S urcité neni
@ Jestlize B[h(x)] = 1, pak se muze stét, Ze existuje prvek y € S takovy, ze

@ Jestlize Bloom filtr prohlasi, Ze dany prvek v seznamu neni, pak v seznamu
doopravdy nesmi byt h(x) = h(y)

@ Pravdépodobnost, ze Blh(x)] =1,ikdyzx ¢ S,je P[3y € S: h(x) = h(y)] <p

@ Jestlize Bloom filtr prohlasi, ze dany prvek v seznamu je, pak v seznamu neni s
pravdépodobnosti nejvyse p
@ Pravdépodobnost se nepocita pres volbu prvk, ale pres volbu hesovaci funkce

Potfebujeme [,—Z] bit(i, aby pravdépodobnost chybné odpovédi byla nejvyse p.

Bloom filtry: VylepSeni Bloom filtry (Bloom, 1970)
) Bloom, 1970
Vyleps$eni - P PR . ) .
= — = - - @ Pouzijeme UplIné nezavislé heSovaci funkce hy, ..., hc : U — [m] a jedno bitové
@ Pouzijeme k bitovych poli B, ..., Bk velikosti m pole B velikosti m
@ Pro i-té bitové pole vygenerujeme Uplné nezavislou heSovaci funkci h; : U — [m] o Pro kazdy prvek x € S a pro kazdou heovacf funkci nastavime Blh;(x)] = 1
@ Pro kazdy prvek x € S a kazdé i nastavime B;[h;(x)] = 1 o Ostatni bity B jsou nulové
@ Ostatni bity By, . .., B jsou nulové

o Jestlize existuje i takové, ze B[hi(x)] = 0, pak prvek x v seznamu S uréité neni
o Jestlize existuje i takové, ze Bi[hi(x)] = 0, pak prvek x v seznamu S urité neni o Jestlize B[hi(x)] = 1 pro vSechny hesovaci funkce h;, pak odpovime, Ze x v
. . . . seznamu S je, i kdyZ odpovéd miize byt Spatna
@ Za predpokladu, Zze x ¢ S, odhadneme pravdépodobnost, ze B;[h;(x)] = 1 pro
o PIvidx € S: h(x) = h(y)] < ()" @ Pro dané na m je pravdépodobnost chyby nejmensi pro k = 2 In2
@ Volbou m = [en] ak = (In H dostaneme ()" < p @ Chceme-li chybu s pravdépodobnosti nejvyse p, pak zvolime k = log, £ a
m=1,44 - nlog, 1

Pagh, Pagh, Rao (2005)

Potfebujeme pfiblizné 1,88 - nlog, % bitl

Ukézali variantu Bloom filtrt, které staéi nlog, 3 bitd

Pocitaci filtry (Counting filters: Fan, Cao, Broder, 2000) Bloomier filtry (Chazelle, Kilian, Rubinfeld, Tal, 2004)

Chceme umét mazat prvky v Bloom filtru

@ Misto pole bitil B pouzijeme pole ¢itacli C

@ C[j] je pocet dvojic (x, h;) takovych, ze x € Sa hj(x) =j

@ Find: Odpovime ano, jestlize C[h;(x)] > 0 pro vSechny heSovaci funkce h;

@ Insert/Delete: ZvySime/Snizime hodnoty ¢itact C[h;(x)] o jedna pro vSechny
hesovaci funkce h;

@ Musime zvolit dostatecné velké &itace, aby k preteceni dochazelo s dostate¢né
malou pravdépodobnosti

@ Chceme si pamatovat r-bitové éislo v(x) pro kazdy prvek x € S
o Jestlize x € S, pak operace Find musi vratit v(x)

@ Jestlize x ¢ S, pak operace Find muze vratit cokoliv

@ Operace Find nemusi umét poznat, jestlize x leziv S

Modifikace kukacéiho heSovani
\Volba velikosti Citacl @ Pouzijeme pole r-bitovych &isel R velikosti m

@ Hodnotu j-tého &itage odhadneme P[C[j] > s] < (%)X < (€%)° @ a dvé Uplné nezavislé hesovaci funkce hy, ho : U — [m]

1

m sm

@ Volbou k = ™ In2 dostavame Pmax; C[j] > s] < m (¢122)° @ Operace Find vrati R[h(x)] & R[hz2(x)]

@ Pro 4-bitovy ¢ita¢ dojde k preteceni pro C[j] = 16 s pravdépodobnosti
P[max; C[j] > 16] < 1,37-10""°m
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Konstrukce pole R

@ Najdeme heSovaci funkce hy a h, takové, Ze kukacéi graf neobsahuje kruznice
@ Pro m > 2cn, kde ¢ > 2, jsme dokazali, ze oCekavany pocet pokust k nalezeni
takovych heSovacich funkei je O(1)

@ V kazdé komponenté zvolime jeden vrchol j, kterému nastavime R[j] = 0
@ Strom projdeme do hloubky z vrcholu j

@ Pro kazdou hranu odpovidajici prvku x, jestlize pozice R[hi(x)] je jiz nastavena,
pak nastavime R[h2(x)] = R[h:(x)] & v(x)

Eg

@ Pamét: 4nr bitd (1ze vylepsit pouzitim vétdiho poétu heSovacich funkci)
@ Slozitost operace Find: O(1) v nejhorsim ptipadé

@ Ocekavana slozitost operace Build: O(n) pokud umime s prvky U pracovat v
konstantnim case

@ Pamétova slozitost operace Build: O(n(r + log n)) bitti Q@ Literatura
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