Datové struktury |

11. prednaska: Geometrické datové struktury

Jirka Fink

https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/

Katedra teoretické informatiky a matematické logiky
Matematicko-fyzikalni fakulta
Univerzita Karlova v Praze

Zimni semestr 2024/25

Licence: Creative Commons BY-NC-SA 4.0

Jirka Fink Datové struktury |

1/21


https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Intervalovy dotaz (Range query)

Popis problému

@ Mame danu mnozinu S obsahujici n bod(i z RY

@ Intervalem rozumime d-dimenzionalni obdélnik, napf.
<a1,b1> X --- X (ad,bd)

@ Operace QUERY: Najit vSechny body v daném intervalu

@ Operace COUNT: Ur¢it pocet bodl v daném intervalu

Aplikace

@ Pocitacova grafika, vypocetni geometrie
@ Databazové dotazy, napf. urcit zaméstnance ve véku 20-35 a platem 20-30 tisic
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Intervalovy dotaz v R

Body ulozime do pole
BuiLD: O(nlog n)
COUNT: O(log n)
QUERY: O(k + logn)
k je pocet vyjmenovanych bodu

Body ulozime do vyhledavaciho stromu
BuiLD: O(nlog n)
INSERT: O(log n)
DELETE: O(logn)
COUNT: O(log n)
QUERY: O(k + log n)
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Intervalovy dotaz v R': P¥iklad

Vrchol a je nejmensi prvek v intervalu, b je nejvétsi prvek v intervalu a c je posledni
spole¢ny vrchol na cestach z kofene do vrcholl a a b.
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Intervalové stromy v R? (Range tree)

@ Vybudujeme binarni vyhledavaci strom podle x-ové souradnice bodu (x-strom)
@ Necht S, je mnoZina bodtl v podstromu vrcholu u

@ Kazdy vrchol u vybudujeme jeden binarni vyhledavaci strom podle y-ové
soufadnice obsahujici S,

@ V kazdém vrcholu je ulozen jeden bod ©® ®

y-strom

)a( obsahuje a, b, c,d, u,v,w

obsahuje ¢, d, w
O

obsahuje a, b, v
(@)

o obsahuje c

atd.
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@ Podobné jako ve vyhledavacich stromech mizeme uvazovat dvé varianty: prvky
mohou byt uloZeny ve vS§ech vrcholech nebo jen v listech. V intervalovych
stromech pfedpokladame, Ze v kazdém vrcholu je ulozen jeden bod.

@ Pozor! Kazdy bod je uloZen v nékolika vrcholech, takze pamétova sloZitost neni
linearni.
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Intervalové stromy v R?: Pamét

Kde vSude je ulozeny jeden vrchol?

Kazdy bod p je uloZen v pravé jednom vrcholu v x-stromu a déle je bod p ulozen v
kazdém y-stromu pfifazenému vrcholu na cesté z x-kofene do v.

Predpoklad

Predpokladejme, Ze binarni vyhledavaci strom pouzity v intervalovych stromech je
vyvazeny, a tedy jeho vyska je ©(log n).

Pamétova slozitost

Kazdy bod je ulozen v O(log n) y-stromech a celkova pamétova slozitost je O(nlog n).
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Intervalové stromy v R?: Dotaz na interval (ay, bx) x (ay, by)

Idea algoritmu vyhledavani

@ Najit klite ay a by v x-stromu ©

@ Urdit vrcholy u x-stromu takové, Ze S, obsahuje pouze body s x-ovou souradnici v
intervalu (ax, bx) ®

@ V téchto vrcholech polozme y-ovy dotaz (ay, by)

.|
N

(ilustrativni) y-stromy

Slozitost dotazu COUNT
O(log® n) protoze y-ovy dotaz je volan v O(log n) y-stromech ® ®
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@ Presnéji: najit ze vSech prvku v x-stromu dva body majici nejmensi a nejvétsi
x-ovou soufadnic lezici intervalu (ay, bx).

Q Je ziejmé, Ze kdyz vrchol tuto podminku splfiuje, tak ji spifiuji i synové vrcholu.
Proto nas zajimaji nejvySe umisténé vrcholy s touto vlastnosti, tj. vrcholy splfiujici
tuto podminky, ale jejichz otec tuto podminku nesplriuje.

© Vsimnéme si, Ze prohledavané y-stromy obsahuji po dvou disjunktni mnoziny
prvkd.

© V dotazu QUERY je nutné vyjmenovat vSechny body, a proto slozZitost je
O(k + log? n), kde k je pocet bodl v obdélniku.
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Intervalové stromy v R? (pfedpokladame d > 2)

@ j-strom je binarni vyhledavaci strom podle j-té soufadnice proi=1,...,d
@ Pro i < d ma kazdy vrchol u i-stromu ukazatel na (i + 1)-strom obsahujici S,
@ Intervalovym stromem rozumime vSechny vySe popsané stromy

Reprezentace
Struktura vrcholu intervalového stromu obsahuje
key nadrovina rozdélujici prostor mezi syny ©
left, right ukazatel na levého a pravého syna
tree ukazatel na koten (i + 1)-stromu
size pocet bodll v podstromu (pokud potfebujeme dotaz COUNT)

Poznamka

Necht u je vrchol i-stromu a T jsou véechny vrcholy dosaZitelné opakovanym
pristupem k ukazatelim left, right a tree z vrcholu u. Pak T tvofi intervalovy strom na
vrcholech S, a souradnicich /,. .., d.
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@ Operace QUERY musi umét body lezici v obdélniku i vypsat, a proto pottebuje mit
ve vSech vrcholech uloZeny vSechny soufadnice bodu. Operaci QUERY stagi kli¢,
coz v i-stromu je i-ta4 souradnice bodu.
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Intervalové stromy v R: Struktura a pamétova slozZitost

V kolika vrcholech je ulozeny bod b?

@ Existuje O(log n) vrcholl u 1-stromu takovych, ze S, obsahuje b

@ Tedy pocet 2-stromu obsahujici b je O(log n)

Uvazujme i-strom T obsahujici bod b

Pak v T je O(log n) vrcholi w takovych, Zze b € Sy, ©

Pocet (i + 1)-strom0 pfifazenych néjakému vrcholu T obsahujicich b je O(log n)
Kazdou dimenzi se pocet stromll obsahujicich b zvySuje o multiplikativni faktor
O(log n)

Celkovy poget stromi/listi obsahuijicich b je O (log? " n)

Celkova pamétova slozitost je O (nlog? ™" n)

Kolik ma intervalovy strom i-stromu?

@ Poget vrcholl ve véech (i — 1)-stromech je O(nlog'2 n)
@ Kazdému vrcholu (i — 1)-stromu je pfifazen jeden i-strom
@ Poget i-stromu je O(nlog'?n) @
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@ Strom T nemusi obsahovat v§echny prvky, a proto jeho vyska nemusi byt
Q(log n). Dokonce vétSina strom( obsahuje celkem maly pocet bod(.

@ Plati pro i > 2. Pro i = 1 madme jeden 1-strom.
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Intervalové stromy v R9: BUILD

Algoritmus (Body M jsou v poli setfidéné podle posledni souradnice)

1 Procedure Bu1Lp (mnoZina bodu M, dimenze stromu d, aktualni souradnice i)
2 if [M| = 1 then

3 L return novy list obsahuijici jediny vrchol M ©
if i = d then
5 L return koren stromu vytvoreny ze setfidéného pole

6 v < novy vrchol

7 v.tree < BuriLp (M,d,i+ 1)

8 v.key + median i-tych souradnic bodd M

9 M, M; + rozdél M na body majici i-tou souradnici mensi a vétsi nez v.key
0 v.left < Buiip (M, d, i)

1 v.right < Buiwp (M,,d,i)

2 return v

Slozitost jednoho volani funkce BUILD (bez rekurze)
@ Pro j = d je slozitost O(1) @
@ Proj < d je slozitost O(|S|) ®
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@ Zde je otazka, zda list musi mit pfitazeny (trivialni) strom dalsi dimenze. Je to
implementaéni detail, intervalovy strom maze fungovat v obou verzich a
asymptotické slozitosti se neméni.

© Predpokladame, ze mnozina stromi M pfedavana v rekurzi se udrzuje setfidéna.
Cas jednoho volani funkce Bu1wo je O(1) pro i = d, protoZe median leZi
uprostired pole M a rozdéleni M na M, a M je jen otazka predani spravnych
ukazatel(.

© Pro i < d neni pole M setfidéné podle aktualni soufadnice i, a proto nalezeni
medianu a rozdéleni pole trva O(nr). Casovou slozitost vytvoreni i-stromu T Ize
popsat rekurentni formuli f(n) = 2f(n/2) 4+ O(n), jejiz feSeni je O(nr log nt).
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Intervalové stromy v R9: Analyza operace BUILD

Vytvoreni d-strom0

@ d-stromy vytvarime v konstantnim ¢as na vrchol

@ Pocet vrcholl ve véech d-stromech je O (nlog? " n)

o Casova slozitost vytvoreni véech d-stromd je O (nlog?~" n)

Vytvoreni vSech i-stroml pro i =1,...,d — 1 (nepocitaje (i + 1)-stromy)

@ Podet vrchold ve vech i-stromech je O(nlog'~" n)
@ Necht nr je podet vrcholl v j-stromu T

@ Vybudovani samotného stromu T trva O(nr log nr)
@ Vybudovani v§ech j-strom0 trva

Z nrlognr <logn Z nT:Iogn'nIoan:nIog"n

i-strom T i-strom T

Casova slozitost operace BUILD
(9(n|og°’71 n)
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Intervalové stromy v R?: QUERY (ay, by) x --- x (ag, by)

Procedure Query (vrchol v, aktualni souradnice i)
if v = NIL then
| return
if v.key < a; then
‘ Query (v.right, i)
else if v.key > b; then
‘ Query (v.left, i)
else
if v.point leZi v obdéiniku then
| Vypi$ v.point
Query_left (v.left,i)
Query_right (v.right,i)
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Intervalové stromy v R?: QUERY (ay, by) x --- x (ag, by)

1

2
3
4
5
6
7
8

9
10
11
12
13

Procedure Query_left (vrchol v, aktudini souradnice i)
if v = NIL then
| return
if v.key < a; then
| Query_left (v.right,i)
else
if v.point leZi v obdéiniku then
| Vypi$ v.point
Query_left (v.left,i)
if i < d then
| Query (v.right.tree, i+ 1)
else
L Vypis$ vSechny body v podstromu vrcholu v.right
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Intervalové stromy v R9: QUERY

Slozitost operace COUNT
@ V kazdém stromé pristoupime k nejvySe dvéma vrcholim z kazdé vrstvy
@ Z kazdého navstiveného i-stromu pokracujeme do O(log n) (i + 1)-stromu
@ Pocet navstivenych i-stromi je O(log'~" n)

@ Celkova slozitost je O (log? n)

Slozitost operace QUERY
@ Vypsani vSech bodl v podstromu trva O(k), kde k je pocet nalezenych bodl
@ Celkova slozitost je O (k + log? n)
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BB[a]-strom

@ Binarni vyhledavaci strom

@ Pocet listll v podstromu vrcholu u oznaéme s,
@ Podstromy obou synd kazdého vrcholu u maji nejvyse as, listl

Operace Insert (Delete je analogicky)

@ Najit list pro novy prvek a ulozit do ného novy prvek (slozitost: O(log n))

@ Jestlize néktery vrchol u porusuje vyvaZovaci podminku, tak cely jeho podstrom
znovu vytvofime operaci BUILD (slozitost O(sy))

Amortizovana ¢asova slozitost operaci Insert a Delete

@ Jestlize podstrom vrcholu u po provedeni operace BUILD ma s, listll, pak dalsi
poruseni vyvazovaci podminky pro vrchol u nastane nejdfive po Q(su)
pridani/smazani prvkd v podstromu vrcholu u

@ Amortizovany ¢as vyvazovani jednoho vrcholu je O(1)
@ P¥i jedné operaci Insert/Delete se prvek pfida/smaze v O(log n) podstromech

@ Amortizovany ¢as vyvazovani pfi jedné operaci Insert nebo Delete je O(log n)
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Intervalové stromy v R?: Dynamizace pomoci BB[a]-stromU

Pouziti BB[«]-stromU v intervalovych stromech

@ Binarni vyhledavaci stromy implementujeme pomoci BB[«]-strom(
@ Vyzaduje-li BB[«]-strom vyvazeni, pak prebudujeme vSechny pfitazené stromy

Slozitost operace Insert a Delete

@ Navstivenych i-stromd je O (log'~' n) a v kazdém navstivime O(log n) vrcholu
@ Slozitost bez prebudovani je O(Iogd n); analyzujme prebudovani

@ Uvazujme libovolny vrchol u, ktery lezi v i-stromu

@ Pfebudovani vrcholu u trva O(s, log? ' s,)
o

Pfebudovani vrcholu u mize nastat po Q(sy) po pfidani/smazani prvkd v
podstromu u

@ Amortizovana cena pfidani/smazani do vrcholu u je O (log? ' s,) < O(log®~' n)

@ Amortizovany Cas operace Insert a Delete je
S, O(log™" ) O(log n)O(log?~" n) = O(log? n)
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Dalsi znama vylepsSeni intervalovych stromu

Popsany postup

QUERY: O(k + log” n)
Pamét: O(nlog?~" n)

S pouzitim Fractional cascading

QUERY: O(k + log?~" n)
Pamét: (’)(nlog”’f1 n)

Chazelle, 1990

QUERY: O(k + log?~" n)
d—1
Pamét: O(n(log’ign) >

Chazelle, Guibas, 1986 (pro d > 3)
QUERY: O(k + log?~2 n)
Pamét: O(nlog® n)

\

V.
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k-d stromy

@ Body ulozime do binarniho stromu

@ Do kofene ulozime median podle prvni souradnice

@ Do levého (pravého) podstromu ulozime body majici prvni souradnice mensi
(vétsi) nez median

@ Vrcholy v prvni vrstvé pod kofenem se body rozdéluji podle druhé soufadnice

@ V dalSich vrstvach délime (cyklicky) podle dalSich souradnice

@ Vyska stromu je log, n+ ©(1)

@ Operace BUILD v €ase O(nlog n)

@ Body je téz mozné ukladat jen do listd a vrcholy pak obsahuji jen rozdélujici
nadroviny
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k-d stromy: Operace QUERY, COUNT: Algoritmus

Procedure Qurery (vrchol stromu v, interval R)

if v je list then
| Vypi$ v, pokud lezi v R

else if rozdélujici nadrovina vrcholu v protina R then

QuERY (levy synv, R)

QUERY (pravy synv, R)

else if R je ,vlevo“ od rozdélujici nadroviny vrcholu v then
‘ QuEeRY (levy synv, R)

else

10 | Query (pravy synv, R)

1

2
3
4
5
6
7
8
9
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k-d stromy: Operace QUERY COUNT: Analyza

P¥iklad nejhorsiho pfipadu pro R?

@ Mame mnozinu bodl S = {(x, ¥); X,y € [m]}, kde n = m?
@ Chceme najit mnozinu vSech bodu v intervalu (1,2;1,8) x R
@ V kazdé vrstvé rozdélujici podle y-ové souradnice musime prozkoumat oba

podstromy
@ Vyska stromu je log, n+ ©(1) a v poloviné vrstev prozkoumavame oba podstromy
@ Celkem navétivime 22 °&2€() — ©(,/n) listu

P¥iklad nejhorsiho pfipadu pro RY

@ M&jme mnozinu bodt S = [m]?, kde n = m?
@ Chceme najit mnozinu vSech bodd v intervalu (1,2;1,8) x R~

@ V kazdé vrstvé nerozdélujici podle prvni soufadnice musime prozkoumat oba
podstromy

o V &1 og, n+ ©(1) vrstvach prozkoumavame oba podstromy

o Celkem navétivime 27" 27+€() — @(n'~%) listd
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[m]¢ znagi tzv. mfizové body, tj. body RY, jejichZ kazda souFadnice je celé &islo od 0 od
m—1.

kd-stromy jsou maji nejlepsi moznou ¢asovou slozitost, pokud datova struktura smi
pouzivat pouze O(n) paméti. Intervalové stromy umi vyhodnotit intervalovy dotaz v
tase O(log? n), ale potfebuji O(nlog®~" n) paméti.

Jirka Fink Datové struktury | 20/21



Paralelni programovani bez zamka.
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