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Intervalový dotaz (Range query)

Popis problému

Máme dánu množinu S obsahujı́cı́ n bodů z Rd

Intervalem rozumı́me d-dimenzionálnı́ obdélnı́k, např.
⟨a1, b1⟩ × · · · × ⟨ad , bd⟩
Operace QUERY: Najı́t všechny body v daném intervalu

Operace COUNT: Určit počet bodů v daném intervalu

Aplikace
Počı́tačová grafika, výpočetnı́ geometrie

Databázové dotazy, např. určit zaměstnance ve věku 20-35 a platem 20-30 tisı́c
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Intervalový dotaz v R1

Staticky
Body uložı́me do pole

BUILD: O(n log n)

COUNT: O(log n)

QUERY: O(k + log n)

k je počet vyjmenovaných bodů

Dynamicky
Body uložı́me do vyhledávacı́ho stromu

BUILD: O(n log n)

INSERT: O(log n)

DELETE: O(log n)

COUNT: O(log n)

QUERY: O(k + log n)
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Intervalový dotaz v R1: Přı́klad

c

a b

Vrchol a je nejmenšı́ prvek v intervalu, b je největšı́ prvek v intervalu a c je poslednı́
společný vrchol na cestách z kořene do vrcholů a a b.
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Intervalové stromy v R2 (Range tree)

Konstrukce
Vybudujeme binárnı́ vyhledávacı́ strom podle x-ové souřadnice bodů (x-strom)

Necht’ Su je množina bodů v podstromu vrcholu u

Každý vrchol u vybudujeme jeden binárnı́ vyhledávacı́ strom podle y-ové
souřadnice obsahujı́cı́ Su

V každém vrcholu je uložen jeden bod 1 2

Přı́klad

u

v

a b

w

c d

x-strom y-strom

obsahuje a, b, c, d , u, v ,w

obsahuje a, b, v

obsahuje c, d ,w

obsahuje c

atd.
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1 Podobně jako ve vyhledávacı́ch stromech můžeme uvažovat dvě varianty: prvky
mohou být uloženy ve všech vrcholech nebo jen v listech. V intervalových
stromech předpokládáme, že v každém vrcholu je uložen jeden bod.

2 Pozor! Každý bod je uložen v několika vrcholech, takže pamět’ová složitost nenı́
lineárnı́.
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Intervalové stromy v R2: Pamět’

Kde všude je uložený jeden vrchol?
Každý bod p je uložen v právě jednom vrcholu v x-stromu a dále je bod p uložen v
každém y-stromu přiřazenému vrcholu na cestě z x-kořene do v .

Předpoklad
Předpokládejme, že binárnı́ vyhledávacı́ strom použitý v intervalových stromech je
vyvážený, a tedy jeho výška je Θ(log n).

Pamět’ová složitost

Každý bod je uložen v O(log n) y-stromech a celková pamět’ová složitost je O(n log n).
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Intervalové stromy v R2: Dotaz na interval ⟨ax ,bx⟩ × ⟨ay ,by ⟩

Idea algoritmu vyhledávánı́
1 Najı́t klı́če ax a bx v x-stromu 1

2 Určit vrcholy u x-stromu takové, že Su obsahuje pouze body s x-ovou souřadnicı́ v
intervalu ⟨ax , bx⟩ 2

3 V těchto vrcholech položme y-ový dotaz ⟨ay , by ⟩

Přı́klad

c

ax bx

(ilustrativnı́) y -stromy

Složitost dotazu COUNT

O
(
log2 n

)
protože y-ový dotaz je volán v O(log n) y -stromech 3 4
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1 Přesněji: najı́t ze všech prvků v x-stromu dva body majı́cı́ nejmenšı́ a největšı́
x-ovou souřadnic ležı́cı́ intervalu ⟨ax , bx⟩.

2 Je zřejmé, že když vrchol tuto podmı́nku splňuje, tak ji splňujı́ i synové vrcholu.
Proto nás zajı́majı́ nejvýše umı́stěné vrcholy s touto vlastnostı́, tj. vrcholy splňujı́cı́
tuto podmı́nky, ale jejichž otec tuto podmı́nku nesplňuje.

3 Všimněme si, že prohledávané y-stromy obsahujı́ po dvou disjunktnı́ množiny
prvků.

4 V dotazu QUERY je nutné vyjmenovat všechny body, a proto složitost je
O
(
k + log2 n

)
, kde k je počet bodů v obdélnı́ku.
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Intervalové stromy v Rd (předpokládáme d ≥ 2)

Popis
i-strom je binárnı́ vyhledávacı́ strom podle i-té souřadnice pro i = 1, . . . , d

Pro i < d má každý vrchol u i-stromu ukazatel na (i + 1)-strom obsahujı́cı́ Su

Intervalovým stromem rozumı́me všechny výše popsané stromy

Reprezentace
Struktura vrcholu intervalového stromu obsahuje

key nadrovina rozdělujı́cı́ prostor mezi syny 1

left, right ukazatel na levého a pravého syna

tree ukazatel na kořen (i + 1)-stromu

size počet bodů v podstromu (pokud potřebujeme dotaz COUNT)

Poznámka

Necht’ u je vrchol i-stromu a T jsou všechny vrcholy dosažitelné opakovaným
přı́stupem k ukazatelům left, right a tree z vrcholu u. Pak T tvořı́ intervalový strom na
vrcholech Su a souřadnicı́ch i , . . . , d .
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1 Operace QUERY musı́ umět body ležı́cı́ v obdélnı́ku i vypsat, a proto potřebuje mı́t
ve všech vrcholech uloženy všechny souřadnice bodu. Operaci QUERY stačı́ klı́č,
což v i-stromu je i-tá souřadnice bodu.
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Intervalové stromy v Rd : Struktura a pamět’ová složitost

V kolika vrcholech je uložený bod b?
Existuje O(log n) vrcholů u 1-stromu takových, že Su obsahuje b

Tedy počet 2-stromů obsahujı́cı́ b je O(log n)

Uvažujme i-strom T obsahujı́cı́ bod b

Pak v T je O(log n) vrcholů w takových, že b ∈ Sw 1

Počet (i + 1)-stromů přiřazených nějakému vrcholu T obsahujı́cı́ch b je O(log n)

Každou dimenzı́ se počet stromů obsahujı́cı́ch b zvyšuje o multiplikativnı́ faktor
O(log n)

Celkový počet stromů/listů obsahujı́cı́ch b je O
(
logd−1 n

)
Celková pamět’ová složitost je O

(
n logd−1 n

)
Kolik má intervalový strom i-stromů?

Počet vrcholů ve všech (i − 1)-stromech je O
(
n logi−2 n

)
Každému vrcholu (i − 1)-stromu je přiřazen jeden i-strom

Počet i-stromů je O
(
n logi−2 n

)
2
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1 Strom T nemusı́ obsahovat všechny prvky, a proto jeho výška nemusı́ být
Ω(log n). Dokonce většina stromů obsahuje celkem malý počet bodů.

2 Platı́ pro i ≥ 2. Pro i = 1 máme jeden 1-strom.
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Intervalové stromy v Rd : BUILD

Algoritmus (Body M jsou v poli setřı́děné podle poslednı́ souřadnice)

1 Procedure BUILD(množina bodů M, dimenze stromu d, aktuálnı́ souřadnice i)
2 if |M| = 1 then
3 return nový list obsahujı́cı́ jediný vrchol M 1

4 if i = d then
5 return kořen stromu vytvořený ze setřı́děného pole

6 v ← nový vrchol
7 v .tree← BUILD(M, d , i + 1)
8 v .key ← medián i-tých souřadnic bodů M
9 Ml ,Mr ← rozděl M na body majı́cı́ i-tou souřadnici menšı́ a většı́ než v .key

10 v .left ← BUILD(Ml , d , i)
11 v .right ← BUILD(Mr , d , i)
12 return v

Složitost jednoho volánı́ funkce BUILD (bez rekurze)

Pro i = d je složitost O(1) 2

Pro i < d je složitost O(|S|) 3
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1 Zde je otázka, zda list musı́ mı́t přiřazený (triviálnı́) strom dalšı́ dimenze. Je to
implementačnı́ detail, intervalový strom může fungovat v obou verzı́ch a
asymptotické složitosti se neměnı́.

2 Předpokládáme, že množina stromů M předávaná v rekurzi se udržuje setřı́děná.
Čas jednoho volánı́ funkce BUILD je O(1) pro i = d , protože medián ležı́
uprostřed pole M a rozdělenı́ M na Ml a Mr je jen otázka předánı́ správných
ukazatelů.

3 Pro i < d nenı́ pole M setřı́děné podle aktuálnı́ souřadnice i , a proto nalezenı́
mediánu a rozdělenı́ pole trvá O(nT ). Časovou složitost vytvořenı́ i-stromu T lze
popsat rekurentnı́ formulı́ f (n) = 2f (n/2) +O(n), jejı́ž řešenı́ je O(nT log nT ).
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Intervalové stromy v Rd : Analýza operace BUILD

Vytvořenı́ d-stromů
d-stromy vytvářı́me v konstantnı́m čas na vrchol

Počet vrcholů ve všech d-stromech je O
(
n logd−1 n

)
Časová složitost vytvořenı́ všech d-stromů je O

(
n logd−1 n

)
Vytvořenı́ všech i-stromů pro i = 1, . . . ,d − 1 (nepočı́taje (i + 1)-stromy)

Počet vrcholů ve všech i-stromech je O
(
n logi−1 n

)
Necht’ nT je počet vrcholů v i-stromu T

Vybudovánı́ samotného stromu T trvá O(nT log nT )

Vybudovánı́ všech i-stromů trvá∑
i-strom T

nT log nT ≤ log n
∑

i-strom T

nT = log n · n logi−1 n = n logi n

Časová složitost operace BUILD

O
(
n logd−1 n

)
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Intervalové stromy v Rd : QUERY ⟨a1,b1⟩ × · · · × ⟨ad ,bd⟩

1 Procedure Query(vrchol v, aktuálnı́ souřadnice i)
2 if v = NIL then
3 return
4 if v .key ≤ ai then
5 Query(v .right , i)
6 else if v .key ≥ bi then
7 Query(v .left , i)
8 else
9 if v .point ležı́ v obdélnı́ku then

10 Vypiš v .point

11 Query left(v .left , i)
12 Query right(v .right , i)

Jirka Fink Datové struktury I 12 / 21



Intervalové stromy v Rd : QUERY ⟨a1,b1⟩ × · · · × ⟨ad ,bd⟩

1 Procedure Query left(vrchol v, aktuálnı́ souřadnice i)
2 if v = NIL then
3 return
4 if v .key < ai then
5 Query left(v .right , i)
6 else
7 if v .point ležı́ v obdélnı́ku then
8 Vypiš v .point

9 Query left(v .left , i)
10 if i < d then
11 Query(v .right .tree, i + 1)
12 else
13 Vypiš všechny body v podstromu vrcholu v .right
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Intervalové stromy v Rd : QUERY

Složitost operace COUNT

V každém stromě přistoupı́me k nejvýše dvěma vrcholům z každé vrstvy

Z každého navštı́veného i-stromu pokračujeme do O(log n) (i + 1)-stromů

Počet navštı́vených i-stromů je O
(
logi−1 n

)
Celková složitost je O

(
logd n

)

Složitost operace QUERY

Vypsánı́ všech bodů v podstromu trvá O(k), kde k je počet nalezených bodů

Celková složitost je O
(
k + logd n

)
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BB[α]-stromy

BB[α]-strom
Binárnı́ vyhledávacı́ strom

Počet listů v podstromu vrcholu u označme su

Podstromy obou synů každého vrcholu u majı́ nejvýše αsu listů

Operace Insert (Delete je analogický)

Najı́t list pro nový prvek a uložit do něho nový prvek (složitost: O(log n))

Jestliže některý vrchol u porušuje vyvažovacı́ podmı́nku, tak celý jeho podstrom
znovu vytvořı́me operacı́ BUILD (složitost O(su))

Amortizovaná časová složitost operacı́ Insert a Delete
Jestliže podstrom vrcholu u po provedenı́ operace BUILD má su listů, pak dalšı́
porušenı́ vyvažovacı́ podmı́nky pro vrchol u nastane nejdřı́ve po Ω(su)
přidánı́/smazánı́ prvků v podstromu vrcholu u

Amortizovaný čas vyvažovanı́ jednoho vrcholu je O(1)
Při jedné operaci Insert/Delete se prvek přidá/smaže v O(log n) podstromech

Amortizovaný čas vyvažovanı́ při jedné operaci Insert nebo Delete je O(log n)
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Intervalové stromy v Rd : Dynamizace pomocı́ BB[α]-stromů

Použitı́ BB[α]-stromů v intervalových stromech
Binárnı́ vyhledávacı́ stromy implementujeme pomocı́ BB[α]-stromů

Vyžaduje-li BB[α]-strom vyváženı́, pak přebudujeme všechny přiřazené stromy

Složitost operace Insert a Delete

Navštı́vených i-stromů je O
(
logi−1 n

)
a v každém navštı́vı́me O(log n) vrcholů

Složitost bez přebudovánı́ je O
(
logd n

)
; analyzujme přebudovánı́

Uvažujme libovolný vrchol u, který ležı́ v i-stromu

Přebudovánı́ vrcholu u trvá O
(
su log

d−i su
)

Přebudovánı́ vrcholu u může nastat po Ω(su) po přidánı́/smazánı́ prvků v
podstromu u

Amortizovaná cena přidánı́/smazánı́ do vrcholu u je O
(
logd−i su

)
≤ O

(
logd−i n

)
Amortizovaný čas operace Insert a Delete je∑d

i=1O
(
logi−1 n

)
O(log n)O

(
logd−i n

)
= O

(
logd n

)
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Dalšı́ známá vylepšenı́ intervalových stromů

Popsaný postup

QUERY: O
(
k + logd n

)
Pamět’: O

(
n logd−1 n

)
S použitı́m Fractional cascading

QUERY: O
(
k + logd−1 n

)
Pamět’: O

(
n logd−1 n

)
Chazelle, 1990

QUERY: O
(
k + logd−1 n

)
Pamět’: O

(
n
(

log n
log log n

)d−1
)

Chazelle, Guibas, 1986 (pro d ≥ 3)

QUERY: O
(
k + logd−2 n

)
Pamět’: O

(
n logd n

)
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k-d stromy

Popis
Body uložı́me do binárnı́ho stromu

Do kořene uložı́me medián podle prvnı́ souřadnice

Do levého (pravého) podstromu uložı́me body majı́cı́ prvnı́ souřadnice menšı́
(většı́) než medián

Vrcholy v prvnı́ vrstvě pod kořenem se body rozdělujı́ podle druhé souřadnice

V dalšı́ch vrstvách dělı́me (cyklicky) podle dalšı́ch souřadnice

Výška stromu je log2 n +Θ(1)

Operace BUILD v čase O(n log n)

Body je též možné ukládat jen do listů a vrcholy pak obsahujı́ jen rozdělujı́cı́
nadroviny
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k-d stromy: Operace QUERY, COUNT: Algoritmus

Algoritmus

1 Procedure QUERY(vrchol stromu v, interval R)
2 if v je list then
3 Vypiš v , pokud ležı́ v R
4 else if rozdělujı́cı́ nadrovina vrcholu v protı́ná R then
5 QUERY(levý syn v, R)
6 QUERY(pravý syn v, R)
7 else if R je ”vlevo“ od rozdělujı́cı́ nadroviny vrcholu v then
8 QUERY(levý syn v, R)
9 else

10 QUERY(pravý syn v, R)
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k-d stromy: Operace QUERY COUNT: Analýza

Přı́klad nejhoršı́ho přı́padu pro R2

Máme množinu bodů S = {(x , y); x , y ∈ [m]}, kde n = m2

Chceme najı́t množinu všech bodů v intervalu ⟨1, 2; 1, 8⟩ × R
V každé vrstvě rozdělujı́cı́ podle y -ové souřadnice musı́me prozkoumat oba
podstromy

Výška stromu je log2 n +Θ(1) a v polovině vrstev prozkoumáváme oba podstromy

Celkem navštı́vı́me 2
1
2 log2 n+Θ(1) = Θ(

√
n) listů

Přı́klad nejhoršı́ho přı́padu pro Rd

Mějme množinu bodů S = [m]d , kde n = md

Chceme najı́t množinu všech bodů v intervalu ⟨1, 2; 1, 8⟩ × Rd−1

V každé vrstvě nerozdělujı́cı́ podle prvnı́ souřadnice musı́me prozkoumat oba
podstromy

V d−1
d log2 n +Θ(1) vrstvách prozkoumáváme oba podstromy

Celkem navštı́vı́me 2
d−1

d log2 n+Θ(1) = Θ(n1− 1
d ) listů
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[m]d značı́ tzv. mřı́žové body, tj. body Rd , jejichž každá souřadnice je celé čı́slo od 0 od
m − 1.
kd-stromy jsou majı́ nejlepšı́ možnou časovou složitost, pokud datová struktura smı́
použı́vat pouze O(n) paměti. Intervalové stromy umı́ vyhodnotit intervalový dotaz v
čase O

(
logd n

)
, ale potřebujı́ O

(
n logd−1 n

)
paměti.
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Po Vánocı́ch

Paralelnı́ programovánı́ bez zámků.
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