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Kukackové hesovani (Pagh, Rodler, 2004)

Pro dvé heSovaci funkce hy a ha prvek x musi byt uloZen v pfihradce hy(x) nebo hx(x).
V jedné prihradce muZze byt uloZzen nejvyse jeden prvek.

Operace Find a Delete
Trivialni, slozitost O(1) v nejhorSim pfipadeé.

Priklad operace Insert

@ Uspé&sné vioZeni prvku x do prihradky h(x) po tfech pfesunech
@ Prvek y neni mozné vlozit do hi(y)
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Kukackové hesovani: Algoritmus pro operaci Insert

Vlozeni prvku x do tabulky T
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pos < hi(x)
for [6log m]| krat @ do
if T[pos] je prazdna then
T[pos] + x
L return
swap(x, T[pos])
if pos == hi(x) @ then
| pos « ha(x)
else
| pos « hi(x)

rehash()
insert(x)

@ Nahodné vygenerujeme nové hesovaci funkce hy a ho z H

@ Mulzeme zvétsit velikost tabulky
@ Vlozime v8echny prvky do nové tabulky ®
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@ Po npokusech jsme uz uréité v cyklu. Lze ukazat, ze v cyklu jsme s velkou
pravdépodobnosti uz po Q(log n) krocich.

© Potrebuje najit druhou pozici, ve které prvek x muze byt ulozen.

© P¥i vkladani prvkl do nové tabulky mize dojit k Rehash, takze si pfi implementaci
musime dat pozor, abychom nékteré prvky neztratili.
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KukacCkové hesovani: Slozitost (bez dikazu)

Predpoklady:
@ HeSovaci systém je [6 log n|-nezavisly
@ Libovolné ¢ > 1
@ Pocet prvkl je n a velikost tabulky je m > 2cn
Pak:
@ Ocekavana slozitost operace Insert bez preheSovani je O(1)
@ Ocekavany pocet preheSovani pfi vkladani n prvkl do tabulky velikosti m je O(1)

@ Ocekavana amortizovana slozitost operace Insert je O(1)

HeSovaci systémy

@ Tabulkové hesovani garantuje stejnou sloZitost
@ Existuje 6-nezavisly heSovaci systém nedavajici konstantni slozitost
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Linearni pfidavani

@ Chtéli bychom usettit pamét, a tak prvky budeme ukladat pfimo do tabulky
@ V jedné prihradce muze byt jen jeden prvek

Operace Insert

Novy prvek x vlozime do prazdné prihradky h(x) + i mod m s nejmenSim moznym
i > 0.

Operace Find

Iterujeme dokud nenajdeme prvek nebo prazdnou prihradku.

Operace Delete

@ Lina varianta: Prihradku smazaného prvku oznackujeme, aby nasledné operace
Find pokracovali v hledani

@ Varianta bez znackovani: Zkontroluje a presouva prvky v celém fetézci

Jirka Fink Datové struktury | 5/14



Linearni pridavani: Slozitost operaci Find, Insert a Delete

Predpoklady
e m>(1+¢)n

@ Pokud prihradky po smazanych prvcich jen znaCkujeme, pak n je soucet poctu
prvkll a oznackovanych prihradek

Ocekavany pocet porovnani pii operaci Insert je

@ O(%) pro tplné nahodny systém (Knuth, 1963)
@ konstantni pro log(n)-nezavisly systém (Schmidt, Siegel, 1990)

) (’)(}—73> pro 5-nezavisly systém (Pagh, Pagh, Ruzic, 2007)
€6

@ O(log n) pro 4-nezavisly systém (Patragcu, Thorup, 2010) ®
@ O(%) pro tabulkové hesovani (Patrascu, Thorup, 2012)

@ O(log n) pro multiply-shift
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@ Existuje 4-nezavisly hesovaci systém a posloupnost operaci Insert nezavisla na
vybrané heSovaci funkci takova, Ze otekavana slozitost je Q(log n).
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Linearni pfidavani: Analyza

PocCet prvku od dané prihradky do nejblizsi volné prihradky

Jestlize n/m = a < 1 a systém heSovacich funkci je Uplné nahodny, pak ocekavany
pocet porovnani klict je O(1). @

Q@ Necht1<c<l a g= (ec;)a

e Platio < g<1®
@ Nechip; = P[|{x € S; h(x) € T}| = {] je pravdépodobnost, ze do dané mnoziny

prihradek T velikosti t je zahe$ovano t prvku. Pak p; < g'. ®
Necht X; je ndhodna proménna indikujici, zda prvek i je zahé$ovan do T
Necht X = 3" cs X a p = E[X] = ta
Plati cp = cat < t
1

Chernoff: p; = P[X =] < P[X > cu] < (ecc: )” —ga =qt

© Necht b je néjaka prihradka. Necht pj, je pravdépodobnost, Ze prihradky b aZ
b+ k — 1 jsou obsazeny a b + k je prvni volna pfihradka. Pak p; < %. @
® P < X ZoPsrk < G320a° = %
@ Ocekavany pocet porovnani klicl je
S kb < 5 Sito kg = g = O(1) ®
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@ Neuspésna operace Find musi dojit az k volné pfihradce a téz operace Insert,
pokud cestou neni prihradka oznadena operaci Delete. Uspé$na operace Find
muze porovnat méné prvkl. SloZitost operace Delete se v rliznych verzi lisi, ale v
rozumnych implementacich dojde nejhlfe k nejblizsi volné pfihradce. Knuth
spocital oéekavanou slozitost presné, ale vypocet je narocny.

ec—1

@ Zjevné g > 0. Chceme dokazat, ze £~ = e°~'7¢"*8¢ < 1. Musime tedy dokazat,
72ec—1—clogc<0Oproc>1.Proc=1mame c—1-— clogc =0, abychom
dokazali ostrou nerovnost pro ¢ > 1, ukazeme, ze funkce ¢ — 1 — clog c je pro
¢ > 1 klesajici. Derivace 1 — log ¢ — 1 je zaporna pro ¢ > 1.

© Zde uvazujeme prvky, které hesovaci funkce zobrazi do danych pfihradek, a
nikoliv prvky, které se do danych pfihradek dostanou vlivem linearniho pfidavani.

© Tedy prihradky b — s az b+ k — 1 jsou obsazeny pro néjaké s. Indexy prihradek
pocitame modulo m.

@ Gabriel’s staircase:
https://en.wikipedia.org/wiki/Arithmetico-geometric_sequence
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Multiply-shift

@ Pfedpokladame, ze |U| =2% am =2/
@ ha(x) = (ax mod 2) >> (w — /)
@ 7 = {ha; aje liché w-bitové &islo }

Implementace v C

uint64_t hash(uint64_t x, uint64_t 1, uinté6d_t a)
{ return (a*xx) >> (64-1); } )

Vlastnosti systému multiply-shift

@ 2-universalni
@ Velmi rychly na realnych pocitacich
@ V praxi ¢asto pouzivany

@ Cely vypocet musi byt proveden v neznaménkovych celociselnych typech, protoze
ze soucinu ax potrebujeme ziskat poslednich w bitd

V.
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Linearni pfidavani: Nahodna hesovaci funkce a tabulkové hesovani ©

—— Nahodny systém: Minimum
—— Nahodny systém: Maximum
—— Tabulkové heSovani: Minimum
—— Tabulkové heSovani: Maximum

300 +

200 |

Pocet kroku

100 +

10° 104 10° 10° 107 108
Velikost tabulky
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@ Pocet kroku pfi vkladani do tabulky linearniho pridavani pfi 90% zaplnéni. Nejprve
vlozime prvky 1,...,|0.89m| a poté pocitame primérny pocet krokl pfi vkladani
prvkd [0.89m+1],...,[0.91m]|. Z jednoho experimentu dostaneme jeden
pramérny pocet krok(l a experiment opakujeme 1000-krat pro rizné heSovaci
funkce. Grafy ukazuji statistické (daje téchto experimentd.
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Linearni pridavani: Nahodna hesovaci funkce a Multiply-shift

50 A

40 |

Pocet kroku

—— Nahodna: Minimum

—— Multiply-shift: Pramér
—— Multiply-shift: Median
—— Multiply-shift: Minimum

w
o

N
o
t

10° 10* 10° 10° 107
Velikost tabulky
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Linearni pfidavani: Multiply-shift

Pocet kroku

10* |

10° ¢

107 |

10" |

10°

—— Maximum
—— Pramér
—— Median
—— Minimum

10° 10* 10° 108 107 108
Velikost tabulky
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Hesovani: DalSi moznosti
Kvadratické prohledavani

Vlozit prvek x do prazdné pfihradky h(x) + ai + bi?® mod m s nejmensim moznym
i > 0, kde a, b jsou pevné konstanty.

v

Dvojité heSovani
Vlozit prvek x do prazdné prihradky hi(x) + ih2(x) mod m s nejmensSim moznym
i > 0, kde hy, ho jsou dvé heSovaci funkce.

\

Brentova varianta operace Insert

Jestlize prihradka
@ b = hy(x) + ih(x) mod m je obsazena prvkem y
@ b+ hx(x) mod m je taky obsazena
@ ¢ = b+ h(y) mod mje prazdna,

pak presuneme prvek y to prihradky c a prvek x vlozime do b. Timto se zkrati
ocekavana doba hledani.
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HesSovani posloupnosti pevné délky

Scalar-mod-prime
@ Chceme hesSovat d-tici xi, ..., X4 € Zp, kde p je prvocislo

° {x1,...,xd — 37 aix; mod p; a € Zg} je 1-universalni

° {x1,...,xd — b+ Ej; ajx; mod p; a € Zg,b € Zp} je (2,1)-nezavisly

° {x1 yeees Xg = (b + Ej; ajx; mod p) mod m; a € Zg7 be Zp} je (2,4)-nezavisly

i

Dukaz 1-universalnosti ®

@ M&jme rizné x, y € 73 a BUNO predpokladejme, ze x; # y;

o Pla-x=pa-y]=Pla-(x—y) = 0] = P |a =p =230 | _1/p @

X1 =N
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@ Pro 2-nezavislost staci podobné nahlednout, Ze aj, b jsou jednoznacéné uréené.

© Nahodna proménnéa a; musi nabyvat jednu konkrétni hodnotu, coz nastane s
pravdépodobnosti 1/p.
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HeSovani fetézcl riznych délek

Poly-mod-prime pro rGizné dlouhé retézce |

@ Chceme heSovat fetézec xi, ..., Xq € Zp, kde p je prvocislo
o {x1,...,xd — Zf:‘01 Xi1@ mod p; ac [p]} je d-universalni

@ Dva rtizné polynomy stupné nejvyse d — 1 maji nejvySe d spolecnych bodd, takze
existuje nejvyse d kolidujicich hodnot a.

Poly-mod-prime pro rizné dlouhé fetézce I
@ Chceme heSovat fetézec xi,...,xy € U do M, kde p > m je prvocislo

@ hapo(Xt,. .., Xq) = (b+ X%, X118 mod p) mod m

@ H ={hape; ab,ce[p]}
@ Plhapo(Xi,. .., Xa) = hape(X{,...,Xy)] < 2 pro rizné fetézce délek d,d’ < 2.
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