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Priklad ulohy linearniho programovani

Zadani

Sestavte Ulohu linearniho programovani, ktera minimalizuje cenu zeleniny obsahujici

pozadované mnozstvi vitaminud a vlakniny.

mrkev  zeli okurky | pozadovano na 1 porci
vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5 mg
vitamin C [mg/kg] 60 300 10 15 mg
vlaknina [g/kg] 30 20 10 49
cena [KC/kg] 15 10 3
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Priklad ulohy linearniho programovani

Zadani

Sestavte Ulohu linearniho programovani, ktera minimalizuje cenu zeleniny obsahujici
pozadované mnozstvi vitaminud a vlakniny.

mrkev  zeli okurky | pozadovano na 1 porci
vitamin A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5 mg
vitamin C [mg/kg] 60 300 10 15 mg
vlaknina [g/kg] 30 20 10 49
cena [KC/kg] 15 10 3

| A

Uloha linearniho programovani

mrkev zeli okurky
Minimalizovat 15x; + 10x> + 3X3 cena
zapodminek 35xy + O05x, + 05x3 > 0.5 vitaminA
60x; + 300x, + 10x3 > 15 vitaminC
30x; + 20x2 + 10x3 > 4  vlaknina
X1,X2,X3 > 0.

A\

Jirka Fink Optimaliza¢ni metody 3



Maticovy zapis Ulohy linearniho programovani

Uloha linearniho programovani

Minimalizovat 15x;y + 10x2 + 3x3

zapodminek 35x; + 05x, + 05x3 > 05
60x; + 300x, + 10x3 > 15
30x; + 20x2 + 10x3 > 4

X1,X2,X3 2 0.
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Maticovy zapis Ulohy linearniho programovani

Uloha linearniho programovani

Minimalizovat 15x;y + 10x2 + 3x3

zapodminek 35x; + 05x, + 05x3 > 05
60x; + 300x. + 10x3 > 15
30x1 + 20x2 + 10x3 > 4

X1,X2,X3 2 0.

15 T X1

10 X2

3 X3
35 05 05 X1 0.5
60 300 10 X2 | > | 15
30 20 10 X3 4
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Maticovy zapis

@ Minimalizovat

@ Za podminek

@ axi,Xz,x3>0




Systém linearnich rovnic a nerovnic

Rovnost a nerovnost vektort

Pro vektory x, y € R” znacime
@ x =y, jestlize x;=y;provSechnai=1,...,n a
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Systém linearnich rovnic a nerovnic

Rovnost a nerovnost vektort

Pro vektory x, y € R” znacime
@ x =y, jestlize x;=y;provSechnai=1,...,n a
@ x <y,jestlizex; <y,provSechnai=1,...,n

Systém linearnich rovnic

Pro danou matici A € R™*" typu m x n a vektor b € R™ vyraz Ax = b znaci systém m
linearnich rovnic, kde x je vektor n realnych neznamych.
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Systém linearnich rovnic a nerovnic

Rovnost a nerovnost vektort

Pro vektory x, y € R” znacime

@ x =y, jestlize x;=y;provSechnai=1,...,n a
@ x <y,jestlizex; <y,provSechnai=1,...,n
v

Systém linearnich rovnic

Pro danou matici A € R™*" typu m x n a vektor b € R™ vyraz Ax = b znaci systém m
linearnich rovnic, kde x je vektor n realnych neznamych.

v
. 7 ’ .

Systém linearnich nerovnic

Pro danou matici A € R™*" typu m x n a vektor b € R” vyraz Ax < b znaci systém m
linearnich nerovnic, kde x je vektor n realnych neznamych.
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Systém linearnich rovnic a nerovnic

Rovnost a nerovnost vektort

Pro vektory x, y € R” znacime
@ x =y, jestlize x;=y;provSechnai=1,...,n a

@ x <y, jestlizex; <y,provSechnai=1,...,n

' v
Systém linearnich rovnic

Pro danou matici A € R™*" typu m x n a vektor b € R™ vyraz Ax = b znaci systém m
linearnich rovnic, kde x je vektor n realnych neznamych.

v
Systém linearnich nerovnic

Pro danou matici A € R™*" typu m x n a vektor b € R™ vyraz Ax < b znadi systém m
linearnich nerovnic, kde x je vektor n realnych neznamych.

Priklad maticového zapisu linearnich nerovnic

X1
2x1 + x2 + x3 < 14 (2 ; ;) X | < (;g)
2x;1 + bxo + 5x3 < 30 X3
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Matematicka optimalizace

je vybér nejlepsiho prvku (podle daného kritéria) z dané mnoziny prvka.
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Matematicka optimalizace
je vybér nejlepsiho prvku (podle daného kritéria) z dané mnoziny prvka.

Priklad

@ Minimalizovat x* + y?, kde (x, y) € R?
@ Minimalni kostra v grafu
@ Nejkrats$i cesta mezi zadanymi vrcholy v grafu

Optimalizaéni problém

Optimalizaéni Glohou pro danou mnozinu feSeni M a cilovou funkci f : M — R
rozumime hledani feSeni x € M minimalizujici (nebo maximalizujici) hodnotu cilové

funkce f(x).
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Optimizace

Matematicka optimalizace
je vybér nejlepsiho prvku (podle daného kritéria) z dané mnoziny prvku.

Ptiklad
@ Minimalizovat x* + y?, kde (x, y) € R?
@ Minimalni kostra v grafu
@ Nejkrats$i cesta mezi zadanymi vrcholy v grafu

| \

Optimalizaéni problém

Optimalizaéni Glohou pro danou mnozinu feSeni M a cilovou funkci f : M — R
rozumime hledani feSeni x € M minimalizujici (nebo maximalizujici) hodnotu cilové
funkce f(x).

| \

Prevod mezi minimalizaci a maximalizaci

Pokud minyeum f(x) existuje, pak taky existuje maxxeny —f(x) a plati
— Minyem f(X) = maxyem —f(X).
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Linearni optimalizace

Uloha linearniho programovani (LP)

V Uloze linearniho programovani chceme najit vektor x* € R” maximalizujici (nebo
minimalizujici) hodnotu dané linearni funkce mezi vSemi vektory x € R” splfiujicimi
danou soustavu linearnich rovnic a nerovnic.

Rovnicovy tvar tlohy LP: minc"x za podminek Ax = b,x >0

Nerovnicovy tvar Glohy LP: max ¢"x za podminek Ax < b,
kdeceR",beR", Ac R™"ax e R".
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Linearni optimalizace

Uloha linearniho programovani (LP)

V Uloze linearniho programovani chceme najit vektor x* € R” maximalizujici (nebo
minimalizujici) hodnotu dané linearni funkce mezi vSemi vektory x € R” splfiujicimi
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Prevod rovnicového tvaru na nerovnicovy

max —c"x za podminek Ax < b, —Ax < —b, —x <0
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Linearni optimalizace

Uloha linearniho programovani (LP)

V Uloze linearniho programovani chceme najit vektor x* € R” maximalizujici (nebo
minimalizujici) hodnotu dané linearni funkce mezi vSemi vektory x € R” splfiujicimi
danou soustavu linearnich rovnic a nerovnic.

Rovnicovy tvar Glohy LP: minc"x za podminek Ax = b,x >0

Nerovnicovy tvar Glohy LP: max ¢"x za podminek Ax < b,
kdeceR", bcR™", Ac R™""ax cR".

Prevod rovnicového tvaru na nerovnicovy

max —c"x za podminek Ax < b, —Ax < —b, —x <0

Prevod nerovnicového tvaru na rovnicovy

min —¢™x’ + ¢"x” za podminek Ax’ — Ax"” + Ix"" = b, x',x",x"" >0
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Terminologie

Zakladni terminologie

@ Resenim rozumime libovolny vektor x € R”, kde n je poéet neznamych.

@ Reseni je pripustné, jestlize splfiuje véechny zadané podminky, napt. Ax < b.

@ Cilova funkce je funkce, kterou chceme maximalizovat (nebo minimalizovat), napr.
max c'x.

@ Optimalni feseni je pripustné feSeni s maximalni hodnotou cilové funkce
(chceme-li cilovou funkci maximalizovat).

@ Problém je neptipustny, jestlize neexistuje pripustné feseni.

@ Problém je neomezeny, jestlize existuji pfipustna feseni s libovolné velkou
hodnotou cilové funkce (chceme-li cilovou funkci maximalizovat).

@ Polyerd je mnozina bodl x € R” spliujici Ax < b pro néjakd Ac R™*"ab e R".

@ Polytop je omezeny polyerd (1j. existuje z € R takové, Ze ||x|| < z pro vechna
spliujici Ax < b).
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Toky v sitich

Problém

Kazdé spojeni dvou pocitac u a v v siti ma prenosovou rychlost ¢, . Jak nalézt
maximalni pfenosovou rychlost mezi pocitaci s a t, jestlize se datovy tok mize vétvit?

Jirka Fink Optimaliza¢ni metody 9



Toky v sitich

Kazdé spojeni dvou pocitac u a v v siti ma prenosovou rychlost ¢, . Jak nalézt
maximalni pfenosovou rychlost mezi pocitaci s a t, jestlize se datovy tok mize vétvit?

v

@ Vsechny hrany zorientujeme

@ Proménna x,, udava datovy tok z u do v (mlze byt zaporna)

@ Podminka omezujici maximalni rychlost je —cu, < Xuv < Cuv pro kazdou
orientovanou hranu uv

@ Data nemohou byt ukladana ani ztracena v Zadném pocitaci u kromé s a t:
Zv:uveEXUV = Zv:vueEXVU
@ Cilem je maximalizovat tok: max -, . cz Xsv — D, cce Xvs
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Toky v sitich

Kazdé spojeni dvou pocitac u a v v siti ma prenosovou rychlost ¢, . Jak nalézt
maximalni pfenosovou rychlost mezi pocitaci s a t, jestlize se datovy tok mize vétvit?

o
v s

Reseni

@ Vsechny hrany zorientujeme

@ Proménna x,, udava datovy tok z u do v (mlze byt zaporna)

@ Podminka omezujici maximalni rychlost je —cu, < Xuv < Cuv pro kazdou
orientovanou hranu uv

@ Data nemohou byt ukladana ani ztracena v Zadném pocitaci u kromé s a t:
Zv:uveEXUV = Zv:vueEXVU
@ Cilem je maximalizovat tok: max -, . cz Xsv — D, cce Xvs

Maticovy zapis

e Pfidame pomocnou hranu x;s s dostatecné velkou hranou c:s

Cilovéa funkce: maxx;s
Zachovani toku: Ax = 0 kde A je matice incidence
Kapacita: x <cax > —c

v,
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Graficka metoda: Mnozina pfipustnych feseni

Nakreslit mnozinu vSech pfipustnych feSeni (x1, x2) splfiiujici nasledujici podminky.

X1 + 6x2 < 15
4x4 = Xo < 10
—X1 + X2 < A

X1,X2 > 0
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Graficka metoda: Mnozina pfipustnych feseni

Ptiklad
Nakreslit mnozinu vSech pfipustnych feSeni (x1, x2) splfiiujici nasledujici podminky.

X1 + 6x2 < 15
4x4 = Xo < 10
—X1 + X2 < A

X1,X2 > 0

Mnozinu pfipustnych feseni tvori pétithelnik

X2 >0

4x1 — Xo < 10
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Graficka metoda: Optimalni feseni

Priklad
Nalézt optimalni feSeni nasledujiciho problému.
Maximalizovat x1 + X2
X1 + 6x, < 15
4, — X < 10
X + x2 < 1
X1,X2 Z 0
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Graficka metoda: Optimalni feseni

Priklad
Nalézt optimalni feSeni nasledujiciho

Maximalizovat

problému.
X1 + X2
X1 + 6x, < 15
4, — X < 10
X1 + X2 < 1
X1,X2 Z 0

00
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Graficka metoda: Vice optimalnich reseni

Priklad

Nalést vSechna optimalni feSeni nasledujiciho problému.

Maximize 1x1 + Xz

X1 + 6x, < 15
a1 — X2 < 10
X1 + X2 < 1

X1,X2 > 0
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Graficka metoda: Vice optimalnich reseni

Priklad

Nalést vSechna optimalni feSeni nasledujiciho problému.

Maximize 1x1 + Xz

X1 + 6x2 < 15

4x4 = X2 < 10

X1 + X2 < 1

X19X2 2
v
Reseni
4
| 7
c'x =1

(0,0) Q\/

o’
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Graficka metoda: Neomezena Ulloha

Ukazte, ze nasledujici Gloha je neomezena.

Maximalizovat x; + X2
—X1 + Xz
X1, X2

IV IA
O—A
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Graficka metoda: Neomezena Ulloha

Ptiklad
Ukazte, ze nasledujici Gloha je neomezena.

Maximalizovat xi1 + Xo
—X1 + Xz
X1,X2

IV IA

Reseni

| |
.
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Graficka metoda: Nepfipustna uloha

Ukazat, Ze nasledujici tloha nema pfipustné feseni.

Maximalizovat xi1 + X2
X1 + Xz
X1, X2

IV IA
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Graficka metoda: Nepfipustna uloha

Ukazat, ze nasledujici Gloha nema pfipustné fesenti.

Maximalizovat xi1 + X2
X1 + X2
X1, X2

(0,0)

§X1 +x < -2
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Existence optimalniho feseni

Uloha max ¢"x za podminky Ax < b je

@ pripustna, jestlize existuje x splhujici Ax < b, a

@ omezena, jestlize existuje o € R takové, Ze pro vSechna x spliujici Ax < b plati
c'x<o.
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Existence optimalniho feseni
Definice

Uloha max ¢"x za podminky Ax < b je
@ pripustna, jestlize existuje x splhujici Ax < b, a
@ omezena, jestlize existuje o € R takové, Ze pro vSechna x spliujici Ax < b plati
c'x <o.

Jestlize je polyedr {x € R”; Ax < b} je omezeny, pak Uloha max {¢"x; Ax < b} ma
optimalni feseni pro vSechna ¢ € R”.
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Existence optimalniho feseni

Uloha max ¢"x za podminky Ax < b je
@ pripustna, jestlize existuje x splhujici Ax < b, a

@ omezena, jestlize existuje o € R takové, Ze pro vSechna x spliujici Ax < b plati
c'x<o.

v

Jestlize je polyedr {x € R”; Ax < b} je omezeny, pak Uloha max {¢"x; Ax < b} ma
optimalni feseni pro vSechna ¢ € R”.

Dlkaz (pomoci matematické analyzy)

Spojita funkce na kompaktni mnoziné nabyva maxima.
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Existence optimalniho feseni

Uloha max ¢"x za podminky Ax < b je
@ pripustna, jestlize existuje x splhujici Ax < b, a
@ omezena, jestlize existuje o € R takové, Ze pro vSechna x spliujici Ax < b plati
c'x <o.
Jestlize je polyedr {x € R”; Ax < b} je omezeny, pak Uloha max {¢"x; Ax < b} ma
optimalni feseni pro vSechna ¢ € R”.

Dlkaz (pomoci matematické analyzy)

Spoijita funkce na kompaktni mnoziné nabyva maxima.

@ Uloha max {€"x; Ax < b} mize mit optimalni feseni, i kdyz je polyedr
{x € R"; Ax < b} je neomezeny.

@ Kazda pfipustna omezena Uloha linearniho programovani ma optimalni feseni.
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Priklad celoCiselného linearniho programovani

Vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti grafu (V, E) je mnozina vrcholG U C V takova, ze kazda hrana ma
alespon jeden koncovy vrchol v U.
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Priklad celoCiselného linearniho programovani

Vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti grafu (V, E) je mnozina vrcholG U C V takova, ze kazda hrana ma
alespon jeden koncovy vrchol v U.

| \

Celociselné linearni programovani

Pro vrchol v mame proménnou x, € {0, 1} udavajici, zda v nalezi do pokryti. Omezeni
na vrchol v jsou 0 < x, < 1 a x, € Z a na hranu uv mame omezeni x, + x, > 1.
Cilové funkce je min - ., Xu.
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Priklad celoCiselného linearniho programovani
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Vrcholové pokryti grafu (V, E) je mnozina vrcholG U C V takova, ze kazda hrana ma
alespon jeden koncovy vrchol v U.
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Celociselné linearni programovani

Pro vrchol v mame proménnou x, € {0, 1} udavajici, zda v nalezi do pokryti. Omezeni
na vrchol v jsou 0 < x, < 1 a x, € Z a na hranu uv mame omezeni x, + x, > 1.
Cilové funkce je min - ., Xu.

N

Maticovy zapis

min 1x za podminek ATx > 1 a x € {0,1}V, kde A je matice incidence
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Priklad celoCiselného linearniho programovani

Vrcholové pokryti

Vrcholové pokryti grafu (V, E) je mnozina vrcholG U C V takova, ze kazda hrana ma
alespon jeden koncovy vrchol v U.

Celociselné linearni programovani

Pro vrchol v mame proménnou x, € {0, 1} udavajici, zda v nalezi do pokryti. Omezeni
na vrchol v jsou 0 < x, < 1 a x, € Z a na hranu uv mame omezeni x, + x, > 1.
Cilova funkce je min = _, Xy.

Maticovy zapis

min 1x za podminek A'x > 1 a x € {0,1}!"!, kde A je matice incidence

Casova slozitost

@ Pro ulohu linearni programovani existuji efektivni (polynomialni) algoritmy.
@ Uloha celogiselného linearniho programovani je NP-tézka.
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Vztah optimalniho celoCiselného a relaxovaného reseni

Neprazdny polyedr nemusi obsahovat celociselny bod

Jirka Fink Optimalizacni metody 17



Vztah optimalniho celoCiselného a relaxovaného reseni

Neprazdny polyedr nemusi obsahovat celociselny bod

Jirka Fink Optimalizacni metody 17



Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

@ Zmrzlinaf potfebuje naplanovat vyrobu zmrzliny na pfisti rok

@ Odhad prodeje zmrzliny v mésici i € {1,...,n} je d; (v tunach)

@ Skladovani jedné tuny zmrzliny jeden mésic stoji a

@ ZvySeni nebo snizeni vyroby oproti predchazejicimu mésici stoji b na jednu tunu
@ Vyrobena zmrzlina mize byt skladovana nejvyse jeden mésic

@ Jak nalézt plan vyroby s nejmensimi naklady?
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}
@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}
@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i

@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna
ie{l,...,n}
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}

@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i

@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna
ie{1,...,n}

@ Trvanlivost je zaruéena podminkou s; < d; pro v8echna i € {1,...,n}
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}

@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i

@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna
ie{1,...,n}

@ Trvanlivost je zaruéena podminkou s; < d; pro v8echna i € {1,...,n}

@ Nezapornost vyroby a skladovych zasob x,s > 0
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}

@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i

@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna
ie{l,...,n}

Trvanlivost je zaru€ena podminkou s; < d; pro vSechna i € {1,...,n}
Nezapornost vyroby a skladovych zasob x,s > 0

Cilova funkce min bY"7 , |X; — Xi_1| + @Y., §; neni linearni
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}

@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i

@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna
ie{1,...,n}

Trvanlivost je zaru€ena podminkou s; < d; pro vSechna i € {1,...,n}
Nezapornost vyroby a skladovych zasob x,s > 0

Cilova funkce min bY"7 , |X; — Xi_1| + @Y., §; neni linearni

Proménna y; > 0 udava zvyseni produkce a z; > 0 udava snizeni produkce a
Xi—Xi1=Y;— 2
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}
@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i
@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna

ie{l,...,n}
@ Trvanlivost je zaruéena podminkou s; < d; pro v8echna i € {1,...,n}
@ Nezapornost vyroby a skladovych zasob x,s > 0
@ Cilova funkce minb>"7 , [x; — xi—1| + a>_, S; neni linedrni
@ Proménna y; > 0 udava zvySeni produkce a z; > 0 udava snizeni produkce a

Xi—Xi—1 =Y —2Z;
Uloha linearniho programovani resici zadany problém je
Minimalizovat b> 7 ,(y;+zi) +ad> i, Si

za podminek Si_1—Si+X; = d; proie{l,...,n}
Si_1 < d; proie{l,...,n}
X?S7y7z 2 0
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}

@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i

@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna
ie{1,...,n}

Trvanlivost je zaru€ena podminkou s; < d; pro vSechna i € {1,...,n}
Nezapornost vyroby a skladovych zasob x,s > 0

Cilova funkce min bY"7 , |X; — Xi_1| + @Y., §; neni linearni

Proménna y; > 0 udava zvyseni produkce a z; > 0 udava snizeni produkce a
Xi—Xi1=Y;— 2

Uloha linearniho programovani resici zadany problém je
Minimalizovat b> 7 ,(y;+zi) +ad> i, Si

za podminek Si_1—Si+X; = d; proie{l,...,n}
Si_1 < d; proie{l,...,n}
X?s7y7z 2 0

@ Navic miZzeme omezit poCate¢ni a konecné mnozstvi uskladnéné zmrzliny sy a s,
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Priklad: Planovani vyroby zmrzliny

Reseni (formulace pomoci linearniho programovani)

@ Proménna x; udava mnozstvi vyrobené zmrzliny v mésici i € {0,...,n}

@ Proménna s; udava mnozstvi uskladnéné zmrzliny z mésice i — 1 do i

@ Mnozstvi uskladnéné zmrzliny je dano rovnici s; = s;_1 + x; — d; pro v§echna
ie{1,...,n}

Trvanlivost je zaru€ena podminkou s; < d; pro vSechna i € {1,...,n}
Nezapornost vyroby a skladovych zasob x,s > 0

Cilova funkce min bY"7 , |X; — Xi_1| + @Y., §; neni linearni

Proménna y; > 0 udava zvyseni produkce a z; > 0 udava snizeni produkce a
Xi—Xi1=Y;— 2

@ Uloha linearniho programovani fesici zadany problém je
Minimalizovat b7 (y;+2z)+ad> ;S
za podminek Si_1—Si+ X = d; proie{l,...,n}
Si_1 < d; proie{l,...,n}
X? s7 y7 Z 2 0
@ Navic miZzeme omezit poCate¢ni a konecné mnozstvi uskladnéné zmrzliny sy a s,
@ MUizeme taky zadat xq
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Hledani nejkratSich cest z vrcholu s v orientovaném grafu
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Hledani nejkratSich cest z vrcholu s v orientovaném grafu

Uloha linearniho programovani je

Maximalizovat >~ ., Xu
zapodminek  x,—x, < cw provSechny hrany uv
Xs = 0
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Hledani nejkratSich cest z vrcholu s v orientovaném grafu

Uloha linearniho programovani je

Maximalizovat >~ ., Xu
zapodminek  x,—x, < cw provSechny hrany uv
Xs = 0

Dlkaz (optimalni feSeni x}; udava délku nejkratsi cesty z s do u Vu € V)

@ Necht y, je délka nejkratsi cesty do vrcholu u
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Hledani nejkratSich cest z vrcholu s v orientovaném grafu

Uloha linearniho programovani je

Maximalizovat >~ ., Xu
zapodminek  x,—x, < cw provSechny hrany uv
Xs = 0

Dlkaz (optimalni feSeni x}; udava délku nejkratsi cesty z s do u Vu € V)

@ Necht y, je délka nejkratsi cesty do vrcholu u

Q Platiy > x*
o Necht P jsou hrany nejkratsi cesty z vrcholu s do z
°oy,= ZuvePcUV > Zuvxc 7XE :X; 7y; :X§
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Hledani nejkratSich cest z vrcholu s v orientovaném grafu

Uloha linearniho programovani je

Maximalizovat >~ ., Xu
za podminek X, — Xy < cCuw provsechny hrany uv
Xs = 0

Dlkaz (optimalni feSeni x}; udava délku nejkratsi cesty z s do u Vu € V)

@ Necht y, je délka nejkratsi cesty do vrcholu u

© Platiy > x*
o Necht P jsou hrany nejkratsi cesty z vrcholu s do z
°oy,= ZuvePcUV > Zuvxc 7XE :X; 7y§ :X§
© Platiy = x*
e Sporem y # x*

o Tedyy >x*ad  ,cy¥,>DucvXi
o Ale y je pripustné feSeni a x* je optimalni feSeni
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Priklad: Loupeznici

@ k loupeznikiim se podafilo ziskat n obrazti cené ¢y az ¢,

@ Obrazy si chtéji rozdélit tak, aby nikdo nedostal pfilis maly dil, tj. hodnota obrazl v
nejméné cenném dilu musi byt co nejvétsi
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Priklad: Loupeznici

@ k loupeznikim se podafilo ziskat n obrazd cené ¢y az ¢,

@ Obrazy si chtéji rozdélit tak, aby nikdo nedostal pfilis maly dil, tj. hodnota obrazl v
nejméné cenném dilu musi byt co nejvétsi

Reseni (formulace pomoci celogiselného linearniho programovani)

@ Proménna x;; = 1, pokud j-ty loupeznik dostane i-ty obraz, jinak x;; = 0
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Priklad: Loupeznici

@ k loupeznikim se podafilo ziskat n obrazd cené ¢y az ¢,

@ Obrazy si chtéji rozdélit tak, aby nikdo nedostal pfilis maly dil, tj. hodnota obrazl v
nejméné cenném dilu musi byt co nejvétsi

Reseni (formulace pomoci celogiselného linearniho programovani)

@ Proménna x;; = 1, pokud j-ty loupeznik dostane i-ty obraz, jinak x;; = 0

@ Kazdy obraz pripadne jednomu loupeznikovi: Zj’.‘:1 x;; = 1 pro vSechna
i=1,....n
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Priklad: Loupeznici

@ k loupeznikim se podafilo ziskat n obrazd cené ¢y az ¢,

@ Obrazy si chtéji rozdélit tak, aby nikdo nedostal pfilis maly dil, tj. hodnota obrazl v
nejméné cenném dilu musi byt co nejvétsi

Reseni (formulace pomoci celogiselného linearniho programovani)

@ Proménna x;; = 1, pokud j-ty loupeznik dostane i-ty obraz, jinak x;; = 0

@ Kazdy obraz pripadne jednomu loupeznikovi: Zj’.‘:1 x;; = 1 pro vSechna
i=1,....n

@ Cena obrazu, které dostane j-ty loupeznik je Y7, cix;;
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Priklad: Loupeznici

@ k loupeznikim se podafilo ziskat n obrazd cené ¢y az ¢,

@ Obrazy si chtéji rozdélit tak, aby nikdo nedostal pfilis maly dil, tj. hodnota obrazl v
nejméné cenném dilu musi byt co nejvétsi

Reseni (formulace pomoci celogiselného linearniho programovani)

@ Proménna x;; = 1, pokud j-ty loupeznik dostane i-ty obraz, jinak x;; = 0

@ Kazdy obraz pripadne jednomu loupeznikovi: Zj’.‘:1 x;; = 1 pro vSechna
i=1,....n

@ Cena obrazu, které dostane j-ty loupeznik je Y7, cix;;

@ Cilové funkce maxminjcy; .. x3 27:1 ¢ix;; nenf linearni
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Priklad: Loupeznici

@ k loupeznikim se podafilo ziskat n obrazd cené ¢y az ¢,

@ Obrazy si chtéji rozdélit tak, aby nikdo nedostal pfilis maly dil, tj. hodnota obrazl v
nejméné cenném dilu musi byt co nejvétsi

Reseni (formulace pomoci celogiselného linearniho programovani)

@ Proménna x;; = 1, pokud j-ty loupeznik dostane i-ty obraz, jinak x;; = 0

(]

Kaidy obraz pfipadne jednomu loupeznikovi: Zj’.‘:1 x;; = 1 pro vSechna
i=1,....n

Cena obraz(l, které dostane j-ty loupeznik je >, ¢iX;;

Cilova funkce max minjey;,... «3 > i CiXi,j nent linedrni

Pfidejme proménnou m, jejiz hodnota je nejvySe cena nejméné cenného dilu:
m< Y7, cix;ijprovsechnaje {i,..., k}
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Priklad: Loupeznici

@ k loupeznikim se podafilo ziskat n obrazd cené ¢y az ¢,

@ Obrazy si chtéji rozdélit tak, aby nikdo nedostal pfilis maly dil, tj. hodnota obrazl v
nejméné cenném dilu musi byt co nejvétsi

Reseni (formulace pomoci celogiselného linearniho programovani)

@ Proménna x;; = 1, pokud j-ty loupeznik dostane i-ty obraz, jinak x;; = 0

(]

Kaidy obraz pfipadne jednomu loupeznikovi: Zj’.‘:1 x;; = 1 pro vSechna
i=1,....n

Cena obraz(l, které dostane j-ty loupeznik je >, ¢iX;;

Cilova funkce max minjey;,... «3 > i CiXi,j nent linedrni

Pfidejme proménnou m, jejiz hodnota je nejvySe cena nejméné cenného dilu:
m< Y7, cix;ijprovsechnaje {i,..., k}
Cilova funkce je max m
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Algoritmy na linearni programovani

Simplexova metoda (Dantzig, 1947)
@ V praxi efektivni algoritmus
@ Neni zname pivotovaci pravidlo, které by zaru¢ovalo polynomiélni slozitost
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Algoritmy na linearni programovani

Simplexova metoda (Dantzig, 1947)
@ V praxi efektivni algoritmus
@ Neni zname pivotovaci pravidlo, které by zaru¢ovalo polynomiélni slozitost

Elipsoidova metoda (Khachiyan, 1979)

@ Polynomialni algoritmus: Vyzaduje O(n*L) operaci na O(L)-bitovych &islech, kde
n je pocet proménnych a L je pocet bitll z zakdédovani vstupu (A, b, c).

@ V praxi podstatné pomalejSi nez simplexova metoda
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Algoritmy na linearni programovani

Simplexova metoda (Dantzig, 1947)
@ V praxi efektivni algoritmus
@ Neni zname pivotovaci pravidlo, které by zaru¢ovalo polynomiélni slozitost

4

Elipsoidova metoda (Khachiyan, 1979

@ Polynomialni algoritmus: Vyzaduje O(n*L) operaci na O(L)-bitovych &islech, kde
n je poCet proménnych a L je pocet bitli z zakddovani vstupu (A, b, ¢).

@ V praxi podstatné pomalejSi nez simplexova metoda

Metody vnittnich bod

@ Polynomialni slozitost (v na L)

@ Srovnatelné rychlé jako simplexova metoda (zalezi na konkrétni instanci)
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Algoritmy na linearni programovani

Simplexova metoda (Dantzig, 1947)

@ V praxi efektivni algoritmus
@ Neni zname pivotovaci pravidlo, které by zaru¢ovalo polynomiélni slozitost

Elipsoidova metoda (Khachiyan, 1979)

@ Polynomialni algoritmus: Vyzaduje O(n*L) operaci na O(L)-bitovych &islech, kde
n je poCet proménnych a L je pocet bitli z zakddovani vstupu (A, b, ¢).

@ V praxi podstatné pomalejSi nez simplexova metoda

Metody vnittnich bod

@ Polynomialni slozitost (v na L)

@ Srovnatelné rychlé jako simplexova metoda (zalezi na konkrétni instanci)

@ Pro linearni programovani neni znam algoritmus se slozitosti polynomiéini v poctu
proménnych a podminek

@ Celociselni linearni programovani je NP-tézké

v
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Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvoii vektorovy (linearni) prostor prave tehdy, kdyz
aX + By € V provSechnaa,f € R, x,y € V.
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Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvoii vektorovy (linearni) prostor prave tehdy, kdyz
aX + By € V provSechnaa,f € R, x,y € V.

Definice

L C R” je afinni prostor (anglicky affine space), pokud L = V + a pro néjaké a € R" a
vektorovy prostor V CR", kde V+a={x+a; x € L}.
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Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvoii vektorovy (linearni) prostor prave tehdy, kdyz
aX + By € V provSechnaa,f € R, x,y € V.

L C R” je afinni prostor (anglicky affine space), pokud L = V + a pro néjaké a € R" a
vektorovy prostor V CR", kde V+a={x+a; x € L}.

W
Pozorovani

@ Jestlize L je afinni prostor a x € R", pak L + x je afinni prostor.

.
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Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvofi vektorovy (linearni) prostor pravé tehdy, kdyz
aX + By € VprovSechnaa,8 € R, x,y € V.

L C R” je afinni prostor (anglicky affine space), pokud L = V + a pro néjaké a € R" a
vektorovy prostor V C R”, kde V+a={x+a; x € L}.

W
Pozorovani

@ Jestlize L je afinni prostor a x € R", pak L + x je afinni prostor.
@ Jestlize L je afinni prostor a x € L, pak L — x je vektorovy prostor.

.
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Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvofi vektorovy (linearni) prostor pravé tehdy, kdyz
aX + By € VprovSechnaa,8 € R, x,y € V.

L C R” je afinni prostor (anglicky affine space), pokud L = V + a pro néjaké a € R" a
vektorovy prostor V C R”, kde V+a={x+a; x € L}.

W
Pozorovani

@ Jestlize L je afinni prostor a x € R", pak L + x je afinni prostor.
@ Jestlize L je afinni prostor a x € L, pak L — x je vektorovy prostor.
@ Jestlize L je afinni prostor, pak L — x = L — y pro vSechna x,y € L.

.

Jirka Fink Optimalizacni metody 23



Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvofi vektorovy (linearni) prostor pravé tehdy, kdyz
aX + By € VprovSechnaa,8 € R, x,y € V.

L C R” je afinni prostor (anglicky affine space), pokud L = V + a pro néjaké a € R" a
vektorovy prostor V C R”, kde V+a={x+a; x € L}.

W
Pozorovani

@ Jestlize L je afinni prostor a x € R", pak L + x je afinni prostor.

@ Jestlize L je afinni prostor a x € L, pak L — x je vektorovy prostor.
@ Jestlize L je afinni prostor, pak L — x = L — y pro v8echna x,y € L.
@ Afinni prostor L je vektorovy pravé tehdy, kdyz obsahuje pocatek.

.
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Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvofi vektorovy (linearni) prostor pravé tehdy, kdyz
aX + By € VprovSechnaa,8 € R, x,y € V.

L C R” je afinni prostor (anglicky affine space), pokud L = V + a pro néjaké a € R" a
vektorovy prostor V C R”, kde V+a={x+a; x € L}.

W
Pozorovani

@ Jestlize L je afinni prostor a x € R", pak L + x je afinni prostor.

@ Jestlize L je afinni prostor a x € L, pak L — x je vektorovy prostor.
@ Jestlize L je afinni prostor, pak L — x = L — y pro v8echna x,y € L.
@ Afinni prostor L je vektorovy pravé tehdy, kdyz obsahuje pocatek.

Souvislost afinniho prostoru a soustavy linearnich rovnic

@ V C R" tvoii vektorovy prostor pravé tehdy, kdyz V je mnozina vSech reseni
néjaké homogenni soustavy linearnich rovnic Ax = 0.
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Affini prostory

Neprazdna mnozina V C R” tvofi vektorovy (linearni) prostor pravé tehdy, kdyz
aX + By € VprovSechnaa,8 € R, x,y € V.

L C R” je afinni prostor (anglicky affine space), pokud L = V + a pro néjaké a € R" a
vektorovy prostor V C R”, kde V+a={x+a; x € L}.

W
Pozorovani

@ Jestlize L je afinni prostor a x € R", pak L + x je afinni prostor.

@ Jestlize L je afinni prostor a x € L, pak L — x je vektorovy prostor.
@ Jestlize L je afinni prostor, pak L — x = L — y pro v8echna x,y € L.
@ Afinni prostor L je vektorovy pravé tehdy, kdyz obsahuje pocatek.

Souvislost afinniho prostoru a soustavy linearnich rovnic

@ V C R" tvoii vektorovy prostor pravé tehdy, kdyz V je mnozina vSech reseni
néjaké homogenni soustavy linearnich rovnic Ax = 0.

@ L C R" tvofi afinni prostor pravé tehdy, kdyz L je mnozina vSech feSeni néjaké
konsistentni soustavy linearnich rovnic Ax = b.
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Konvexni mnozina

Pozorovani

Neprazdna mnozina M C R” je afinni prostor pravé tehdy, kdyz M obsahuije celou
pfimku danou kazdymi dvéma body z M.
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Konvexni mnozina

Pozorovani

Neprazdna mnozina M C R” je afinni prostor pravé tehdy, kdyz M obsahuije celou
pfimku danou kazdymi dvéma body z M.

v

M C R" je konvexni mnozina, jestlize M obsahuje celou Usecku mezi kazdymi dvéma
body z M.
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Konvexni mnozina

Pozorovani

Neprazdna mnozina M C R” je afinni prostor pravé tehdy, kdyz M obsahuije celou
pfimku danou kazdymi dvéma body z M.

Definice

M C R" je konvexni mnozina, jestlize M obsahuje celou Usecku mezi kazdymi dvéma
body z M.

o(D-

Priklad




Konvexni mnozina

Pozorovani

Neprazdna mnozina M C R” je afinni prostor pravé tehdy, kdyz M obsahuije celou
pfimku danou kazdymi dvéma body z M.

Definice

M C R" je konvexni mnozina, jestlize M obsahuje celou Usecku mezi kazdymi dvéma
body z M.

Priklad

o(m-
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Linearni, afinni a konvexni obaly

Pozorovani
@ Pranik libovolného poctu vektorovych prostoru tvori vektorovy prostor.
@ Neprazdny prinik libovolného poctu afinnich prostorl tvofi afinni prostor.
@ Prunik libovolného poétu konvexnich mnozinu tvofi konvexni mnoZzinu.
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Linearni, afinni a konvexni obaly

Pozorovani
@ Pranik libovolného poctu vektorovych prostoru tvori vektorovy prostor.
@ Neprazdny prinik libovolného poctu afinnich prostorl tvofi afinni prostor.
@ Prunik libovolného poétu konvexnich mnozinu tvofi konvexni mnoZzinu.

|

Definice

Necht S C R” je neprazdna mnozina.
@ Linearni obal span(S) je prunik vSech vektorovych prostort obsahujicich S.
@ Afinni obal aff(S) je pranik vSech afinnich prostord obsahujicich S.
@ Konvexni obal conv(S) je prinik vSech konvexnich mnozin obsahujicich S.

N
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Linearni, afinni a konvexni obaly

Pozorovani

@ Pranik libovolného poctu vektorovych prostoru tvori vektorovy prostor.

@ Neprazdny prinik libovolného poctu afinnich prostorl tvofi afinni prostor.

@ Pranik libovolného poctu konvexnich mnozinu tvofi konvexni mnozinu. |
Necht S C R” je neprazdna mnozina.

@ Linearni obal span(S) je prunik vSech vektorovych prostort obsahujicich S.

@ Afinni obal aff(S) je prinik vSech afinnich prostort obsahujicich S.

@ Konvexni obal conv(S) je pranik vSech konvexnich mnozin obsahujicich S. )
Necht S C R” je neprazdna mnozina.

@ S je vektorovy prostor prave tehdy, kdyz S = span(S).

@ S je afinni prostor pravé tehdy, kdyz S = aff(S).

@ S je konvexni mnozina pravé tehdy, kdyz S = conv(S).

v
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Linearni, afinni a konvexni obaly

Pozorovani

@ Pranik libovolného poctu vektorovych prostoru tvori vektorovy prostor.
@ Neprazdny prinik libovolného poctu afinnich prostorl tvofi afinni prostor.
@ Pranik libovolného poctu konvexnich mnozinu tvofi konvexni mnozinu.

Necht S C R” je neprazdna mnozina.

@ Linearni obal span(S) je prunik vSech vektorovych prostort obsahujicich S.
@ Afinni obal aff(S) je prinik vSech afinnich prostort obsahujicich S.

@ Konvexni obal conv(S) je pranik vSech konvexnich mnozin obsahujicich S. )
Necht S C R” je neprazdna mnozina.

@ S je vektorovy prostor prave tehdy, kdyz S = span(S).

@ S je afinni prostor pravé tehdy, kdyz S = aff(S).

@ S je konvexni mnozina pravé tehdy, kdyz S = conv(S).

@ span(S) = aff(Su {0})

v
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Linearni, afinni a konvexni kombinace

Necht v4, ..., v, jsou vektory R”, kde k je kladné celé &islo.
@ K. a;v; nazyvame linearni kombinaci, jestlize as, ..., ax € R.
@ K. av; nazyvame afinni kombinaci, jestlize a1,...,ax € Ra K a; = 1.

@ > . a;v; nazyvame konvexni kombinaci, jestlize a1,...,ax > 0a K  o; = 1.
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Linearni, afinni a konvexni kombinace

Necht v4, ..., v, jsou vektory R”, kde k je kladné celé &islo.
@ K. a;v; nazyvame linearni kombinaci, jestlize as, ..., ax € R.
@ K. av; nazyvame afinni kombinaci, jestlize a1,...,ax € Ra K a; = 1.
@ > . a;v; nazyvame konvexni kombinaci, jestlize a1,...,ax > 0a K  o; = 1.

Necht S C R" je neprazdna mnozina.

@ Linearni obal span(S) je roven mnoziné vSech linearnich kombinaci vektord z S.
@ Afinni obal span(S) je roven mnoziné vSech afinnich kombinaci vektor(i z S.
@ Konvexni obal span(S) je roven mnoziné vSech konvexnich kombinaci bodu z S.
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Nezavislost

@ Mnozina S C R” je linearné nezavisla, jestlize zadny vektor z S nelze vyjadfit jako
linearni kombinaci ostatnich vektort z S.

@ Mnozina S C R” je afinné nezavisla, jestlize zadny vektor z S nelze vyjadfit jako
afinni kombinaci ostatnich vektor( z S.
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Nezavislost

@ Mnozina S C R” je linearné nezavisla, jestlize zadny vektor z S nelze vyjadfit jako
linearni kombinaci ostatnich vektort z S.

@ Mnozina S C R” je afinné nezavisla, jestlize zadny vektor z S nelze vyjadfit jako
afinni kombinaci ostatnich vektor( z S.

Pozorovani

@ Vektory v1,..., v, € R” jsou linearné zavislé pravé, kdyz existuje netrivialni
kombinace ai, ..., ax € R takova, ze 3 a;v; = 0.

@ Vektory v1,..., v, € R” jsou afinné zavislé prave, kdyz existuje netrivialni
kombinace as, ..., ax € R takova, ze 3K a;v;=0a >k a;=0.
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Nezavislost

@ Mnozina S C R” je linearné nezavisla, jestlize zadny vektor z S nelze vyjadfit jako
linearni kombinaci ostatnich vektort z S.

@ Mnozina S C R” je afinné nezavisla, jestlize zadny vektor z S nelze vyjadfit jako
afinni kombinaci ostatnich vektord z S.

Pozorovani

@ Vektory v1,..., v, € R” jsou linearné zavislé pravé, kdyz existuje netrivialni
kombinace ai, ..., ax € R takova, ze 3 a;v; = 0.
@ Vektory v1,..., vk € R" jsou afinné zavislé pravé, kdyz existuje netrivialni
kombinace as, ..., ax € R takova, ze 3K a;v;=0a >k a;=0.
v

Pozorovani

@ Vektory vy, ..., vk € R” jsou afinné nezavislé pravé tehdy, kdyz vektory

Vi — Vo,...,Vk — Vg jsou linearné nezavislé.
@ Vektory vq,..., vk € R" jsou linearné nezavislé pravé tehdy, kdyz vektory
0,v1,...,Vk jsou afinné nezavislé.

v
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Necht BC S C R".
@ B je baze vektorového prostoru S, jestlize B je linearné nezavisla a span(B) = S.
@ B je baze afinniho prostoru S, jestlize B je afinné nezavisla a aff(B) = S.
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Baze

Necht BC S C R".
@ B je baze vektorového prostoru S, jestlize B je linearné nezavisla a span(B) = S.
@ B je baze afinniho prostoru S, jestlize B je afinné nezavisla a aff(B) = S.

v

@ VSechny baze vektorového prostoru S maji stejnou velikost.

@ VSechny baze afinniho prostoru S maji stejnou velikost.
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Necht BC S C R".
@ B je baze vektorového prostoru S, jestlize B je linearné nezavisla a span(B) = S.
@ B je baze afinniho prostoru S, jestlize B je afinné nezavisla a aff(B) = S.

@ VSechny baze vektorového prostoru S maji stejnou velikost.

@ VSechny baze afinniho prostoru S maji stejnou velikost.

v
Pozorovani

Necht S je vektorovy prostor a B C S\ {0}. Pak B je baze B pravé tehdy, kdyz BuU {0}
je baze afinniho prostoru S.

4
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Necht BC S C R".
@ B je baze vektorového prostoru S, jestlize B je linearné nezavisla a span(B) = S.
@ B je baze afinniho prostoru S, jestlize B je afinné nezavisla a aff(B) = S.

@ VSechny baze vektorového prostoru S maji stejnou velikost.

@ VSechny baze afinniho prostoru S maji stejnou velikost.

v
Pozorovani

Necht S je vektorovy prostor a B C S\ {0}. Pak B je baze B pravé tehdy, kdyz BuU {0}
je baze afinniho prostoru S.

@ Dimenze vektorového prostoru je velikost jeho baze.

@ Dimenze afinniho prostoru je velikost jeho baze minus jedna.

@ Dimenze neprazdné mnoziny S C R” je dimenze afinniho prostoru aff(S).
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Carathéodory

Véta (Carathéodory)

Necht M C R". Kazdy bod v € conv(M) Ize zapsat jako konvexni kombinaci afinné
nezavislych bodu z M.
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Carathéodory

Véta (Carathéodory)

Necht M C R". Kazdy bod v € conv(M) Ize zapsat jako konvexni kombinaci afinné
nezavislych bodu z M.

Dusledek

Necht S C R” je neprazdna mnozina dimenze S. Pak kazdy bod z conv(S) Ize vyjadfit
jako konvexni kombinaci nejvyse d + 1 bodti z S.

Jirka Fink Optimaliza¢ni metody 29



Pokracovani

Pokud jsou tyto slajdy pro vas pfinosné a chtéli byste pokracovat v dalSich kapitolach,
tak staci prepnout do anglictiny.
https://ktiml.mff.cuni.cz/~fink/teaching/optimization_methods/
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