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Přednášejı́cı́: Martin Loebl

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 1
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Přı́klad úlohy lineárnı́ho programovánı́

Zadánı́
Sestavte úlohu lineárnı́ho programovánı́, která minimalizuje cenu zeleniny obsahujı́cı́
požadované množstvı́ vitamı́nů a vlákniny.

mrkev zelı́ okurky požadováno na 1 porci
vitamı́n A [mg/kg] 35 0.5 0.5 0.5 mg
vitamı́n C [mg/kg] 60 300 10 15 mg
vláknina [g/kg] 30 20 10 4 g
cena [KČ/kg] 15 10 3

Úloha lineárnı́ho programovánı́

mrkev zelı́ okurky
Minimalizovat 15xxx1 + 10xxx2 + 3xxx3 cena
za podmı́nek 35xxx1 + 0.5xxx2 + 0.5xxx3 ≥ 0.5 vitamı́n A

60xxx1 + 300xxx2 + 10xxx3 ≥ 15 vitamı́n C
30xxx1 + 20xxx2 + 10xxx3 ≥ 4 vláknina

xxx1,xxx2,xxx3 ≥ 0.
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Maticový zápis úlohy lineárnı́ho programovánı́

Úloha lineárnı́ho programovánı́

Minimalizovat 15xxx1 + 10xxx2 + 3xxx3

za podmı́nek 35xxx1 + 0.5xxx2 + 0.5xxx3 ≥ 0.5
60xxx1 + 300xxx2 + 10xxx3 ≥ 15
30xxx1 + 20xxx2 + 10xxx3 ≥ 4
xxx1,xxx2,xxx3 ≥ 0.

Maticový zápis
Minimalizovat 15

10
3

T xxx1

xxx2

xxx3


Za podmı́nek 35 0.5 0.5

60 300 10
30 20 10

xxx1

xxx2

xxx3

 ≥
0.5

15
4


a xxx1,xxx2,xxx3 ≥ 0
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Systém lineárnı́ch rovnic a nerovnic

Rovnost a nerovnost vektorů
Pro vektory xxx ,yyy ∈ Rn značı́me

xxx = yyy , jestliže xxx i = yyy i pro všechna i = 1, . . . , n, a

xxx ≤ yyy , jestliže xxx i ≤ yyy i pro všechna i = 1, . . . , n.

Systém lineárnı́ch rovnic

Pro danou matici A ∈ Rm×n typu m × n a vektor bbb ∈ Rm výraz Axxx = bbb značı́ systém m
lineárnı́ch rovnic, kde xxx je vektor n reálných neznámých.

Systém lineárnı́ch nerovnic

Pro danou matici A ∈ Rm×n typu m × n a vektor bbb ∈ Rm výraz Axxx ≤ bbb značı́ systém m
lineárnı́ch nerovnic, kde xxx je vektor n reálných neznámých.

Přı́klad maticového zápisu lineárnı́ch nerovnic

2xxx1 + xxx2 + xxx3 ≤ 14
2xxx1 + 5xxx2 + 5xxx3 ≤ 30

(
2 1 1
2 5 5

)xxx1

xxx2

xxx3

 ≤ (14
30

)
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Systém lineárnı́ch nerovnic

Pro danou matici A ∈ Rm×n typu m × n a vektor bbb ∈ Rm výraz Axxx ≤ bbb značı́ systém m
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Optimizace

Matematická optimalizace
je výběr nejlepšı́ho prvku (podle daného kritéria) z dané množiny prvků.

Přı́klad

Minimalizovat x2 + y2, kde (x , y) ∈ R2

Minimálnı́ kostra v grafu

Nejkratšı́ cesta mezi zadanými vrcholy v grafu

Optimalizačnı́ problém
Optimalizačnı́ úlohou pro danou množinu řešenı́ M a cı́lovou funkci f : M → R
rozumı́me hledánı́ řešenı́ x ∈ M minimalizujı́cı́ (nebo maximalizujı́cı́) hodnotu cı́lové
funkce f (x).

Převod mezi minimalizacı́ a maximalizacı́
Pokud minx∈M f (x) existuje, pak taky existuje maxx∈M −f (x) a platı́
−minx∈M f (x) = maxx∈M −f (x).
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rozumı́me hledánı́ řešenı́ x ∈ M minimalizujı́cı́ (nebo maximalizujı́cı́) hodnotu cı́lové
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Optimalizačnı́ problém
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Převod mezi minimalizacı́ a maximalizacı́
Pokud minx∈M f (x) existuje, pak taky existuje maxx∈M −f (x) a platı́
−minx∈M f (x) = maxx∈M −f (x).

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 6
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rozumı́me hledánı́ řešenı́ x ∈ M minimalizujı́cı́ (nebo maximalizujı́cı́) hodnotu cı́lové
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Lineárnı́ optimalizace

Úloha lineárnı́ho programovánı́ (LP)

V úloze lineárnı́ho programovánı́ chceme najı́t vektor xxx? ∈ Rn maximalizujı́cı́ (nebo
minimalizujı́cı́) hodnotu dané lineárnı́ funkce mezi všemi vektory xxx ∈ Rn splňujı́cı́mi
danou soustavu lineárnı́ch rovnic a nerovnic.

Rovnicový tvar úlohy LP: mincccTxxx za podmı́nek Axxx = bbb,xxx ≥ 000

Nerovnicový tvar úlohy LP: maxcccTxxx za podmı́nek Axxx ≤ bbb,

kde ccc ∈ Rn, bbb ∈ Rm, A ∈ Rm×n a xxx ∈ Rn.

Převod rovnicového tvaru na nerovnicový

max−cccTxxx za podmı́nek Axxx ≤ bbb,−Axxx ≤ −bbb,−xxx ≤ 000

Převod nerovnicového tvaru na rovnicový

min−cccTxxx ′ + cccTxxx ′′ za podmı́nek Axxx ′ − Axxx ′′ + Ixxx ′′′ = bbb, xxx ′,xxx ′′,xxx ′′′ ≥ 000
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Úloha lineárnı́ho programovánı́ (LP)
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Terminologie

Základnı́ terminologie

Řešenı́m rozumı́me libovolný vektor xxx ∈ Rn, kde n je počet neznámých.

Řešenı́ je přı́pustné, jestliže splňuje všechny zadané podmı́nky, např. Axxx ≤ bbb.

Cı́lová funkce je funkce, kterou chceme maximalizovat (nebo minimalizovat), např.
maxcccTxxx .

Optimálnı́ řešenı́ je přı́pustné řešenı́ s maximálnı́ hodnotou cı́lové funkce
(chceme-li cı́lovou funkci maximalizovat).

Problém je nepřı́pustný, jestliže neexistuje přı́pustné řešenı́.

Problém je neomezený, jestliže existujı́ přı́pustná řešenı́ s libovolně velkou
hodnotou cı́lové funkce (chceme-li cı́lovou funkci maximalizovat).

Polyerd je množina bodů xxx ∈ Rn splňujı́cı́ Axxx ≤ bbb pro nějaká A ∈ Rm×n a bbb ∈ Rm.

Polytop je omezený polyerd (tj. existuje z ∈ R takové, že ||xxx || ≤ z pro všechna
splňujı́cı́ Axxx ≤ bbb).

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 8



Toky v sı́tı́ch

Problém
Každé spojenı́ dvou počı́tačů u a v v sı́ti má přenosovou rychlost cccuv . Jak nalézt
maximálnı́ přenosovou rychlost mezi počı́tači s a t , jestliže se datový tok může větvit?

Řešenı́
Všechny hrany zorientujeme

Proměnná xxxuv udává datový tok z u do v (může být záporná)

Podmı́nka omezujı́cı́ maximálnı́ rychlost je −cccuv ≤ xxxuv ≤ cccuv pro každou
orientovanou hranu uv

Data nemohou být ukládána ani ztracena v žádném počı́tači u kromě s a t :∑
v :uv∈E xxxuv =

∑
v :vu∈E xxxvu

Cı́lem je maximalizovat tok: max
∑

v :sv∈E xxxsv −
∑

v :vs∈E xxxvs

Maticový zápis
• Přidáme pomocnou hranu xxx ts s dostatečně velkou hranou cccts

Cı́lová funkce: maxxxx ts

Zachovánı́ toku: Axxx = 000 kde A je matice incidence

Kapacita: xxx ≤ ccc a xxx ≥ −ccc

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 9
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Podmı́nka omezujı́cı́ maximálnı́ rychlost je −cccuv ≤ xxxuv ≤ cccuv pro každou
orientovanou hranu uv

Data nemohou být ukládána ani ztracena v žádném počı́tači u kromě s a t :∑
v :uv∈E xxxuv =

∑
v :vu∈E xxxvu

Cı́lem je maximalizovat tok: max
∑

v :sv∈E xxxsv −
∑

v :vs∈E xxxvs

Maticový zápis
• Přidáme pomocnou hranu xxx ts s dostatečně velkou hranou cccts

Cı́lová funkce: maxxxx ts

Zachovánı́ toku: Axxx = 000 kde A je matice incidence

Kapacita: xxx ≤ ccc a xxx ≥ −ccc
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Grafická metoda: Množina přı́pustných řešenı́

Přı́klad
Nakreslit množinu všech přı́pustných řešenı́ (xxx1,xxx2) splňujı́cı́ následujı́cı́ podmı́nky.

xxx1 + 6xxx2 ≤ 15
4xxx1 − xxx2 ≤ 10
−xxx1 + xxx2 ≤ 1

xxx1,xxx2 ≥ 0

Množinu přı́pustných řešenı́ tvořı́ pětiúhelnı́k

xxx1 ≥ 0 xxx2 − xxx1 ≤ 1

xxx1 + 6xxx2 ≤ 15

4xxx1 − xxx2 ≤ 10

xxx2 ≥ 0

(0, 0)

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 10
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Grafická metoda: Optimálnı́ řešenı́

Přı́klad
Nalézt optimálnı́ řešenı́ následujı́cı́ho problému.

Maximalizovat xxx1 + xxx2

xxx1 + 6xxx2 ≤ 15
4xxx1 − xxx2 ≤ 10
−xxx1 + xxx2 ≤ 1

xxx1,xxx2 ≥ 0

Řešenı́

(0, 0)

(3, 2)

(1, 1)

cccTxxx = 0

cccTxxx = 1

cccTxxx = 2

cccTxxx = 5
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Grafická metoda: Vı́ce optimálnı́ch řešenı́

Přı́klad
Nalést všechna optimálnı́ řešenı́ následujı́cı́ho problému.

Maximize 1
6xxx1 + xxx2

xxx1 + 6xxx2 ≤ 15
4xxx1 − xxx2 ≤ 10
−xxx1 + xxx2 ≤ 1

xxx1,xxx2 ≥ 0

Řešenı́

(0, 0)

( 1
6 , 1)

cccTxxx = 10
3
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Grafická metoda: Neomezená úloha

Přı́klad
Ukažte, že následujı́cı́ úloha je neomezená.

Maximalizovat xxx1 + xxx2

−xxx1 + xxx2 ≤ 1
xxx1,xxx2 ≥ 0

Řešenı́

(0, 0)

(1, 1)
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Přı́klad
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Grafická metoda: Nepřı́pustná úloha

Přı́klad
Ukázat, že následujı́cı́ úloha nemá přı́pustné řešenı́.
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Existence optimálnı́ho řešenı́

Definice

Úloha maxcccTxxx za podmı́nky Axxx ≤ bbb je

přı́pustná, jestliže existuje xxx splňujı́cı́ Axxx ≤ bbb, a

omezená, jestliže existuje o ∈ R takové, že pro všechna xxx splňujı́cı́ Axxx ≤ bbb platı́
cccTxxx ≤ o.

Věta

Jestliže je polyedr {xxx ∈ Rn; Axxx ≤ bbb} je omezený, pak úloha max
{
cccTxxx ; Axxx ≤ bbb

}
má

optimálnı́ řešenı́ pro všechna ccc ∈ Rn.

Důkaz (pomocı́ matematické analýzy)
Spojitá funkce na kompaktnı́ množině nabývá maxima.

Poznámky

Úloha max
{
cccTxxx ; Axxx ≤ bbb

}
může mı́t optimálnı́ řešenı́, i když je polyedr

{xxx ∈ Rn; Axxx ≤ bbb} je neomezený.

Každá přı́pustná omezená úloha lineárnı́ho programovánı́ má optimálnı́ řešenı́.
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Úloha maxcccTxxx za podmı́nky Axxx ≤ bbb je

přı́pustná, jestliže existuje xxx splňujı́cı́ Axxx ≤ bbb, a
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{
cccTxxx ; Axxx ≤ bbb

}
má
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Přı́klad celočı́selného lineárnı́ho programovánı́

Vrcholové pokrytı́
Vrcholové pokrytı́ grafu (V ,E) je množina vrcholů U ⊆ V taková, že každá hrana má
alespoň jeden koncový vrchol v U.

Celočı́selné lineárnı́ programovánı́

Pro vrchol v máme proměnnou xxxv ∈ {0, 1} udávajı́cı́, zda v náležı́ do pokrytı́. Omezenı́
na vrchol v jsou 0 ≤ xxxv ≤ 1 a xxxv ∈ Z a na hranu uv máme omezenı́ xxxu + xxxv ≥ 1.
Cı́lová funkce je min

∑
u∈V xxxu .

Maticový zápis

min 1xxx za podmı́nek ATxxx ≥ 1 a xxx ∈ {0, 1}|V |, kde A je matice incidence

Časová složitost
Pro úlohu lineárnı́ programovánı́ existujı́ efektivnı́ (polynomiálnı́) algoritmy.

Úloha celočı́selného lineárnı́ho programovánı́ je NP-těžká.
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min 1xxx za podmı́nek ATxxx ≥ 1 a xxx ∈ {0, 1}|V |, kde A je matice incidence
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Vrcholové pokrytı́
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Cı́lová funkce je min

∑
u∈V xxxu .

Maticový zápis
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Vztah optimálnı́ho celočı́selného a relaxovaného řešenı́

Neprázdný polyedr nemusı́ obsahovat celočı́selný bod

Celočı́selné přı́pustné řešenı́ nemusı́me zı́skat zaokrouhlenı́m relaxovaného řešenı́

c

Relaxed optimum

Integral optimum
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Přı́klad: Plánovánı́ výroby zmrzliny

Popis
Zmrzlinář potřebuje naplánovat výrobu zmrzliny na přı́štı́ rok

Odhad prodeje zmrzliny v měsı́ci i ∈ {1, . . . , n} je ddd i (v tunách)

Skladovánı́ jedné tuny zmrzliny jeden měsı́c stojı́ a

Zvýšenı́ nebo snı́ženı́ výroby oproti předcházejı́cı́mu měsı́ci stojı́ b na jednu tunu

Vyrobená zmrzlina může být skladována nejvýše jeden měsı́c

Jak nalézt plán výroby s nejmenšı́mi náklady?
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Přı́klad: Plánovánı́ výroby zmrzliny

Řešenı́ (formulace pomocı́ lineárnı́ho programovánı́)

Proměnná xxx i udává množstvı́ vyrobené zmrzliny v měsı́ci i ∈ {0, . . . , n}

Proměnná sssi udává množstvı́ uskladněné zmrzliny z měsı́ce i − 1 do i

Množstvı́ uskladněné zmrzliny je dáno rovnicı́ sssi = sssi−1 + xxx i − ddd i pro všechna
i ∈ {1, . . . , n}
Trvanlivost je zaručena podmı́nkou sssi ≤ ddd i pro všechna i ∈ {1, . . . , n}
Nezápornost výroby a skladových zásob xxx ,sss ≥ 000

Cı́lová funkce min b
∑n

i=1 |xxx i − xxx i−1|+ a
∑n

i=1 sssi nenı́ lineárnı́

Proměnná yyy i ≥ 0 udává zvýšenı́ produkce a zzz i ≥ 0 udává snı́ženı́ produkce a
xxx i − xxx i−1 = yyy i − zzz i

Úloha lineárnı́ho programovánı́ řešı́cı́ zadaný problém je
Minimalizovat b

∑n
i=1(yyy i + zzz i) + a

∑n
i=1 sssi

za podmı́nek sssi−1 − sssi + xxx i = ddd i pro i ∈ {1, . . . , n}
sssi−1 ≤ ddd i pro i ∈ {1, . . . , n}

xxx ,sss,yyy ,zzz ≥ 000

Navı́c můžeme omezit počátečnı́ a konečné množstvı́ uskladněné zmrzliny sss0 a sssn

Můžeme taky zadat xxx0
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Nezápornost výroby a skladových zásob xxx ,sss ≥ 000
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Řešenı́ (formulace pomocı́ lineárnı́ho programovánı́)
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Množstvı́ uskladněné zmrzliny je dáno rovnicı́ sssi = sssi−1 + xxx i − ddd i pro všechna
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Můžeme taky zadat xxx0

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 19



Hledánı́ nejkratšı́ch cest z vrcholu s v orientovaném grafu

Úloha lineárnı́ho programovánı́ je

Maximalizovat
∑

u∈V xxxu

za podmı́nek xxxv − xxxu ≤ cccuv pro všechny hrany uv
xxxs = 0

Důkaz (optimálnı́ řešenı́ xxx?
u udává délku nejkratšı́ cesty z s do u ∀u ∈ V )

1 Necht’ yyyu je délka nejkratšı́ cesty do vrcholu u
2 Platı́ yyy ≥ xxx?

Necht’ P jsou hrany nejkratšı́ cesty z vrcholu s do z
yyyz =

∑
uv∈P cccuv ≥

∑
uv xxx?

v − xxx?
u = xxx?

z − yyy?
s = xxx?

z

3 Platı́ yyy = xxx?

Sporem yyy 6= xxx?

Tedy yyy ≥ xxx? a
∑

u∈V yyyu >
∑

u∈V xxx?
u

Ale yyy je přı́pustné řešenı́ a xxx? je optimálnı́ řešenı́
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Přı́klad: Loupežnı́ci

Popis
k loupežnı́kům se podařilo zı́skat n obrazů ceně ccc1 až cccn

Obrazy si chtějı́ rozdělit tak, aby nikdo nedostal přı́liš malý dı́l, tj. hodnota obrazů v
nejméně cenném dı́lu musı́ být co největšı́

Řešenı́ (formulace pomocı́ celočı́selného lineárnı́ho programovánı́)

Proměnná xxx i,j = 1, pokud j-tý loupežnı́k dostane i-tý obraz, jinak xxx i,j = 0

Každý obraz připadne jednomu loupežnı́kovi:
∑k

j=1 xxx i,j = 1 pro všechna
i = 1, . . . , n

Cena obrazů, které dostane j-tý loupežnı́k je
∑n

i=1 ccc ixxx i,j

Cı́lová funkce max minj∈{i,...,k}
∑n

i=1 ccc ixxx i,j nenı́ lineárnı́

Přidejme proměnnou m, jejı́ž hodnota je nejvýše cena nejméně cenného dı́lu:
m ≤

∑n
i=1 ccc ixxx i,j pro všechna j ∈ {i , . . . , k}

Cı́lová funkce je max m
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Každý obraz připadne jednomu loupežnı́kovi:
∑k

j=1 xxx i,j = 1 pro všechna
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Cı́lová funkce je max m

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 21
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Algoritmy na lineárnı́ programovánı́

Simplexová metoda (Dantzig, 1947)
V praxi efektivnı́ algoritmus

Nenı́ známe pivotovacı́ pravidlo, které by zaručovalo polynomiálnı́ složitost

Elipsoidová metoda (Khachiyan, 1979)

Polynomiálnı́ algoritmus: Vyžaduje O
(
n4L
)

operacı́ na O(L)-bitových čı́slech, kde
n je počet proměnných a L je počet bitů z zakódovánı́ vstupu (A, bbb, ccc).

V praxi podstatně pomalejšı́ než simplexová metoda

Metody vnitřnı́ch bodů
Polynomiálnı́ složitost (v n a L)

Srovnatelně rychlé jako simplexová metoda (záležı́ na konkrétnı́ instanci)

Poznámky
Pro lineárnı́ programovánı́ nenı́ znám algoritmus se složitostı́ polynomiálnı́ v počtu
proměnných a podmı́nek

Celočı́selnı́ lineárnı́ programovánı́ je NP-těžké
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Polynomiálnı́ složitost (v n a L)
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Algoritmy na lineárnı́ programovánı́
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Polynomiálnı́ algoritmus: Vyžaduje O
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Affinı́ prostory

Věta
Neprázdná množina V ⊆ Rn tvořı́ vektorový (lineárnı́) prostor právě tehdy, když
αxxx + βyyy ∈ V pro všechna α, β ∈ R, xxx ,yyy ∈ V .

Definice
L ⊆ Rn je afinnı́ prostor (anglicky affine space), pokud L = V + aaa pro nějaké aaa ∈ Rn a
vektorový prostor V ⊆ Rn, kde V + aaa = {xxx + aaa; xxx ∈ L}.

Pozorovánı́
Jestliže L je afinnı́ prostor a xxx ∈ Rn, pak L + xxx je afinnı́ prostor.

Jestliže L je afinnı́ prostor a xxx ∈ L, pak L− xxx je vektorový prostor.

Jestliže L je afinnı́ prostor, pak L− xxx = L− yyy pro všechna xxx ,yyy ∈ L.

Afinnı́ prostor L je vektorový právě tehdy, když obsahuje počátek.

Souvislost afinnı́ho prostoru a soustavy lineárnı́ch rovnic

V ⊆ Rn tvořı́ vektorový prostor právě tehdy, když V je množina všech řešenı́
nějaké homogennı́ soustavy lineárnı́ch rovnic Axxx = 000.

L ⊆ Rn tvořı́ afinnı́ prostor právě tehdy, když L je množina všech řešenı́ nějaké
konsistentnı́ soustavy lineárnı́ch rovnic Axxx = bbb.
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Konvexnı́ množina

Pozorovánı́
Neprázdná množina M ⊆ Rn je afinnı́ prostor právě tehdy, když M obsahuje celou
přı́mku danou každými dvěma body z M.

Definice
M ⊆ Rn je konvexnı́ množina, jestliže M obsahuje celou úsečku mezi každými dvěma
body z M.

Přı́klad

a

b

u

v
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přı́mku danou každými dvěma body z M.
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Lineárnı́, afinnı́ a konvexnı́ obaly

Pozorovánı́
Průnik libovolného počtu vektorových prostorů tvořı́ vektorový prostor.

Neprázdný průnik libovolného počtu afinnı́ch prostorů tvořı́ afinnı́ prostor.

Průnik libovolného počtu konvexnı́ch množinu tvořı́ konvexnı́ množinu.

Definice

Necht’ S ⊆ Rn je neprázdná množina.

Lineárnı́ obal span(S) je průnik všech vektorových prostorů obsahujı́cı́ch S.

Afinnı́ obal aff(S) je průnik všech afinnı́ch prostorů obsahujı́cı́ch S.

Konvexnı́ obal conv(S) je průnik všech konvexnı́ch množin obsahujı́cı́ch S.

Pozorovánı́

Necht’ S ⊆ Rn je neprázdná množina.

S je vektorový prostor právě tehdy, když S = span(S).

S je afinnı́ prostor právě tehdy, když S = aff(S).

S je konvexnı́ množina právě tehdy, když S = conv(S).

span(S) = aff(S ∪ {000})
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Lineárnı́, afinnı́ a konvexnı́ kombinace

Definice

Necht’ vvv1, . . . ,vvv k jsou vektory Rn, kde k je kladné celé čı́slo.∑k
i=1 αivvv i nazýváme lineárnı́ kombinacı́, jestliže α1, . . . , αk ∈ R.∑k
i=1 αivvv i nazýváme afinnı́ kombinacı́, jestliže α1, . . . , αk ∈ R a

∑k
i=1 αi = 1.∑k

i=1 αivvv i nazýváme konvexnı́ kombinacı́, jestliže α1, . . . , αk ≥ 0 a
∑k

i=1 αi = 1.

Věty

Necht’ S ⊆ Rn je neprázdná množina.

Lineárnı́ obal span(S) je roven množině všech lineárnı́ch kombinacı́ vektorů z S.

Afinnı́ obal span(S) je roven množině všech afinnı́ch kombinacı́ vektorů z S.

Konvexnı́ obal span(S) je roven množině všech konvexnı́ch kombinacı́ bodů z S.
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Nezávislost

Definice
Množina S ⊆ Rn je lineárně nezávislá, jestliže žádný vektor z S nelze vyjádřit jako
lineárnı́ kombinaci ostatnı́ch vektorů z S.

Množina S ⊆ Rn je afinně nezávislá, jestliže žádný vektor z S nelze vyjádřit jako
afinnı́ kombinaci ostatnı́ch vektorů z S.

Pozorovánı́
Vektory vvv1, . . . ,vvv k ∈ Rn jsou lineárně závislé právě, když existuje netriviálnı́
kombinace α1, . . . , αk ∈ R taková, že

∑k
i=1 αivvv i = 000.

Vektory vvv1, . . . ,vvv k ∈ Rn jsou afinně závislé právě, když existuje netriviálnı́
kombinace α1, . . . , αk ∈ R taková, že

∑k
i=1 αivvv i = 000 a

∑k
i=1 αi = 0.

Pozorovánı́
Vektory vvv0, . . . ,vvv k ∈ Rn jsou afinně nezávislé právě tehdy, když vektory
vvv1 − vvv0, . . . ,vvv k − vvv0 jsou lineárně nezávislé.

Vektory vvv1, . . . ,vvv k ∈ Rn jsou lineárně nezávislé právě tehdy, když vektory
000,vvv1, . . . ,vvv k jsou afinně nezávislé.
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Báze

Definice

Necht’ B ⊆ S ⊆ Rn.

B je báze vektorového prostoru S, jestliže B je lineárně nezávislá a span(B) = S.

B je báze afinnı́ho prostoru S, jestliže B je afinně nezávislá a aff(B) = S.

Věty
Všechny báze vektorového prostoru S majı́ stejnou velikost.

Všechny báze afinnı́ho prostoru S majı́ stejnou velikost.

Pozorovánı́

Necht’ S je vektorový prostor a B ⊆ S \ {000}. Pak B je báze B právě tehdy, když B ∪ {000}
je báze afinnı́ho prostoru S.

Definice
Dimenze vektorového prostoru je velikost jeho báze.

Dimenze afinnı́ho prostoru je velikost jeho báze mı́nus jedna.

Dimenze neprázdné množiny S ⊆ Rn je dimenze afinnı́ho prostoru aff(S).
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Carathéodory

Věta (Carathéodory)

Necht’ M ⊆ Rn. Každý bod v ∈ conv(M) lze zapsat jako konvexnı́ kombinaci afinně
nezávislých bodů z M.

Důsledek

Necht’ S ⊆ Rn je neprázdná množina dimenze S. Pak každý bod z conv(S) lze vyjádřit
jako konvexnı́ kombinaci nejvýše d + 1 bodů z S.
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nezávislých bodů z M.
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Pokračovánı́

Pokud jsou tyto slajdy pro vás přı́nosné a chtěli byste pokračovat v dalšı́ch kapitolách,
tak stačı́ přepnout do angličtiny.
https://ktiml.mff.cuni.cz/˜fink/teaching/optimization_methods/
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