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Opakovani zakladnich pojmu

@ Uloha linearniho programovani v rovnicovém tvaru:
max ¢'x za podminek Ax =bax >0
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Opakovani zakladnich pojmu

Uloha linearniho programovani v rovnicovém tvaru:
max ¢'x za podminek Ax =bax >0

Pocet proménnych je n a pocet rovnic v systému Ax = b je m
Pfedpokladame, ze fadky matice A jsou linearné nezavislé
A, j zna€i j-ty sloupec matice A, kde j € {1,...,n}

Baze B je mnoZina m linearné nezavislych sloupct matice A
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Opakovani zakladnich pojmu

Uloha linearniho programovani v rovnicovém tvaru:
max ¢'x za podminek Ax =bax >0

Pocet proménnych je n a pocet rovnic v systému Ax = b je m

A, j zna€i j-ty sloupec matice A, kde j € {1,...,n}
Baze B je mnoZina m linearné nezavislych sloupct matice A
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Opakovani zakladnich pojmu

Uloha linearniho programovani v rovnicovém tvaru:
max ¢'x za podminek Ax =bax >0

@ Pocet proménnych je n a pocet rovnic v systému Ax = bje m

@ Predpokladame, Ze fadky matice A jsou linearné nezavislé

@ A, znadi j-ty sloupec matice A, kde j € {1,...,n}

@ Baze B je mnozina m linearné nezavislych sloupcl matice A

@ Ag znadi bazické sloupce z A a x5 znali bazické proménné z x

@ Ay znaci zbyvajici (nebazické) sloupce a xy znali nebazické proménné
@ Plati ¢"x = ¢fxp + ChXn @ AX = ApXp + AnXn
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Opakovani zakladnich pojmu

Uloha linearniho programovani v rovnicovém tvaru:
max ¢'x za podminek Ax =bax >0

@ Pocet proménnych je n a pocet rovnic v systému Ax = bje m
@ Predpokladame, Ze fadky matice A jsou linearné nezavislé
@ A, znadi j-ty sloupec matice A, kde j € {1,...,n}

@ Baze B je mnozina m linearné nezavislych sloupcl matice A

@ Ag znadi bazické sloupce z A a x5 znali bazické proménné z x

@ Ay znaci zbyvajici (nebazické) sloupce a xy znali nebazické proménné
@ Plati ¢"x = ¢fxp + ChXn @ AX = ApXp + AnXn

@ Reseni odpovidajici bazi Bje xy =0 a xg = A;'b
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Obecna simplexova tabulka

Definice

Simplexova tabulka dana pfipustnou bazi B je systém m + 1 linearnich rovnic
proménnych x1, ..., X, a z takova, Ze mnozina vSech pfipustnych reSeni systému m
rovnic Ax = b a cilové funkci z = ¢"x a v maticovém zépisu vypada nasledovné.

X = p + Qxy
zZ = Zy -+ fTXN

kde x5 je vektor bazickych proménnych, xy je vektor nebazickych proménnych,
p<eR”, reR"™", Qje matice typu m x (n—m)a z € R.
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Obecna simplexova tabulka

Definice

Simplexova tabulka dana pfipustnou bazi B je systém m + 1 linearnich rovnic
proménnych x1, ..., X, a z takova, Ze mnozina vSech pfipustnych feSeni systému m
rovnic Ax = b a cilové funkci z = ¢"x a v maticovém zépisu vypada nasledovné.

X = p + Qxy
zZ = Zy -+ I'TXN

kde x5 je vektor bazickych proménnych, xy je vektor nebazickych proménnych,
p<eR”, reR"™", Qje matice typu m x (n—m)a z € R.

- x > ( )
s XN = ' P
zZ = 3 + x1 + 2x (X4 Xz
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Obecna simplexova tabulka

Definice

Simplexova tabulka dana pripustnou bazi B je systém m + 1 linearnich rovnic
proménnych x4, ..., X, a z takova, Ze mnozina v§ech pripustnych feseni systému m
rovnic Ax = b a cilové funkci z = ¢"x a v maticovém zépisu vypada nasledovné.

Xg = p + Qxpn
z = zz + r'xy

kde x5 je vektor bazickych proménnych, xy je vektor nebazickych proménnych,
p<cR”, reR™", Qje matice typu m x (n—m)a z € R.
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Obecna simplexova tabulka

Simplexova tabulka dana pripustnou bazi B je systém m + 1 linearnich rovnic
proménnych x4, ..., X, a z takova, Ze mnozina v§ech pripustnych feseni systému m
rovnic Ax = b a cilové funkci z = ¢"x a v maticovém zépisu vypada nasledovné.

Xg = p + Qxpn
z = 2z + rxy

kde x5 je vektor bazickych proménnych, xy je vektor nebazickych proménnych,
peR™ reR"™™ Qje maticetypu mx (n—m)az € R.

v

Pozorovani

Pro kazdou bazi existuje pravé jedna simplexova tabulka:
0 Q=-A;"Ay
ep=A;'b

@ zy=CpAg'b

o r=cy—(chA;'An)"

v
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Vlastnosti simplexové tabulky

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxpy
zZ = 2y -+ I'lXN
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Vlastnosti simplexové tabulky

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxpy
zZ = 2y -+ I'IXN

Pozorovani

Baze B je pripustna pravé tehdy, kdyz p > 0.
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Vlastnosti simplexové tabulky

Obecna simplexova tabulka

XB

p + Qxpy

zZ = 2y -+ leN

Pozorovani
Baze B je pripustna pravé tehdy, kdyz p > 0.

Pozorovani

Jestlize r < 0, pak feSeni odpovidajici bazi B je optimalni.

Jirka Fink Optimalizacni metody 5



Vlastnosti simplexové tabulky

Obecna simplexova tabulka

XB

p + Qxp

zZ = 23 + r'xy

Pozorovani
Baze B je pripustna pravé tehdy, kdyz p > 0.

Pozorovani

Jestlize r < 0, pak feSeni odpovidajici bazi B je optimalni.

Idea kroku simplexové metody

Zvolme v € N. Jak daleko mizeme jit po polopfimce x(t) pro ¢t > 0, kde
e x,(t)=t
© Xy (1) =0
@ xg(t) =p+ Quut,
abychom zUstali v pfipustnych bodech polyedru {x € R"; Ax = b, x > 0}?
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Vlastnosti simplexové tabulky

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxpy
zZ = 23 + r'xy

Pozorovani
Baze B je pripustna pravé tehdy, kdyz p > 0.

Pozorovani

Jestlize r < 0, pak feSeni odpovidajici bazi B je optimalni.

Idea kroku simplexové metody

Zvolme v € N. Jak daleko mizeme jit po polopfimce x(t) pro ¢t > 0, kde
e x,(t)=t
© Xy (1) =0
@ xg(t) =p+ Quut,
abychom zUstali v pfipustnych bodech polyedru {x € R"; Ax = b, x > 0}?

Pozorovani

Pokud existuje v € N takoveé, ze r, > 0 a Q.,v > 0, pak je Uloha neomezena.
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Krok simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxn
zZ = Zy -+ fTXN
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Krok simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxn
zZ = Zy -+ fTXN

Nalezeni pivota
@ Jestlize r < 0, pak mame optimalni fesSeni
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Krok simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxn
zZ = Zy -+ fTXN

Nalezeni pivota
@ Jestlize r < 0, pak mame optimalni fesSeni
@ Jinak vybereme libovolnou vstupni proménnou x, spliujici r, > 0.
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Krok simplexové metody
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Krok simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxn
zZ = Zy -+ fTXN

Nalezeni pivota
@ Jestlize r < 0, pak mame optimalni fesSeni
@ Jinak vybereme libovolnou vstupni proménnou x, spliujici r, > 0.
@ Jestlize Q,,, > 0, pak je Uloha neomezena.

@ Jinak vybereme vystupni proménnou x,, ktera nejvice omezuje vstupni
proménnou, t. Qu < 0 a — & je nejmensi.

WV
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Krok simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

XB p + Qxn
zZ = Zy -+ fTXN

Nalezeni pivota
@ Jestlize r < 0, pak mame optimalni fesSeni

@ Jinak vybereme libovolnou vstupni proménnou x, splfujici r, > 0.
@ Jestlize Q.,, > 0, pak je uloha neomezena.
@ Jinak vybereme vystupni proménnou x,, ktera nejvice omezuje vstupni

proménnou, t. Qu < 0 a — & je nejmensi.

Uprava simplexové tabulky

Zalozena na Gaussové eliminaci.
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Krok simplexové metody
Obecna simplexova tabulka

X = p + Qxy
zZ = Zy -+ I'TXN
v

Gaussova eliminace

@ Nové bazické proménné jsou (B \ {u}) U {v} a nové nebazické proménné jsou

(N\A{v}H) u{u}
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Krok simplexové metody
Obecna simplexova tabulka

X = p + Qxy
zZ = Zy -+ I'TXN
v

Gaussova eliminace

@ Nové bazické proménné jsou (B \ {u}) U {v} a nové nebazické proménné jsou
(N\{v}) u{u}

o Radek Xy = P, + QuuXv + X jcny vy Qu,X; j€ nahrazen

v s _ P 1 Qu,j .
o fadkem xy = —Gi- + g, Xu + Ljen vy —as X
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Krok simplexové metody
Obecna simplexova tabulka

X = p + Qxy

zZ = Zy -+ I'TXN

@ Nové bazické proménné jsou (B \ {u}) U {v} a nové nebazické proménné jsou
(N\{v}) u{u}

o Radek Xy = P, + QuuXv + X jcny vy Qu,X; j€ nahrazen

vz Q .
o fadkem Xy = —8— + gl-Xu + Yjem vy —a X
@ Radky x; = p; + Qi vxv + >jem vy QiiXj pro i € B\ {u} jsou nahrazeny

vz Q,' v Q,' v C)u,'oi.v
o fadky xi = (P + =5, Pu) + g, Xu + 2jem vy (Qij + =5,57)X;-

Jirka Fink Optimaliza¢ni metody 7



Krok simplexové metody
Obecna simplexova tabulka

X = p + Qxy
zZ = Zy -+ I'TXN
v

Gaussova eliminace

@ Nové bazické proménné jsou (B \ {u}) U {v} a nové nebazické proménné jsou
(N\{v}) u{u}

o Radek Xy = P, + QuuXv + X jcny vy Qu,X; j€ nahrazen

vz Q .
o fadkem x, = 7‘(’371# + ﬁ’vxu + Yjem vy —as Xi-
@ Radky x; = p; + Qi vxv + >jem vy QiiXj pro i € B\ {u} jsou nahrazeny

vz Q,' v Q,' v Qu,'oi.v
o fadky xi = (P + =5, Pu) + g, Xu + 2jem vy (Qij + =5,57)X;-

o Cilova funkce z = 2o + rvXv + 3_;cny () 1iX) J€ Nahrazena

. . ryQ;
o cilovou funkci z = (20 + =) + —g—Xu + X jem vy (1 + 2525 )X;-
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Krok simplexové metody
Obecna simplexova tabulka

X = p + Qxy
zZ = Zy -+ I'TXN
v

Gaussova eliminace

@ Nové bazické proménné jsou (B \ {u}) U {v} a nové nebazické proménné jsou
(N\{v}) u{u}

o Radek Xy = P, + QuuXv + X jcny vy Qu,X; j€ nahrazen

vz Q .
o fadkem x, = 7‘(’371# + #’qu + Yjem vy —as Xi-
@ Radky x; = p; + Qi vxv + >jem vy QiiXj pro i € B\ {u} jsou nahrazeny

vz Q,' v Q,' v Qu,'oi.v
o fadky xi = (P + =5, Pu) + g, Xu + 2jem vy (Qij + =5,57)X;-

o Cilova funkce z = 2o + rvXv + 3_;cny () 1iX) J€ Nahrazena

’in,v

pu Vv
—a) + —GXut Djemn (M + =o)X

u,v

@ cilovou funkci z = (2o +

Pozorovani

Krok simplexové metody neméni mnozinu pfipustnych feseni.
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Konecénost simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

Xg = p + Qxp

zZ = 2z + r'xy

V.
Pozorovani

Necht B je baze s feSenim x’ a necht B je novéa baze s fe$enim X po jednom kroku
simplexové metody. Pak plati x’ = X nebo ¢"x’ < ¢"x.
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Konecénost simplexové metody
Obecna simplexova tabulka

—p+QXN
Z:Zo-‘rI'XN

V.
Pozorovani

Necht B je baze s feSenim x’ a necht B je novéa baze s fe$enim X po jednom kroku
simplexové metody. Pak plati x’ = X nebo ¢"x’ < ¢"x.

v
Pozorovani

Pokud se simplexova metoda zacykli, pak bazim vyskytujicim se v cyklu odpovida
stejny vrchol.

A
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Konecénost simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

Xg = p + Qxpn

z = 2z + Ixy

V.
Pozorovani

Necht B je baze s feSenim x’ a necht B je novéa baze s fe$enim X po jednom kroku
simplexové metody. Pak plati X’ = X nebo ¢'x’ < ¢"X.

Pokud se simplexova metoda zacykli, pak bazim vyskytujicim se v cyklu odpovida
stejny vrchol.

Blandovo pravidlo

Pokud mame pro volbu vstupni nebo vystupni proménné vice moznosti, pak volime
proménnou s nejmensim indexem ze vSech proménnych pfipadajicich v Gvahu.

\
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Konecénost simplexové metody

Obecna simplexova tabulka

Xp p + Qxy
z = 2z + Ixy

Pozorovani

Necht B je baze s feSenim x’ a necht B je novéa baze s fe$enim X po jednom kroku
simplexové metody. Pak plati X’ = X nebo ¢'x’ < ¢"X.

Pozorovani

| \

Pokud se simplexova metoda zacykli, pak bazim vyskytujicim se v cyklu odpovida
stejny vrchol.

|

Blandovo pravidlo

Pokud mame pro volbu vstupni nebo vystupni proménné vice moznosti, pak volime
proménnou s nejmensim indexem ze vSech proménnych pfipadajicich v Gvahu.

Simplexova metoda s Blandovym pravidlem vzdy skonéi.
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Nalezeni poCatecni pfipustné baze

Uloha v rovnicovém tvaru

@ Maximalizace ¢"x za podminek Ax = ba x > 0.
@ Predpokladame, ze b > 0 (rovnice se zapornou pravou stranou vynasobime —1).
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Nalezeni poCatecni pfipustné baze

Uloha v rovnicovém tvaru

@ Maximalizace ¢"x za podminek Ax = ba x > 0.
@ Predpokladame, ze b > 0 (rovnice se zapornou pravou stranou vynasobime —1).

Pomocna tloha

Pfidanim pomocnych proménnych y € R” ziskdme pomocnou UGlohu
maximalizace —y, —--- — ¥, zapodminek Ax + ly =bax,y > 0.
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Nalezeni poCatecni pfipustné baze

Uloha v rovnicovém tvaru

@ Maximalizace ¢"x za podminek Ax = ba x > 0.
@ Predpokladame, ze b > 0 (rovnice se zapornou pravou stranou vynasobime —1).

W
Pomocna tloha

Pfidanim pomocnych proménnych y € R” ziskdme pomocnou UGlohu

maximalizace —y, —--- — ¥, zapodminek Ax + ly =bax,y > 0.

Pocateéni pfipustna baze pomocné dlohy je B = {y,,...,¥,} S pocatecni tabulkou
y = b — Ax
z = 1 + (1TAx
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Nalezeni poCatecni pfipustné baze

Uloha v rovnicovém tvaru

@ Maximalizace ¢"x za podminek Ax = ba x > 0.
@ Predpokladame, ze b > 0 (rovnice se zapornou pravou stranou vynasobime —1).

Pomocna tloha

Pfidanim pomocnych proménnych y € R” ziskdme pomocnou UGlohu
maximalizace —y, —--- — ¥, zapodminek Ax + ly =bax,y > 0.

Pozorovani
Pocateéni pfipustna baze pomocné dlohy je B = {y,,...,¥,} S pocatecni tabulkou

y = b — Ax
z = 1 + (1TAx

|

Pozorovani

Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
© Puvodni Gloha max {¢"x; Ax = b, x > 0} ma pripustné feseni.
© Optimalni hodnota cilové funkce pomocné ulohy je 0.

© Pomocna tloha mé pripustné feseni spliiujici y = 0.
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3x»

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + x2 < 3

31 + 2x» < 4

X1,X2 > 0
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3x»

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + x2 < 3

31 + 2x» < 4

X1,X2 > 0

Trivialni odhady
@ 2x1 + 3x2 < 4x¢ + 8x2 < 12
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3x»

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + x2 < 3

31 + 2x» < 4

X1,X2 > 0

Trivialni odhady
@ 2x1 + 3x2 < 4x¢ + 8x2 < 12
@ 2x1 + 3x2 < %(4X1 +8X2) <6
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3x»

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + x2 < 3

31 + 2x» < 4

X1,X2 > 0

Trivialni odhady

@ 2x1 + 3x2 < 4x¢ + 8x2 < 12
@ 2x1 + 3x2 < %(4X1 +8X2) <6
® 2X1 43Xz = J(4X1 +8X2 + 2X1 + X2) <5
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3x»

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2xy + x2 < 3

31 + 2x» < 4

Xi,Xx2 > 0

Trivialni odhady

@ 2x1 + 3x» < 4x1 + 8x» < 12
@ 2x1 + 3x2 < %(4X1 -|-8X2) <6
® 2X1 43Xz = J(4X1 +8X2 + 2X1 + X2) <5

Jak najit nejlepsi kombinaci podminek?

Kazda nezaporna linearni kombinace podminek davajici nerovnost dix1 + dax2 < h's
d; > 2 a d, > 3 dava horni odhad 2x1 + 3x> < di1x1 + dax> < h.
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3xo
zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + Xx2 < 3
3x1 + 2x2 < 4
X1,X2 > 0
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3xo

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + Xx2 < 3

3x;1 + 2x2 < 4

X1,X2 > 0

UvaZzujme nezaporné kombinace podminek s koeficienty y4, ¥, a y3
(4y1 +2y, +3y3)x1 + (8Y1 + ¥, +2¥3)Xe < 12y + 3y, + 4y, kde

o di =4y, +2y,+3y; >2

©d>=8y;+y,+2y;>3
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3xo

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + Xx2 < 3

3x;1 + 2x2 < 4

X1,X2 > 0

UvaZzujme nezaporné kombinace podminek s koeficienty y4, ¥, a y3

(41 + 2y, +3y3)x1 + (81 + ¥, +2¥3)X2 < 12y + 3y, + 4y, kde
o di =4y, +2y,+3y; >2
0d>=8y,+y,+2y;>3
@ a minimalizujime h =12y, + 2y, + 4y,
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Dualita linearniho programovani: Piklad

Zkusme najit horni odhad optimalni hodnoty cilové funkce

Maximalizovat 2x; + 3x»

zapodminek 4x; + 8x, < 12
2x1 + Xx2 < 3

3x;1 + 2x2 < 4

X1,X2 > 0

UvaZzujme nezaporné kombinace podminek s koeficienty y4, ¥, a y3
(4y1 +2y, +3y3)x1 + (8Y1 + ¥, +2¥3)Xe < 12y + 3y, + 4y, kde

o di =4y, +2y,+3y; >2

0d>=8y,+y,+2y;>3

@ a minimalizujime h =12y, + 2y, + 4y,

|

Dualni tloha
Minimalizovat 12y, + 2y, + 4y,

zapodminek 4y, + 2y, + 3y, > 2
8y, + ¥y, + 2y > 3
}’17}’27}’3 2 O
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Dualita linearniho programovani: Obecné

Primarni tloha

Maximalizovat ¢"x za podminek Ax < bax >0
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Dualita linearniho programovani: Obecné

Primarni tloha

Maximalizovat ¢"x za podminek Ax < bax >0

Duélni tloha

Minimalizovat b"y za podminek ATy >cay >0
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Dualita linearniho programovani: Obecné

Primarni tloha

Maximalizovat ¢"x za podminek Ax < bax >0

Dualni tloha
Minimalizovat b"y za podminek ATy >cay >0

Slab4 véta o dualité

Pro kazdé primarni pfipustné feseni x a kazdé dualni pfipustné feseni y plati
c'x <b'y.
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Dualita linearniho programovani: Obecné

Primarni tloha

Maximalizovat ¢"x za podminek Ax < bax >0

Dualni tloha
Minimalizovat b"y za podminek ATy >cay >0

Slab3 véta o dualité
Pro kazdé primarni pfipustné feseni x a kazdé dualni pfipustné feseni y plati
c'x <b'y.

Dusledek

Pokud je jedna Gloha neomezena, pak druha tloha je nepfipustna.
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Dualita linearniho programovani: Obecné

Primarni tloha

Maximalizovat ¢"x za podminek Ax < bax >0

Dualni tloha
Minimalizovat b"y za podminek ATy >cay >0

Slab4 véta o dualité

Pro kazdé primarni pfipustné feseni x a kazdé dualni pfipustné feseni y plati
c'x <b'y.

Disledek
Pokud je jedna Gloha neomezena, pak druha uloha je nepfipustna.

Silna véta o dualité
Vzdy nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti

@ Primarni ani dudlni Gloha nema pripustné feseni

@ Primarni Gloha je neomezena a dualni je nepfipustna
@ Primarni Gloha je nepfipustna a dualni je neomezena
@ Existuji pfipustna feseni x a y splfiujici ¢'x = by
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Dualizace

Pro kazdou ulohy linearniho programovani existuje dualni tloha, napriklad

@ Maximalizovat ¢"x za podminek Ax > b a x > 0 — Najdéme dualni tlohu
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Dualizace

Pro kazdou ulohy linearniho programovani existuje dualni tloha, napriklad

@ Maximalizovat ¢"x za podminek Ax > b a x > 0 — Najdéme dualni tlohu
@ Maximalizovat ¢"x za podminek —Ax < —b a x > 0 — Ekvivalentni tloha
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@ Minimalizovat —b"y za podminek —A"y > ¢ a y > 0 — Duadlni Gloha
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Dualizace
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Dualizace

Pro kazdou ulohy linearniho programovani existuje dualni tloha, napriklad

@ Maximalizovat ¢"x za podminek Ax > b a x > 0 — Najdéme dualni tlohu
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@ Minimalizovat —b"y za podminek —A"y > ¢ a y > 0 — Duadlni Gloha

@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y < 0 — Elegantn&jsi formulace

Duélni tloha k dudlni Gloze je plvodni Uloha

@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y > 0 — Dudlni tGloha
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Dualizace

Pro kazdou ulohy linearniho programovani existuje dualni tloha, napriklad

@ Maximalizovat ¢"x za podminek Ax > b a x > 0 — Najdéme dualni tlohu
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@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y < 0 — Elegantn&jsi formulace

Duélni tloha k dudlni Gloze je plvodni Uloha

@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y > 0 — Dualni Gloha
@ -Maximalizovat —b"y za podminek A’y > ¢ a y > 0 — Ekvivalentni Gloha k dulu
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Dualizace

Pro kazdou ulohy linearniho programovani existuje dualni tloha, napriklad

@ Maximalizovat ¢"x za podminek Ax > b a x > 0 — Najdéme dualni tlohu
@ Maximalizovat ¢"x za podminek —Ax < —b a x > 0 — Ekvivalentni tloha
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Duélni tloha k dudlni Gloze je plvodni Uloha

@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y > 0 — Dualni Gloha
@ -Maximalizovat —b"y za podminek A’y > ¢ a y > 0 — Ekvivalentni Gloha k dulu
@ -Minimalizovat ¢"x za podminek Ax > —b a x < 0 — Dudlni Gloha k duélini tloze
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Dualizace

Pro kazdou ulohy linearniho programovani existuje dualni tloha, napriklad
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Duélni tloha k dudlni Gloze je plvodni Uloha

@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y > 0 — Dualni Gloha
-Maximalizovat —b"y za podminek ATy > ¢ a y > 0 — Ekvivalentni tloha k duélu
-Minimalizovat ¢"x za podminek Ax > —b a x < 0 — Dualni tloha k duélini tloze

-Minimalizovat —¢"x za podminek —Ax > —b a x > 0 — Ekvivalentni formulace
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Dualizace

Pro kazdou ulohy linearniho programovani existuje dualni tloha, napriklad

@ Maximalizovat ¢"x za podminek Ax > b a x > 0 — Najdéme dualni tlohu
@ Maximalizovat ¢"x za podminek —Ax < —b a x > 0 — Ekvivalentni tloha
@ Minimalizovat —b"y za podminek —A"y > ¢ a y > 0 — Duadlni Gloha

@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y < 0 — Elegantn&jsi formulace

Duélni tloha k dudlni Gloze je plvodni Uloha

@ Minimalizovat b"y za podminek A"y > ¢ a y > 0 — Dualni Gloha

-Maximalizovat —b"y za podminek ATy > ¢ a y > 0 — Ekvivalentni tloha k duélu
-Minimalizovat ¢"x za podminek Ax > —b a x < 0 — Dualni tloha k duélini tloze
-Minimalizovat —¢"x za podminek —Ax > —b a x > 0 — Ekvivalentni formulace
Maximalizovat ¢"x za podminek Ax < b a x > 0 — Pivodni primarni tloha
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Fourier—Motzkin eliminace: priklad

Cil: najit pfipustné feSeni nasledujici soustavy

2x — 5y + 4z < 10
3x — 6y + 3z < 9
5 + 10y — =z < 15
-Xx 4+ b5y - 2z < -7
-3x + 2y + 6z < 12
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Fourier—Motzkin eliminace: priklad

Cil: najit pfipustné feSeni nasledujici soustavy

2x — 5y + 4z < 10
3x — 6y + 3z < 9
5 + 10y — =z < 15
-Xx 4+ b5y - 2z < -7
-3x + 2y + 6z < 12

|

Vyjadfime proménnou x

x < 5 + 3y - 2z
x < 3 + 2y - z
x < 3 - 2y + {z
x > 7 + 5y — 2z
x > -4 + %y + 2z
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Fourier—Motzkin eliminace: priklad

Cil: najit pripustné feseni nasledujici soustavy

2x — 5y 4+ 4z < 10
3x — 6y + 3z < 9
5 4+ 10y - z < 15
-x + Sy - 2z < -7
-3x + 2y + 6z < 12
Vyjadfime proménnou x
x < 5 4+ 3y
x < 3 + 2y - z
x < 3 - 2y + {z
x > 7 + b5y -— 22
x > -4 + %y 4+ 2z
Eliminujeme proménnou x
Plvodni systém ma pripustné feseni prave tehdy, kdyz existuje y a z spliujici
2 . 5 1
max 7+5y—22,—4+§y+22 < min 5+§y72z,3+2y—z,3—2y+§z
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Fourier—Motzkin eliminace: priklad

Podminku pfepiSeme do soustavy

Realna &isla y a z spliuji
max {7 +5y —2z,—4+ 2y +2z} <min{5+ 3y —22z,3+2y — 23 -2y + L1z}
pravé tehdy, kdy# spliiuji

7 4+ 5 - 2z < 5 + 2y - 2z

7 4+ 5y - 2z < 3 4+ 2y — =z

7 4+ 5y - 2z < 3 - 2y + {z

-4 + 2y + 2z < 5 + %y - 2z

4 4+ 2y + 2z < 3 + 2y - z

-4 + 2%y + 2z < 3 - 2y + [z
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Fourier—Motzkin eliminace: priklad

Podminku pfepiSeme do soustavy

Realna &isla y a z spliuji
max {7 +5y —2z,—4+ 2y +2z} <min{5+ 3y —22z,3+2y — 23 -2y + L1z}
praveé tehdy, kdyz spliuji

7 + 5y — 2z < 5 + 3y - 2z
7 4+ 5y - 2z < 3 4+ 2y — =z
7 4+ 5y - 2z < 3 - 2y + {z
-4 + 2y + 2z < 5 + %y - 2z
4 4+ 2y + 2z < 3 + 2y - z
-4 + %y + 2z < 3 - 2y + [z

v

Prehled

@ Eliminujeme proménnou y, najdeme pfipustné ohodnoceni z a dopocitame y a x.

@ V kazdém kroku eliminujeme jednu proménnou, ale pocet podminek mize
kvadraticky vzrist.

@ Zacneme-li s m podminkami, pak po eliminaci n proménnych miZzeme pocet
podminek vzriist az na 4(m/4)?" .

v
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Fourier—Motzkin eliminace: obecné

Necht Ax < b je systém s n > 1 promé&nnymi a m nerovnostmi. Pak existuje systém
A'x’ < b's n— 1 proménnymi a nejvyde max {m, m?/4} nerovnostmi s nasledujicimi
vlastnostmi.

@ Ax < b maiedeni pravé tehdy, kdyz A'x’ < b’ ma fedeni.

@ Kazda nerovnost A'x’ < b’ je nezaporna linearni kombinace nerovnosti Ax < b.

Ddkaz (prehled)

@ BUNO: A € {—1,0,1} provdechnai=1,...,n
Q@ Oznatme C= {i; A1 =1}, F={i; A,y =—-1}al={i; A1 =0}
© Necht A'x’ < b’ je nasledujici systém n — 1 proménnych a |C| - |F| + |L].

jEC,kGF: (Aj,*+Ak,*)X < bj+bk (1)
lelL: Ax < b (2)

Q Jestlize A'x’ < b’ mé feSeni x’, pak najdeme feSeni x = (x1,x’) soustavy Ax < b:
o (1) je ekvivaletni Aj(y*x’ — by < b; — Aj’.y*x’ pro vSechnaj e C,k € F,
e coz je ekvivalentni maxycr {A;( X = bk} < minjec {bj — Aj’. *x’}.

, . P . P .
@ Zvolime x4 mezi maxxer {Ak’*x — bk} aminjcc {bj — Ajy*x } libovolné.
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Farkas lemma

Farkas lemma

Necht A € R™ " a b c R™. Pak systém Ax < b ma FeSeni x € R" pravé tehdy, kdyZ pro
kazdé nezéporné y € R™ spliujici y"A = 0" plati y™b > 0.
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Farkas lemma

Farkas lemma

Necht A € R™" a b € R™. Pak systém Ax < b ma fedeni x € R" pravé tehdy, kdyZ pro
kazdé nezéporné y € R™ spliujici y"A = 0" plati y™b > 0.

v

Dlkaz (prehled)

= Jeslize x spliiuje Ax < bay > 0 spliiuje y"A=0", pak y'b > y"Ax >0"x =0
< Jeslize Ax < b nema feSeni, pak indukci podle n najdeme y > 0 spliujici
y"A=0"ay'™h<0
n=0 e Systém Ax < b je systtmem 0 < b, ktery je nepfipustny, a proto b; < 0 pro
néjakeé i
Zvolime y = g; (i-ty jednotkovy vektor)
Pomoci Fourier—Motzkin eliminace ziskame nepfipustny systém A'x’ < b’
Existuje nezaporna matice M splfujici (0|JA’) = MAa b’ = Mb
Indukei najdeme y’ > 0 splfiujici y’TA’ =0T a y’Tb’ < 0
Ovétime, Zze y = My’ spliiuje v8echny poZzadavky
y=My >0
yTA=(M"y')' A=y "MA=y'T(0|A") = 0
yTb = (MTyI)Tb = y'TMb = y/Tb/ <07

n>0
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Farkas lemma: Ruzné varianty

Pro Ae R™" ab € R plati nasledujici tvrzeni.
@ Systém Ax = b ma nezéporné feseni x € R” pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € R”
splfiujici yTA > 0" plati y™b > 0.
© Systém Ax < b ma nezéaporné feseni x € R" prave tehdy, kdyz pro kazdé
nezaporné y € R™ splAujici y*A > 0" plati y™b > 0.

© Systém Ax < b mafeseni x € R” praveé tehdy, kdyZ pro kazdé nezaporné y € R”
splfiujici y"A = 0" plati y"b > 0.
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Farkas lemma: Ruzné varianty

Pro Ae R™" ab € R plati nasledujici tvrzeni.
@ Systém Ax = b ma nezéporné feseni x € R” pravé tehdy, kdyz pro kazdé y € R”
splfiujici yTA > 0" plati y™b > 0.
© Systém Ax < b ma nezéaporné feseni x € R" prave tehdy, kdyz pro kazdé
nezaporné y € R™ splAujici y*A > 0" plati y™b > 0.

© Systém Ax < b mafeseni x € R” praveé tehdy, kdyZ pro kazdé nezaporné y € R”
splfiujici y"A = 0" plati y"b > 0.

Uvedena tvrzeni jsou ekvivalentni

Cviceni :)
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Farkas lemma: Geometricky

Kuzel generovany vektory as, ...,a, € R™ je mnozina vSechna nezapornych
kombinaci vektor( ay, . . ., an.
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Farkas lemma: Geometricky

Kuzel generovany vektory as, ...,a, € R™ je mnozina vSechna nezapornych
kombinaci vektor( ay, . . ., an.

Farkas lemma: Geometricky

Pro libovolné vektory a, . .., an, b € R™ nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti.
@ b lezi v kuzelu generovanym a, . . ., an, tj. pro néjaky nezaporny vektor x € R”
platib=>"7", ax;.
@ b Ize od kuZelu generovanym aj, . . ., @, oddélit nadrovinou, tj. pro néjaky vektor

y eRMplatialy,...,aly >0ab'y < 0.

Jirka Fink Optimalizacni metody 19



Farkas lemma: Geometricky

Kuzel generovany vektory as, ...,a, € R™ je mnozina vSechna nezapornych
kombinaci vektor( ay, . . ., an.

Farkas lemma: Geometricky

Pro libovolné vektory a, . .., an, b € R™ nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti.
@ b lezi v kuzelu generovanym a, . . ., an, tj. pro néjaky nezaporny vektor x € R”
platib=>"7", ax;.
@ b Ize od kuZelu generovanym aj, . . ., @, oddélit nadrovinou, tj. pro néjaky vektor

y eRMplatialy,...,aly >0ab'y < 0.

Farkas lemma: Maticovée

Necht A € R™" a b € R™. Systém Ax = b mé& nezaporné feeni x € R" pravé tehdy,
kdyz pro kazdé y € R™ splfiujici yTA > 07 plati y'b > 0.
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Véta o oddélitelnosti konvexnich mnozin

Veéta o oddélitelnosti konvexnich mnozin (striktni verze)

Necht C, D C R" jsou neprazdné, uzaviené, konvexni, disjunkini mnoziny a C je
omezena. Pak existuje nadrovina @'x = b ostfe oddélujici C a D, tj. C C {x;a'x < b}
aDC {x;a'x > b}.
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Véta o oddélitelnosti konvexnich mnozin

Véta o oddélitelnosti konvexnich mnozin (striktni verze)

Necht C, D C R" jsou neprazdné, uzaviené, konvexni, disjunkini mnoziny a C je
omezena. Pak existuje nadrovina @'x = b ostfe oddélujici C a D, tj. C C {x;a'x < b}
aDC {x;a'x > b}.

Priklad

a'x<b
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Opakovani matematické analyzy

@ Mnozina S C R" is uzaviena, jestlize S obsahuje limitu kazdé konvergentni
posloupnosti bodt z S.

@ Mnozina S C R" is omezeng, jestlize max {|

X||; x € S} < bpro libovolné b € R.

@ Mnozina S C R" is kompaktni, jestlize kazda posloupnost bodll z S obsahuje
konvergentni podposloupnost s limitou v S.
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Opakovani matematické analyzy
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X||; x € S} < bpro libovolné b € R.

@ Mnozina S C R" is kompaktni, jestlize kazda posloupnost bodll z S obsahuje
konvergentni podposloupnost s limitou v S.

Mnozina S C R” je kompaktni pravé tehdy, kdyZ S je uzaviena a omezena.
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Opakovani matematické analyzy

@ Mnozina S C R" is uzaviena, jestlize S obsahuje limitu kazdé konvergentni
posloupnosti bodll z S.

@ Mnozina S C R" is omezeng, jestlize max {||x||; x € S} < b pro libovoIné b € R.

@ Mnozina S C R" is kompaktni, jestlize kazda posloupnost bodll z S obsahuje
konvergentni podposloupnost s limitou v S.

Mnozina S C R” je kompaktni pravé tehdy, kdyZ S je uzaviena a omezena.

Jestlize f : S — R je spojita funkce na kompaktni mnoziné S C R”, pak S obsahuje
bod x maximalizujici f na S, tj. f(x) > f(y) pro vSechna y € S.
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Opakovani matematické analyzy

@ Mnozina S C R" is uzaviena, jestlize S obsahuje limitu kazdé konvergentni
posloupnosti bodll z S.

@ Mnozina S C R" is omezeng, jestlize max {||x||; x € S} < b pro libovoIné b € R.

@ Mnozina S C R" is kompaktni, jestlize kazda posloupnost bodll z S obsahuje
konvergentni podposloupnost s limitou v S.

Mnozina S C R” je kompaktni pravé tehdy, kdyZ S je uzaviena a omezena.

Jestlize f : S — R je spojita funkce na kompaktni mnoziné S C R”, pak S obsahuje
bod x maximalizujici f na S, tj. f(x) > f(y) pro vSechna y € S.

Infimum a supremum

@ Infimum mnoziny S C R je inf(S) = max{b € R; b < x Vx € S}.

@ Supremum mnoziny S C R je sup(S) = min{b e R; b > x Vx € S}.
@ inf(p) = oo a sup(f) = —oco

@ inf(S) = —oo jestlize S je zdola neomezena

Jirka Fink Optimaliza¢ni metody 21




Véta o oddélitelnosti konvexnich mnozin

Véta o oddélitelnosti konvexnich mnozin (striktni verze)

Necht C, D C R” jsou neprazdné, uzaviené, konvexni, disjunktni mnoziny a C je
omezena. Pak existuje nadrovina a'x = b ostfe oddélujici C a D, tj. C C {x;a'x < b}
aDC {x;a'x > b}.
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Véta o oddélitelnosti konvexnich mnozin (striktni verze)

Necht C, D C R” jsou neprazdné, uzaviené, konvexni, disjunktni mnoziny a C je

omezena. Pak existuje nadrovina a'x = b ostfe oddélujici C a D, tj. C C {x;a'x < b}

aDcC {x;a'x > b}.

Dukaz (pfehled)

@ Najdeme ¢ € C ad € D s nejmensi vzdalenosti ||d — ¢|:

Necht m = inf{||d —¢||; ¢ € C,d € D}.

Pro kazdé n € N existuje ¢, € C a dp € D takové, ze ||dn — ¢n|| < m+ -
ProtoZe C je kompaktni, existuje podposloupnost {Ck,,} , konvergujici k ceC.

Existuje z € R takové, Ze pro vSechna n € N vzdalenost Hdn —cl|je nejvyse z.
Protoze DN {x € R"; ||x — ¢|| < z} je kompaktni, posloupnost {d, } >~ ma

podposloupnost {d, } > konvergujici k d € D.
Zbyva ovérit, ze jsme nasli hledané body ¢ a d se vzdalenosti m.

q
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Protoze DN {x € R"; ||x — ¢|| < z} je kompaktni, posloupnost {d, } >~ ma
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O Zbyva ovérit, ze jsme nasli hledané body ¢ a d se vzdalenosti m.
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q

@ Hledana nadrovina je a'x = b,kdea=d —cab = %.
@ Ovétime, Ze plati a'c’ < a"c < b < a'd < a'd’ provéechnac’ € Cad’ € D.
@ Protoze C je convexni, y = ¢+ a(c¢’ —¢) € CprovSechna 0 < oo < 1.
© Z minimality vzdalenosti ||d — ¢|| plyne ||d — y|? > ||d — ¢||.
@ Elementarnimi Upravami ziskame %||¢’ — ¢||? + a’c > a'¢/,
@ coz plati pro libovolné malé a > 0, a proto a'c > a'c’.
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Souvislost Farkas lemma, duality a linearniho programovani

Farkas lemma

Systém Ax < b mé feseni x € R” pravé tehdy, kdyz pro kazdé nezaporné y € R™
spliujici yTA = 0" plati y™b > 0.

Ptipustnost ulohy linearniho programovani

Uloha max {¢"x; Ax < b} je nepfipustna pravé tehdy, kdyZ existuje nezaporna
kombinace y podminek Ax < b takova, z2e yTA=0ay"b < 0.
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Souvislost Farkas lemma, duality a linearniho programovani

Farkas lemma

Systém Ax < b mé feseni x € R” pravé tehdy, kdyz pro kazdé nezaporné y € R™
splfiujici y"A = 0" plati y™b > 0.

Ptipustnost ulohy linearniho programovani

Uloha max {¢"x; Ax < b} je nepfipustna pravé tehdy, kdyZ existuje nezaporna
kombinace y podminek Ax < b takova, z2e yTA=0ay"b < 0.

| A

Omezenost Ulohy linearniho programovani

o Jestlize tloha max {¢"x; Ax < b} je omezena a pfipustna, pak ¢ Ize ziskat jako
nezépornou kombinaci y Fadkd matice A, tj. ¢” = yTA.

@ Jestlize existuje nezaporné y splnujici ¢" = y' A, pak je Ulola max {¢'x; Ax < b}
je omezena.
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@ Jestlize existuje nezaporné y splnujici ¢" = y' A, pak je Ulola max {¢'x; Ax < b}
je omezena.

| \

Farkas lemma plyne z duality

max {0"x; Ax < b} = min {bTx; Ay =0y> 0}
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