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Opakovánı́ základnı́ch pojmů

Úloha lineárnı́ho programovánı́ v rovnicovém tvaru:
maxcccTxxx za podmı́nek Axxx = bbb a xxx ≥ 000

Počet proměnných je n a počet rovnic v systému Axxx = bbb je m

Předpokládáme, že řádky matice A jsou lineárně nezávislé

A?,j značı́ j-tý sloupec matice A, kde j ∈ {1, . . . , n}
Báze B je množina m lineárně nezávislých sloupců matice A

AB značı́ bázické sloupce z A a xxxB značı́ bázické proměnné z xxx

AN značı́ zbývajı́cı́ (nebázické) sloupce a xxxN značı́ nebázické proměnné

Platı́ cccTxxx = cccT
BxxxB + cccT

NxxxN a Axxx = ABxxxB + ANxxxN

Řešenı́ odpovı́dajı́cı́ bázi B je xxxN = 000 a xxxB = A−1
B bbb
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Řešenı́ odpovı́dajı́cı́ bázi B je xxxN = 000 a xxxB = A−1
B bbb

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 2
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Platı́ cccTxxx = cccT
BxxxB + cccT

NxxxN a Axxx = ABxxxB + ANxxxN
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Platı́ cccTxxx = cccT
BxxxB + cccT

NxxxN a Axxx = ABxxxB + ANxxxN
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Řešenı́ odpovı́dajı́cı́ bázi B je xxxN = 000 a xxxB = A−1
B bbb

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 2
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Opakovánı́ základnı́ch pojmů
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Obecná simplexová tabulka

Definice
Simplexová tabulka daná přı́pustnou bázı́ B je systém m + 1 lineárnı́ch rovnic
proměnných xxx1, . . . ,xxxn a z taková, že množina všech přı́pustných řešenı́ systému m
rovnic Axxx = bbb a cı́lové funkci z = cccTxxx a v maticovém zápisu vypadá následovně.

xxxB = ppp + QxxxN

z = z0 + rrr TxxxN

kde xxxB je vektor bázických proměnných, xxxN je vektor nebázických proměnných,
ppp ∈ Rm, rrr ∈ Rn−m, Q je matice typu m × (n −m) a z0 ∈ R.

Přı́klad

xxx3 = 5 + xxx1 − xxx2

xxx4 = 2 − xxx1

z = 3 + xxx1 + 2xxx2

Q =

(
1 −1
−1 0

)
xxxB =

(
xxx3

xxx4

)
, xxxN =

(
xxx1

xxx2

)
, ppp =

(
5
2

)
z0 = 3, rrr T = (1, 2)
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Pozorovánı́
Pro každou bázi existuje právě jedna simplexová tabulka:

Q = −A−1
B AN

ppp = A−1
B bbb

z0 = cccT
BA−1

B bbb

rrr = cccN − (cccT
BA−1

B AN)
T
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Vlastnosti simplexové tabulky

Obecná simplexová tabulka

xxxB = ppp + QxxxN

z = z0 + rrr TxxxN

Pozorovánı́
Báze B je přı́pustná právě tehdy, když ppp ≥ 000.

Pozorovánı́
Jestliže rrr ≤ 0, pak řešenı́ odpovı́dajı́cı́ bázi B je optimálnı́.

Idea kroku simplexové metody
Zvolme v ∈ N. Jak daleko můžeme jı́t po polopřı́mce xxx(t) pro t ≥ 0, kde

xxxv (t) = t

xxxN\{v}(t) = 000

xxxB(t) = ppp + Q?,v t ,

abychom zůstali v přı́pustných bodech polyedru {xxx ∈ Rn; Axxx = bbb, xxx ≥ 000}?

Pozorovánı́
Pokud existuje v ∈ N takové, že rv > 0 a Q?,v ≥ 0, pak je úloha neomezená.
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xxxB = ppp + QxxxN

z = z0 + rrr TxxxN

Pozorovánı́
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Krok simplexové metody

Obecná simplexová tabulka

xxxB = ppp + QxxxN

z = z0 + rrr TxxxN

Nalezenı́ pivota
Jestliže rrr ≤ 000, pak máme optimálnı́ řešenı́

Jinak vybereme libovolnou vstupnı́ proměnnou xxxv splňujı́cı́ rrr v > 0.

Jestliže Q?,v ≥ 000, pak je úloha neomezená.

Jinak vybereme výstupnı́ proměnnou xxxu , která nejvı́ce omezuje vstupnı́
proměnnou, t.j. Qu,v < 0 a − pppu

Qu,v
je nejmenšı́.

Úprava simplexové tabulky
Založená na Gaussově eliminaci.

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 6



Krok simplexové metody
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Jestliže Q?,v ≥ 000, pak je úloha neomezená.
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(N \ {v}) ∪ {u}
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Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 7
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řádkem xxxv =
pppu
−Qu,v

+ 1
Qu,v

xxxu +
∑

j∈N\{v}
Qu,j
−Qu,v

xxx j .
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Konečnost simplexové metody

Obecná simplexová tabulka

xxxB = ppp + QxxxN

z = z0 + rrr TxxxN

Pozorovánı́

Necht’ B je báze s řešenı́m xxx ′ a necht’ B̄ je nová báze s řešenı́m x̄ po jednom kroku
simplexové metody. Pak platı́ xxx ′ = x̄xx nebo cccTxxx ′ < cccTx̄xx .

Pozorovánı́
Pokud se simplexová metoda zacyklı́, pak bázı́m vyskytujı́cı́m se v cyklu odpovı́dá
stejný vrchol.

Blandovo pravidlo
Pokud máme pro volbu vstupnı́ nebo výstupnı́ proměnné vı́ce možnostı́, pak volı́me
proměnnou s nejmenšı́m indexem ze všech proměnných připadajı́cı́ch v úvahu.

Věta
Simplexová metoda s Blandovým pravidlem vždy skončı́.
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Nalezenı́ počátečnı́ přı́pustné báze

Úloha v rovnicovém tvaru

Maximalizace cccTxxx za podmı́nek Axxx = bbb a xxx ≥ 0.

Předpokládáme, že bbb ≥ 000 (rovnice se zápornou pravou stranou vynásobı́me −1).

Pomocná úloha
Přidánı́m pomocných proměnných yyy ∈ Rm zı́skáme pomocnou úlohu
maximalizace −yyy1 − · · · − yyym za podmı́nek Axxx + Iyyy = bbb a xxx ,yyy ≥ 000.

Pozorovánı́
Počátečnı́ přı́pustná báze pomocné úlohy je B = {yyy1, . . . ,yyym} s počátečnı́ tabulkou

yyy = bbb − Axxx
z = −111Tbbb + (111TA)xxx

Pozorovánı́
Následujı́cı́ tvrzenı́ jsou ekvivalentnı́

1 Původnı́ úloha max
{
cccTxxx ; Axxx = bbb, xxx ≥ 0

}
má přı́pustné řešenı́.

2 Optimálnı́ hodnota cı́lové funkce pomocné úlohy je 0.
3 Pomocná úloha má přı́pustné řešenı́ splňujı́cı́ yyy = 000.
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Dualita lineárnı́ho programovánı́: Přı́klad

Zkusme najı́t hornı́ odhad optimálnı́ hodnoty cı́lové funkce

Maximalizovat 2xxx1 + 3xxx2

za podmı́nek 4xxx1 + 8xxx2 ≤ 12
2xxx1 + xxx2 ≤ 3
3xxx1 + 2xxx2 ≤ 4

xxx1,xxx2 ≥ 0

Triviálnı́ odhady
2xxx1 + 3xxx2 ≤ 4xxx1 + 8xxx2 ≤ 12

2xxx1 + 3xxx2 ≤ 1
2 (4xxx1 + 8xxx2) ≤ 6

2xxx1 + 3xxx2 = 1
3 (4xxx1 + 8xxx2 + 2xxx1 + xxx2) ≤ 5

Jak najı́t nejlepšı́ kombinaci podmı́nek?
Každá nezáporná lineárnı́ kombinace podmı́nek dávajı́cı́ nerovnost ddd1xxx1 + ddd2xxx2 ≤ h s
d1 ≥ 2 a d2 ≥ 3 dává hornı́ odhad 2xxx1 + 3xxx2 ≤ ddd1xxx1 + ddd2xxx2 ≤ h.
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Dualita lineárnı́ho programovánı́: Přı́klad
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d1 ≥ 2 a d2 ≥ 3 dává hornı́ odhad 2xxx1 + 3xxx2 ≤ ddd1xxx1 + ddd2xxx2 ≤ h.

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 10
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Dualita lineárnı́ho programovánı́: Obecně

Primárnı́ úloha

Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≤ bbb a xxx ≥ 000

Duálnı́ úloha

Minimalizovat bbbTyyy za podmı́nek ATyyy ≥ ccc a yyy ≥ 000

Slabá věta o dualitě
Pro každé primárnı́ přı́pustné řešenı́ xxx a každé duálnı́ přı́pustné řešenı́ yyy platı́
cccTxxx ≤ bbbTyyy .

Důsledek
Pokud je jedna úloha neomezená, pak druhá úloha je nepřı́pustná.

Silná věta o dualitě
Vždy nastane právě jedna z následujı́cı́ch možnostı́

1 Primárnı́ ani duálnı́ úloha nemá přı́pustné řešenı́
2 Primárnı́ úloha je neomezená a duálnı́ je nepřı́pustná
3 Primárnı́ úloha je nepřı́pustná a duálnı́ je neomezená
4 Existujı́ přı́pustná řešenı́ xxx a yyy splňujı́cı́ cccTxxx = bbbTyyy
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1 Primárnı́ ani duálnı́ úloha nemá přı́pustné řešenı́
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Dualizace

Pro každou úlohy lineárnı́ho programovánı́ existuje duálnı́ úloha, napřı́klad

Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≥ bbb a xxx ≥ 000 — Najděme duálnı́ úlohu

Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek −Axxx ≤ −bbb a xxx ≥ 000 — Ekvivalentnı́ úloha

Minimalizovat −bbbTyyy za podmı́nek −ATyyy ≥ ccc a yyy ≥ 000 — Duálnı́ úloha

Minimalizovat bbbTyyy za podmı́nek ATyyy ≥ ccc a yyy ≤ 000 — Elegantnějšı́ formulace

Duálnı́ úloha k duálnı́ úloze je původnı́ úloha

Minimalizovat bbbTyyy za podmı́nek ATyyy ≥ ccc a yyy ≥ 000 — Duálnı́ úloha

-Maximalizovat −bbbTyyy za podmı́nek ATyyy ≥ ccc a yyy ≥ 000 — Ekvivalentnı́ úloha k duálu

-Minimalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≥ −bbb a xxx ≤ 000 — Duálnı́ úloha k duálnı́ úloze

-Minimalizovat −cccTxxx za podmı́nek −Axxx ≥ −bbb a xxx ≥ 000 — Ekvivalentnı́ formulace

Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≤ bbb a xxx ≥ 000 — Původnı́ primárnı́ úloha
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Dualizace

Pro každou úlohy lineárnı́ho programovánı́ existuje duálnı́ úloha, napřı́klad

Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≥ bbb a xxx ≥ 000 — Najděme duálnı́ úlohu

Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek −Axxx ≤ −bbb a xxx ≥ 000 — Ekvivalentnı́ úloha

Minimalizovat −bbbTyyy za podmı́nek −ATyyy ≥ ccc a yyy ≥ 000 — Duálnı́ úloha

Minimalizovat bbbTyyy za podmı́nek ATyyy ≥ ccc a yyy ≤ 000 — Elegantnějšı́ formulace
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-Minimalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≥ −bbb a xxx ≤ 000 — Duálnı́ úloha k duálnı́ úloze

-Minimalizovat −cccTxxx za podmı́nek −Axxx ≥ −bbb a xxx ≥ 000 — Ekvivalentnı́ formulace

Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≤ bbb a xxx ≥ 000 — Původnı́ primárnı́ úloha
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Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≥ bbb a xxx ≥ 000 — Najděme duálnı́ úlohu
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Maximalizovat cccTxxx za podmı́nek Axxx ≥ bbb a xxx ≥ 000 — Najděme duálnı́ úlohu
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Fourier–Motzkin eliminace: přı́klad

Cı́l: najı́t přı́pustné řešenı́ následujı́cı́ soustavy

2x − 5y + 4z ≤ 10
3x − 6y + 3z ≤ 9
5x + 10y − z ≤ 15
−x + 5y − 2z ≤ −7
−3x + 2y + 6z ≤ 12

Vyjádřı́me proměnnou x

x ≤ 5 + 5
2 y − 2z

x ≤ 3 + 2y − z
x ≤ 3 − 2y + 1

5 z
x ≥ 7 + 5y − 2z
x ≥ −4 + 2

3 y + 2z

Eliminujeme proměnnou x
Původnı́ systém má přı́pustné řešenı́ právě tehdy, když existuje y a z splňujı́cı́

max
{

7 + 5y − 2z,−4 +
2
3

y + 2z
}
≤ min

{
5 +

5
2

y − 2z, 3 + 2y − z, 3− 2y +
1
5

z
}

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 14
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Fourier–Motzkin eliminace: přı́klad

Podmı́nku přepı́šeme do soustavy
Reálná čı́sla y a z splňujı́
max

{
7 + 5y − 2z,−4 + 2

3 y + 2z
}
≤ min

{
5 + 5

2 y − 2z, 3 + 2y − z, 3− 2y + 1
5 z
}

právě tehdy, když splňujı́

7 + 5y − 2z ≤ 5 + 5
2 y − 2z

7 + 5y − 2z ≤ 3 + 2y − z
7 + 5y − 2z ≤ 3 − 2y + 1

5 z
−4 + 2

3 y + 2z ≤ 5 + 5
2 y − 2z

−4 + 2
3 y + 2z ≤ 3 + 2y − z

−4 + 2
3 y + 2z ≤ 3 − 2y + 1

5 z

Přehled
Eliminujeme proměnnou y , najdeme přı́pustné ohodnocenı́ z a dopočı́tame y a x .

V každém kroku eliminujeme jednu proměnnou, ale počet podmı́nek může
kvadraticky vzrůst.

Začneme-li s m podmı́nkami, pak po eliminaci n proměnných můžeme počet
podmı́nek vzrůst až na 4(m/4)2n

.
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.

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 15



Fourier–Motzkin eliminace: obecně

Věta

Necht’ Axxx ≤ bbb je systém s n ≥ 1 proměnnými a m nerovnostmi. Pak existuje systém
A′xxx ′ ≤ bbb′ s n − 1 proměnnými a nejvýše max

{
m,m2/4

}
nerovnostmi s následujı́cı́mi

vlastnostmi.
1 Axxx ≤ bbb má řešenı́ právě tehdy, když A′xxx ′ ≤ bbb′ má řešenı́.
2 Každá nerovnost A′xxx ′ ≤ bbb′ je nezáporná lineárnı́ kombinace nerovnostı́ Axxx ≤ bbb.

Důkaz (přehled)
1 BÚNO: Ai,1 ∈ {−1, 0, 1} pro všechna i = 1, . . . , n
2 Označme C = {i ; Ai,1 = 1}, F = {i ; Ai,1 = −1} a L = {i ; Ai,1 = 0}
3 Necht’ A′xxx ′ ≤ bbb′ je následujı́cı́ systém n − 1 proměnných a |C| · |F |+ |L|.

j ∈ C, k ∈ F : (Aj,? + Ak,?)xxx ≤ bbbj + bbbk (1)
l ∈ L : Al,?xxx ≤ bbbl (2)

4 Jestliže A′xxx ′ ≤ bbb′ má řešenı́ xxx ′, pak najdeme řešenı́ xxx = (xxx1,xxx ′) soustavy Axxx ≤ bbb:

(1) je ekvivaletnı́ A′k,?xxx
′ − bbbk ≤ bbbj − A′j,?xxx

′ pro všechna j ∈ C, k ∈ F ,

což je ekvivalentnı́ maxk∈F

{
A′k,?xxx

′ − bbbk

}
≤ minj∈C

{
bbbj − A′j,?xxx

′
}

.

Zvolı́me xxx1 mezi maxk∈F

{
A′k,?xxx

′ − bbbk

}
a minj∈C

{
bbbj − A′j,?xxx

′
}

libovolně.
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Farkas lemma

Farkas lemma

Necht’ A ∈ Rm×n a bbb ∈ Rm. Pak systém Axxx ≤ bbb má řešenı́ xxx ∈ Rn právě tehdy, když pro
každé nezáporné yyy ∈ Rm splňujı́cı́ yyyTA = 000T platı́ yyyTbbb ≥ 0.

Důkaz (přehled)

⇒ Jesliže xxx splňuje Axxx ≤ bbb a yyy ≥ 000 splňuje yyyTA = 000T, pak yyyTbbb ≥ yyyTAxxx ≥ 000Txxx = 000
⇐ Jesliže Axxx ≤ bbb nemá řešenı́, pak indukcı́ podle n najdeme yyy ≥ 000 splňujı́cı́

yyyTA = 000T a yyyTbbb < 0
n = 0 Systém Axxx ≤ bbb je systémem 000 ≤ bbb, který je nepřı́pustný, a proto bi < 0 pro

nějaké i
Zvolı́me yyy = ei (i-tý jednotkový vektor)

n > 0 Pomocı́ Fourier–Motzkin eliminace zı́skáme nepřı́pustný systém A′xxx ′ ≤ bbb′

Existuje nezáporná matice M splňujı́cı́ (000|A′) = MA a bbb′ = Mbbb
Indukcı́ najdeme yyy ′ ≥ 0 splňujı́cı́ yyy ′TA′ = 000T a yyy ′Tbbb′ < 0
Ověřı́me, že yyy = MTyyy ′ splňuje všechny požadavky
yyy = MTyyy ′ ≥ 000
yyyTA = (MTyyy ′)TA = yyy ′TMA = yyy ′T(000|A′) = 000T

yyyTbbb = (MTyyy ′)Tbbb = yyy ′TMbbb = yyy ′Tbbb′ < 000T
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Zvolı́me yyy = ei (i-tý jednotkový vektor)
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Farkas lemma: Různé varianty

Věta

Pro A ∈ Rm×n a bbb ∈ Rm platı́ následujı́cı́ tvrzenı́.
1 Systém Axxx = bbb má nezáporné řešenı́ xxx ∈ Rn právě tehdy, když pro každé yyy ∈ Rm

splňujı́cı́ yyyTA ≥ 000T platı́ yyyTbbb ≥ 0.
2 Systém Axxx ≤ bbb má nezáporné řešenı́ xxx ∈ Rn právě tehdy, když pro každé

nezáporné yyy ∈ Rm splňujı́cı́ yyyTA ≥ 000T platı́ yyyTbbb ≥ 0.
3 Systém Axxx ≤ bbb má řešenı́ xxx ∈ Rn právě tehdy, když pro každé nezáporné yyy ∈ Rm

splňujı́cı́ yyyTA = 000T platı́ yyyTbbb ≥ 0.

Uvedená tvrzenı́ jsou ekvivalentnı́
Cvičenı́ :)
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Farkas lemma: Geometricky

Kužel
Kužel generovaný vektory aaa1, . . . ,aaan ∈ Rm je množina všechna nezáporných
kombinacı́ vektorů aaa1, . . . ,aaan.

Farkas lemma: Geometricky

Pro libovolné vektory aaa1, . . . ,aaan,bbb ∈ Rm nastane právě jedna z následujı́cı́ch možnostı́.

bbb ležı́ v kuželu generovaným aaa1, . . . ,aaan, tj. pro nějaký nezáporný vektor xxx ∈ Rn

platı́ bbb =
∑n

i=1 aaaixxx i .

bbb lze od kuželu generovaným aaa1, . . . ,aaan oddělit nadrovinou, tj. pro nějaký vektor
yyy ∈ Rm platı́ aaaT

1yyy , . . . ,aaaT
nyyy ≥ 0 a bbbTyyy < 0.

Farkas lemma: Maticově

Necht’ A ∈ Rm×n a bbb ∈ Rm. Systém Axxx = bbb má nezáporné řešenı́ xxx ∈ Rn právě tehdy,
když pro každé yyy ∈ Rm splňujı́cı́ yyyTA ≥ 000T platı́ yyyTbbb ≥ 0.
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Věta o oddělitelnosti konvexnı́ch množin

Věta o oddělitelnosti konvexnı́ch množin (striktnı́ verze)

Necht’ C,D ⊆ Rn jsou neprázdné, uzavřené, konvexnı́, disjunktnı́ množiny a C je
omezená. Pak existuje nadrovina aaaTxxx = b ostře oddělujı́cı́ C a D, tj. C ⊆

{
xxx ;aaaTxxx < b

}
a D ⊆

{
xxx ;aaaTxxx > b

}
.

Přı́klad

aaaTxxx > b

aaaTxxx < b

D

C
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Opakovánı́ matematické analýzy

Definice
Množina S ⊆ Rn is uzavřená, jestliže S obsahuje limitu každé konvergentnı́
posloupnosti bodů z S.

Množina S ⊆ Rn is omezená, jestliže max {||xxx ||; xxx ∈ S} < b pro libovolné b ∈ R.

Množina S ⊆ Rn is kompaktnı́, jestliže každá posloupnost bodů z S obsahuje
konvergentnı́ podposloupnost s limitou v S.

Věta
Množina S ⊆ Rn je kompaktnı́ právě tehdy, když S je uzavřená a omezená.

Věta
Jestliže f : S → R je spojitá funkce na kompaktnı́ množině S ⊆ Rn, pak S obsahuje
bod xxx maximalizujı́cı́ f na S, tj. f (xxx) ≥ f (yyy) pro všechna yyy ∈ S.

Infimum a supremum
Infimum množiny S ⊆ R je inf(S) = max {b ∈ R; b ≤ x ∀x ∈ S}.
Supremum množiny S ⊆ R je sup(S) = min {b ∈ R; b ≥ x ∀x ∈ S}.
inf(∅) =∞ a sup(∅) = −∞
inf(S) = −∞ jestliže S je zdola neomezená
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Věta
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Infimum a supremum
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bod xxx maximalizujı́cı́ f na S, tj. f (xxx) ≥ f (yyy) pro všechna yyy ∈ S.

Infimum a supremum
Infimum množiny S ⊆ R je inf(S) = max {b ∈ R; b ≤ x ∀x ∈ S}.
Supremum množiny S ⊆ R je sup(S) = min {b ∈ R; b ≥ x ∀x ∈ S}.
inf(∅) =∞ a sup(∅) = −∞
inf(S) = −∞ jestliže S je zdola neomezená
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Věta o oddělitelnosti konvexnı́ch množin

Věta o oddělitelnosti konvexnı́ch množin (striktnı́ verze)

Necht’ C,D ⊆ Rn jsou neprázdné, uzavřené, konvexnı́, disjunktnı́ množiny a C je
omezená. Pak existuje nadrovina aaaTxxx = b ostře oddělujı́cı́ C a D, tj. C ⊆

{
xxx ;aaaTxxx < b

}
a D ⊆

{
xxx ;aaaTxxx > b

}
.

Důkaz (přehled)
1 Najdeme ccc ∈ C a ddd ∈ D s nejmenšı́ vzdálenostı́ ||ddd − ccc||:

1 Necht’ m = inf {||ddd − ccc||; ccc ∈ C,ddd ∈ D}.
2 Pro každé n ∈ N existuje cccn ∈ C a dddn ∈ D takové, že ||dddn − cccn|| ≤ m + 1

n .
3 Protože C je kompaktnı́, existuje podposloupnost

{
ccckn

}∞
n=1 konvergujı́cı́ k ccc ∈ C.

4 Existuje z ∈ R takové, že pro všechna n ∈ N vzdálenost ||dddn − ccc|| je nejvýše z.
5 Protože D ∩ {xxx ∈ Rn; ||xxx − ccc|| ≤ z} je kompaktnı́, posloupnost

{
dddkn

}∞
n=1 má

podposloupnost
{

ddd ln
}∞

n=1 konvergujı́cı́ k ddd ∈ D.
6 Zbývá ověřit, že jsme našli hledané body ccc a ddd se vzdálenostı́ m.

2 Hledaná nadrovina je aaaTxxx = b, kde aaa = ddd − ccc a b = aaaTccc+aaaTddd
2 .

1 Ověřı́me, že platı́ aaaTccc′ ≤ aaaTccc < b < aaaTddd ≤ aaaTddd ′ pro všechna ccc′ ∈ C a ddd ′ ∈ D.
2 Protože C je convexnı́, y = ccc + α(ccc′ − ccc) ∈ C pro všechna 0 ≤ α ≤ 1.
3 Z minimality vzdálenosti ||ddd − ccc|| plyne ||ddd − y ||2 ≥ ||ddd − ccc||2.
4 Elementárnı́mi úpravami zı́skame α

2 ||ccc
′ − ccc||2 + aaaTccc ≥ aaaTccc′,

5 což platı́ pro libovolně malé α > 0, a proto aaaTccc ≥ aaaTccc′.

Jirka Fink Optimalizačnı́ metody 22
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Souvislost Farkas lemma, duality a lineárnı́ho programovánı́

Farkas lemma
Systém Axxx ≤ bbb má řešenı́ xxx ∈ Rn právě tehdy, když pro každé nezáporné yyy ∈ Rm

splňujı́cı́ yyyTA = 000T platı́ yyyTbbb ≥ 0.

Přı́pustnost úlohy lineárnı́ho programovánı́

Úloha max
{
cccTxxx ; Axxx ≤ bbb

}
je nepřı́pustná právě tehdy, když existuje nezáporná

kombinace yyy podmı́nek Axxx ≤ bbb taková, že yyyTA = 000 a yyyTbbb < 0.

Omezenost úlohy lineárnı́ho programovánı́

Jestliže úloha max
{
cccTxxx ; Axxx ≤ bbb

}
je omezená a přı́pustná, pak ccc lze zı́skat jako

nezápornou kombinaci yyy řádků matice A, tj. cccT = yyyTA.

Jestliže existuje nezáporné yyy splňujı́cı́ cccT = yyyTA, pak je úlola max
{
cccTxxx ; Axxx ≤ bbb

}
je omezená.

Farkas lemma plyne z duality

max
{
000Txxx ; Axxx ≤ bbb

}
= min

{
bbbTxxx ; ATyyy = 000, yyy ≥ 000

}
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Omezenost úlohy lineárnı́ho programovánı́

Jestliže úloha max
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