
6. CVI�ENÍ Z OPTIMALIZACE
Mnohost¥ny a ty jejich st¥ny

P°íklady naleznete na zadní stran¥.

D: Nadrovina je libovolný a�nní prostor v Rd dimenze d − 1. V rovin¥ tedy je kaºdá p°ímka
nadrovinou, v 3D prostoru je nadrovinou libovolná rovina, atd. Nadrovinu ur£uje rovnice cTx = b.

Nadrovina rozd¥luje prostor Rd na dva poloprostory. Nadrovinu samotnou po£ítáme jako sou£ást
obou poloprostor·.

D: Konvexní mnohost¥n je libovolný objekt v Rd, který je pr·nikem kone£n¥ mnoha poloprostor·.
Alternativn¥ m·ºeme °íci, ºe konvexní mnohost¥n je libovolná mnoºina bod· tvaru {x | Ax ≤ b} pro
n¥jakou reálnou matici A a realný vektor b.

D: Nech´ P je konvexní mnohost¥n a c ∈ Rd, t ∈ R. Jestliºe ∀x ∈ P : cTx ≤ t a zárove¬ ∃x ∈ P :
cTx = t, ozna£íme {x | cTx = t} jako te£nou nadrovinu ni konvexního mnohost¥nu P .

Pr·niky te£ných nadrovin s mnohost¥nem S = ni ∩P pak nazýváme st¥nami mnohost¥nu P . K nim
také zapo£ítáváme dv¥ nevlastní st¥ny ∅ a P .

D: St¥ny dimenze 0 nazýváme vrcholy. St¥ny dimenze 1 nazýváme hrany. St¥ny dimenze d − 1
nazýváme fasety.

D: �ekneme, ºe konvexní mnohost¥n je omezený, pokud se vejde do koule s kone£n¥ velkým
polom¥rem. Pro dobrou intuici si sta£í p°edstavit, ºe mnohost¥n neutíká do nekone£na.

D: d-dimenzionální simplex je konvexním obalem d + 1 a�nn¥ nezávislých bod·. Pro jednoduchost
si d-dimenzionální simplex v Rd m·ºeme p°edstavit jako konvexní obal:

conv(0, (0, 0, . . . , 0, 1), (0, 0, . . . , 1, 0), . . . , (1, 0, . . . , 0, 0))

D: d-dimenzionální k°íºový mnohost¥n je konvexní obal v²ech bod· ±ei (pro i ∈ 1, . . . , d), kde
(ei)j = 1, pokud i = j a 0 jinak. (Tedy ve t°ech dimenzích jsou to body (0, 0, 1), (0, 0,−1), (0, 1, 0),
(0,−1, 0), (1, 0, 0) a (−1, 0, 0).)
Ekvivalentn¥ lze k°íºový mnohost¥n napsat jako {x ∈ Rd : |x1|+ |x2|+ |x3|+ · · ·+ |xd| ≤ 1}.



P°íklad první Kvíz na rozeh°átí:

a) Jaký je po£et st¥n 3D krychle? (Odpov¥¤ není 6.)
b) Jaký je po£et vrchol· a faset d-dimenzionální krychle, tedy conv({x|x ∈ {0, 1}d})?
c) Jaký je po£et vrchol· a faset d-dimenzionálního k°íºového mnohost¥nu?

P°íklad druhý Vlastnosti polytop·:

• Uvaºte vá² oblíbený konvexní mnohost¥n P a najd¥te dv¥ r·zné te£né nadroviny na, nb, jejichº
neprázdný pr·nik s P ur£uje tutéº st¥nu.
• M¥jme konvexní mnohost¥n P . Dokaºte, ºe pr·nik dvou st¥n P je také st¥na P .

P°íklad t°etí Rozhodn¥te, jestli vrchol v = (1, 1, 1) je vrcholem mnohost¥nu de�novaného
následujícím systémem nadrovin:
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P°íklad £tvrtý Máte mnohost¥n P ∈ R3 ur£ený mnoºinou vrchol·:

a = ( 2, 1, 6 )
b = ( 0,−5, 0 )
c = (−2, 2,−1 )
d = ( 0,−4, 0 )
e = ( 0, 1, 1 )

Pro kaºdou následující nadrovinu ur£ete, zda je v·£i P te£ná, se£ná £i mimob¥ºná a pro te£né
nadroviny ur£ete dimenzi p°íslu²né st¥ny.

a) 5x+ 3y − 2z = 1
b) x+ y − z = 2
c) 3x+ 1z = 0

P°íklad pátý Nalezn¥te v²echny vrcholy mnohost¥nu zadaného následujícími nerovnos-
tmi a zd·vodn¥te, ºe jde o v²echny:

x+ y + z ≤ 3

y + 2z ≤ 2

x, y, z ≥ 0

P°íklad ²estý Dokaºte, ºe kaºdý omezený konvexní mnohost¥n dimenze d v Rd má alespo¬
d+ 1 vrchol· a alespo¬ d+ 1 faset.

P°íklad sedmý

a) Ov¥°te, ºe d-dimenzionální simplex m·ºe být vyjád°en také jako pr·nik d+1 poloprostor·. Jinými
slovy, najd¥te nerovnice, které ur£ují n¥jaký d-dimenzionální simplex.

b) Dokaºte, ºe libovolná st¥na simplexu je sama simplexem.
c) Ur£ete, kolik st¥n dimenze k má d-dimenzionální simplex.


