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Motivace

Lebesgueova mira nam umoznuje porovndvat ,velikost” objektiu. Na rozdil od pojmu mohutnosti md intu-
itivnd geometrickou motivaci — zobecriuje pojem délky (resp. obsahu v R? nebo objemu v R3). Zdrover je
mira jemnéjsim prostredkem pro rozlisovani mezi nespocetnymi mnoZinami. Prijmeme-li napt. hypothesu
kontinua, jsou vSechny nespocetné podmnoziny redlné primky nerozlisitelné z hlediska mohutnosti, mira
mezi nimi rozlisuje velmi jemné. UkdZeme si, Ze narozdil od mohutnosti, md jednu nevyhodu. Prijmeme-
lv axiom vybéru, jsou kaZdé dveé mnoziny porovnatelné z hlediska mohutnosti, ne vsak z hlediska miry.
Ukazuje se totiz, Ze axiom vybéru ndm umoznuje zkonstruovat tak ,divoké“ mnoZiny, Ze je nelze ,ro-
zumé“ merit, t.j. jsou lebesqueovsky nemeéritelné. Tato skutecnost vede k neprijemnym paradoxim. Lze
napriklad rozrezat kouli na pét ¢dsti a pak tyto cdsti presklddat tak, Ze vznikne koule o poloméru dvakrdat
vétsim nez byl puvodni. Na pruni pohled se to zdd divné. Soucet objemu téch péti ¢dsti by preci mél zustat
nezmeénén. Trik spocivd v tom, Ze tyto édsti jsou voleny tak (umozriuje ndm to aziom vgbéru), Ze ,nemaji
objem*, t.j. jsou lebesgueovsky neméritelné. V ndsledujict casti dokdZeme existenci neméritelné mnoZiny
na redlné primce. Uvedu dva ponékud rozdilné dikazy. Pruni (tzv. Vitaliho konstrukce) vyuzivd algebraic-
kou strukturu redlngch éisel a invariantnost lebesqueovy miry vicéi posunuti. Druhd (tzv. Bernstainova
konstrukce) vyuzivd topologické struktury redlngch cisel. Podstatné na obou konstrukcich je vak pouZiti
aziomu vybéru. Pokud bychom prijali negaci axiomu vgbéru, je bezesporné (pokud ovsem jsou bezesporné
ostatni aziomy teorie mnozin) predpoklddat, Ze vSechny podmmnoZiny redlné primky jsou lebesgueovsky
meéritelné. Spolu s axiomem vybéru totiZ zmizi vSechny ,08klive“ mnoZiny, které v konstrukci vyuzivame.

Jedna z moznych cest, jak se neméritelnym mnoZindm vyhnout je prijmout misto axiomu vybéru aziom
determinovanosti. Tento axiom v podstaté tvrdi, Ze kaZdd nekonecnd hra md vyhrdavajici strategii. Je zaji-
mavé, Ze ackoliv zdanliveé naprosto nesouvist s méritelnosti, vede k negaci axiomu vybéru a k méritelnosti
kazdé mnozZiny. Pokud ho vsak priymeme, mnoho si nepomuZemem. Nejen, Ze nebudeme moct dokdzat
velké mnoZstvi (Casto zdkladnich) vét, ale navic vlastnost, kterou ziskdme pro lebesgueovu miru, ztratime
pro mohutnost — ne kazdé dvé mnoZiny budeme moci porovndvat z hlediska mohutnosti.

Vitaliho konstrukce neméritelné mnoziny

Myslenka této kostrukce je nasledujici. Zkonstruuji takovou omezenou mnozinu, kterd bude disjunktni s
kazdym svym posunutim o racionalni ¢islo. Dale zaruc¢im, ze pokud ji budu posouvat o racionalni ¢isla,
pokryji interval kladné miry. Protoze je lebesgueova mira transla¢né invariantni, maji vSechna posunuti
jedné mnoziny stejnou miru. A proto uz jsem skoro hotov Spocetné disjunktni sjednoceni mnozin stejné
miry mé bud nekone¢nou nebo nulovou miru — nemtiZze tedy pokryvat interval kladné konecné délky,
musi tedy tyto mnoziny byt neméritelné.

Provedeni je prevzato z Véty 31 v JII, str. 66. Nejdfive zavedu jednoduché znaceni a pak pfistoupim k
dtikazu. Nékterd pomocna tvrzeni dokézi v dodatku, abych tim prilis nepferusoval vlastni dikaz.

Definice 1 (Znadeni) V nésledujicim textu budu velmi ¢asto pracovat s posunutim mnoziny. Zavedu proto nyni
jednoduché oznaceni:



(i) Pro M C R,z € R definujeme posunuti mnoziny M o x:

Definice 2

r+M:=={y+zx:ye M}

Redlna ¢isla budu oznacovat pismeny z konce abecedy (z,¥, z . ..) a raciondlni ¢isla pismeny z prostiedku
abecedy (p, g, ...). Pfipomenu nyni néktera tvrzeni a definice, kterd budu pottebovat:

Mira p na (R™, 8" (R)) je translaéné invariantni, pokud pro M € 2, x € R" jest u(M) = pu(x+ M), t.j.
posunutim mnoziny nezménim jeji miru. Tato definice je korektni, protoze posunuti méfitelné mnoziny
je méritelné, viz dodatek.

Véta 1 Necht A C R je podmnozina realné piimky s kladnou mirou, t.j. A(A) = ¢ > 0. Pak existuje neméfitelna

O C A

Dk. Nejdiive zkonstruujeme A’, omezenou podmnoZinu A kladné miry. MnoZina A je disjunktné pokryta
polouzavienymi intervaly délky jedna s celymi ¢isly jako koncovymi body. Alespoi jeden interval proto
musi A protnout na mnoziné kladné miry. Formalné:

+o0 t+oo
A= (U[n,n+1)> NA= U([n,n—f—l)ﬁA)

— 00 — 00

Protoze sjednoceni na pravé strané je disjunktni a mnozina A m4 kladnou miru, musi mit alespoii jeden
¢len tohoto sjednoceni kladnou miru. Zvolme tedy pevné n € N tak aby A([n,n+1)NA) =d >0a
oznacme

A'=[n,n+1)NA.

Nasli jsme omezenou A’ C [n,n + 1) kladné miry, kterd je podmnozinou ptivodni mnoziny A.

Nyni definujme nasledujici relaci:

T~y <= 2—yeEQ = z€y+Q

Tedy x,y jsou v této relaci, pokud je jejich rozdil raciondlni ¢éislo. Relace ~ je ekvivalence (dikaz je
jednoduchy, viz dodatky), tedy ur¢uje disjunktni rozklad R/ ~ na t¥idy ekvivalence. Ke kazdému x € R
existuje tfida ekvivalence [x] takovd, Ze = € [z] a pro = ¢ y plati [z] N [y] = 0.

Podle axiomu vybéru existuje na systému R/ ~ selektor, to jest funkce f : R/ ~ — R, kterd z kazdé
tfidy ekvivalence [x] vybere jednoho zastupce f([z]) € [z].

Polozme M := f(R/ ~). Tedy v M je z kazdé t¥idy ekvivalence préavé jeden zastupce — plati

r2yeEM&x~y=z=uy.

Jinymi slovy, zadna dvé ruzna ¢isla v M se nelisi o racionalni ¢islo. Bez ijmy na obecnosti mohu zvolit
selektor f tak, aby M celd padla do intervalu [n,n + 1). Pokud by totiz pro néjakou tfidu [z] platilo
f(z]) =y & [n,n+1),1ze v [n,n + 1) zvolit bod z = n + y — int(y) takovy, Ze z ~ y. Selektor f pak
predefinuji na tf¥idé [z] tak, ze f([z]) = 2. Jinymi slovy z kazdé t¥idy ekvivalence mohu vybrat zastupce,
ktery padne do intervalu [n,n + 1).

Ozna¢me Q1 = QN [—1, 1] mnozinu raciondlnich éisel z intervalu [—1,1] a pro ¢ € Q necht M, = g+ M.
Dokézu nyni dvé jednoduché (ale dilezitd) tvrzeni:

(i) (Vp,a € Q)(p#q = M,N M, =0)
(i4) nn+1)C |J My Cn—1,n+2),
q€Q



(ii)

Definice 3

Véta 2

t.j. mnozina M je disjunktni se svym posunutim o racionélni ¢islo a zaroven vSechna posunuti mnoziny
M o raciondlni ¢isla z intervalu [—1, 1] pokryvaji cely interval [n,n + 1) a zdroven jsou omezena.

Dk.

Necht pro néjaké p,q € Q je x € M, N M,. Pak ale podle definice z je tvaru z + ¢, kde z € M a zaroven
tvaru 2z’ + p, kde 2/ € M. Pak x = 2+ q= 2"+ p tedy z = 2/ + (¢ — p). Pak ale z ~ 2z’ a podle definice
M je z = 2’ atedy i p = q, coz jsme chtéli.

Bud z € [n,n + 1). Mame dokézat, Ze x padne i do zminéného sjednoceni. Z M vyberu y takové, Ze
x ~y, tedy y = f([z]). Protoze M C [n,n+1) (volba M) a protoze y ~ x dostaneme, ze z —y € Q. Pak
alex e {(z —y)+z:2€ M} = (x —y)+ M = My_,) (pro z = y) tedy je i ve sjednoceni. Pro druhou
inklusi si sta¢i uvédomit, ze ve sjednoceni budou ¢isla tvaru z+¢, kde z € M C [n,n+1), |¢| <1, ¢ € Q.
Vsechna tato ¢isla vSak padnou do intervalu [n — 1,n + 1), protoze (n — 1< z+g¢g< (n+1)+1.)

Podobné jako jsme zkonstruovali A’ zkonstruujeme nyni mnozinu P C A’ N M, kterd mé kladnou miru:
Podle (it) plati

A=hn+)nA =) M|na=] Mn4a,
q€Qu q€Q:

kde sjednoceni na pravé strané je disjunktni (z). Predpoklddejme pro spor, ze kazda z mnozin M, N A’
je méfitelnd. Déle A’ ma kladnou miru, tedy musi existovat p € Q; takové, Ze mnozina M, N A" ma
kladnou miru. Zvolme takové p € Q; pevné a polozme

P=M,NnA"Cn—1n+2).
Opét ozna¢me P, = ¢ + P. Nyni pfedné 0 < b = A(P) = A(¢ + P) = A\(P,). Déle
PyO P = (q+ (My 0 AN) 0 (14 (M, 1 A) € (g My) 01 (L + My) = Myey 0 Migy = 0,
pro p # l. Podobné jako v (ii) se dokdze

U P, Cn—2,n+3)
q€Q1

Protoze toto sjednoceni je disjunktni a protoze mira je monotonni vzhledem k inklusi, musi byt

5=A([n—2,m+3)) > A U P, | = Z/\(Pq): szoo

g€ g€ q€Q

coz je spor. Tedy alesponi jedna z mnozin A’ N M, je neméfitelna. Tato mnozina vSak patii do A’ tedy
patii i do A coz jsme chtéli ukazat.

Dodatky k Vitaliho konstrukci

Funkce f : (X,2) — (Y, €) je mé&Fitelna (vzhledem k 2, €), pokud pro kazdou C € € plati f~1(C) € 2.
Slovy: funkce je métitelna, pokud vzor meéfitelné mnoziny je méfitelnd mnozina.

Pozn. 1 Podminku definice sta¢i ovéfovat pro mnoziny generujici sigma algebru €.

Spojité funkce na R™ jsou méfitelné vzhledem k Borelovské sigma algebfe na R™.

Dk. Borelovska sigma algebra na R" je generovana otevienymi mnozinami a vzor oteviené mnoziny pii
spojitém zobrazeni je oteviena, tedy je spojita funkce méfitelna.

Véta 3 Necht M € B"(R), z € R" pak z+ M € B"(R). Slovy: Posunuti méfitelné mnoziny je méfitelnd mnozina.

Dk. Polozme f(xz+z) =z, tedy f(x) =x —za f(z+ M) = M. Nyni f je zjevné spojitd na R", tedy je
méfitelnd a vzor méfitelné je méfitelnd, tedy f—1(M) je métitelna. Ale

fFAM)y={z:2—zeM}={z:v=y+z,2E M} =2+ M.

Tedy z + M je méfitelna.



Véta 4 Relace x ~y <= x —y € Q je ekvivalence.

Véta 5

Dk. Predné je reflexivni x — z = 0 € Q, déle je symetrickd: z —y € Q = y—2 = —(z—y) € Q a
transitivni: z —y € Q& y—2€Q=r—z=c—-y+y—2€ Q.

Bernsteinova konstrukce nemeéritelné mnoziny

Zakladni myslenka této konstrukce je svym zptisobem jednoduzsi. K precisnimu dikazu je ale potfeba
nékoli ne zcela trividlnich vét. Tuto konstrukei jsem prevzal z [TM], str. 210-211, kde je mozno nalézt
i obecnéjsi formulaci zminovanych vét. Konstrukce vychézi z existence rozkladu R na dvé disjunktni
mnoziny By U By = R takové, Ze kazda z nich protne vSechny nespocetné uzaviené mnoziny. Ukazeme
(sporem), Ze tyto mnoziny jsou neméfitelné. Libovolnd mnozina kladné miry obsahuje uzavienou mnozinu
kladné miry, musi tedy byt A\(B1) = 0. Nebot je-li F' C By pak F je spodetnd (jinak F'N By # (), tedy
B ¢ Bj) tedy ma miru nula. Kazda uzaviend podmnoZina B; ma miru nula, tedy i By mé miru nula.
Podobné se ukaze, ze Bs ma miru nula. To je ale spor, nebot

o0 = /\(R) = /\(B1 U B2) = /\(Bl) + )\(BQ) =0.

Jsou tedy obé mnoziny nemefitelné. K dokonceni diikazu nyni stac¢i dokazat existenci zminovaného roz-
kladu. Déle bych mél dokézat, ze kazda mnozina kladné miry obsahuje uzavienou mnozinu kladné miry.
Toto tvrzeni je diisledkem jedné z vét v teorii miry a nebudu ho proto dokazovat. V nasledujicich vétach
s proto budu zabyvat pouze zminovanym rozkladem. Nez je dokazi, zavedu nékteré bézné mnozinové
konvence.

Reckymi pismeny (k, ), ...) budu zna¢it kardinaly (t.j. mohutnosti). Na kazdém kardinalu mame dobré
ostré usporadani relaci €. Budu je znacit a < 3, t.j.

a< B <<= acf,

pro kazdé dva kardinély «, 8 € k.
KaZdou mnozinu A mohutnosti « lze nyni ,,o¢islovat“ pomoci mensich kardinalq, t.j.
A={aq; 0 € K}

Dalsim pojmem, ktery uZiji, je maximo-lexikografické usporadéni. Na kartézském soucinu x X k definujeme
usporadani takto:

(o, B) < (7,6) <= max{a, f} < max{y,d}V (max{a, 8} = max{y,0} & min{a, f} < min{~y,d}).

Dvé dvojice tedy porovnam tak, ze nejdiive porovnam nejvétsi ¢isla a v pripadé shody nejmeni ¢isla z
kazdé dvojice. Je jednoduché ukézat, ze takovéto usporadani na k X k je opét ostré, dobré usporadani.
Pfistupme nyni k formulaci vySe zminénych vét.

(Lemma o disjunktnim zjeméni) Necht (A, )qcx je soubor x mnozin (t.j. mohutnost tohoto souboru je
pravé s, pro nase ucely staéi k = |P(R)|) z nichz kazdd ma mohutnost x. Pak existuje tzv. disjunkini
zjeménd, to jest soubor vzajemé disjunktnich mnozin (Bg)aer z nichZz kazdd mé opét mohutnost s
(|Ba| = k) a pro kazdé « je B, C A,.

Dk. Myslenka dukazu je jednoducha. Staci najit prosté zobrazeni

fiexkr— U Aa,
a<k
spliujici
(%) fla, B) € Aa.

Pak polozime

B, = {f(o,8); 8 < K}.
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Protoze je f prostd, je |Bo| = k, B C Ag @ B, N Bz =0 pro a # .

Uvazujme nyni vSechna prosté zobrazeni spliiujici (x), jejichz definiénim oborem je né&jaka dolni mnozina
G C k X k v maximo-lexikografickém uspofddani, t.j. (3g € k x kK)(G = {c € K X K;¢ < g}). Oznaéme
mnozinu téchto zobrazeni S. Tato mnozina je ¢asteéné uspofadana inklusi (f; C fo pokud definiéni obor
f1 je podmnozinou defini¢niho oboru f5 a f5 se na Dom(f;) shoduje s f1). Snadno se ovéfi, ze S spliiuje
predpoklady zornova lemmatu, tedy ma maximéalni prvek. Ozna¢me tento prvek f a ukazme, Ze je to
hledand funkce. Zfejmé je prostd (protoze patii do S) staéi tedy ukdzat, Ze uz je definovani na celém
K X K. Neni-li pro spor definovana na celém x X k, pak protoze m-1. usporadani je dobré, existuje nejmensi
dvojice {«,v) kterd nepatii do defini¢niho oboru f. Pak mé definiéni obor f mohutnost mensi nez kappa,
tedy obraz f mé mohutnost mensi nez kappa a protoZe |A,| = k existuje z € A, ktery nepadne do
obrazu f. Pak muzeme zobrazeni f prodlouzit poloZenim f(a,7y) = z, coZz je spor s maximalitou f.
Diikaz je hotov.

Pokroc¢ime nyni k vété, kterd nam umozni dokézat existenci rozkladu realnych cisel, ktery jsme pouzili
pfi konstrukei neméfitelnych mnozin. Nechf nyni x je mohutnost kontinua.

,O¢islujme“ si vSechny nespocetné uzaviené podmnoziny R: (A,)aex bud soubor vSech nespocetnych
uzavienych podmnozin v R. To Ize, nebot vSech uzavienych podmnozZin R je pouze kontinuum. Vime, Ze
kazd4 uzaviend nespoletnd podmnozina R mé mohutnost kontinua (Pokud to nevime, pfedpoklddejme
platnost hypothesy kontinua. Pak je to zjevné.), tedy (An)acx je soubor x mnozin mohutnosti x a lze
pouzit predchozi vétu. Ta ndm poskytne disjuntni zjeméni (B, )aex- Kazdou mnozinu B, disjunktné
rozlozme B = Cy U D, na dvé mnoziny mohutnosti «, t.j. |Cs| = |Do| = . Polozme nyni C' = (J,,,. Ca
aD = (Uper Do) UR\C. Mame CND =0,CUD =R a C'i D protinaji kazdou nespocetnou uzavienou
mnozinu v R, tedy tvori hledany rozklad.
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